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Gaussova eliminaéni metoda

Nez se pustime do studia linedrnich prostori a podprostori, zavislosti a nezavislosti vektor, bazi
a linedrnich obald, uvedeme si v této Gvodni kapitole metodu, ktera se ndm bude ¢asto hodit. Protoze
se k TeSeni soustav vratime podrobnéji v kapitole devaté, fekneme si zde jen to nejnutnéjsi a budeme se
v nékterych pripadech vyjadfovat mozna ponékud tézkopadné. Vse napravime v devaté kapitole.
Gaussova eliminacni metoda je metoda usnadinujici feseni soustav linearnich rovnic. Soustava line-
darnich rovnic je jedna nebo (obvykle) vice linedrnich rovnic, které maji byt splnény vSechny soucasné.
Linedrni rovnice je rovnice, ve které se jedna nebo (obvykle) vice nezndmych vyskytuje pouze v prvni
mocniné. Nezndmé mohou byt nasobené riiznymi konstantami a tyto nasobky se v sou¢tu maji rovnat
dané konstanté, tzv. pravé strané. Resit soustavu rovnic znamend najit feSeni, tj. najit takova realna
¢isla, ktera po dosazeni za neznamé v rovnicich spliuji vSechny rovnice soucasné. Takové Teseni miize
existovat pro danou soustavu jediné, muze se ale stat, ze je takovych feseni vice nebo neni zadné.
Metodu si nejprve vysvétlime na jednoduchém prikladé nasledujici soustavy dvou linearnich rovnic
o dvou neznamych z, y:
2¢ — by = 16
—x + 2y =7
Ze stiedni skoly asi znate dvé metody, jak takové soustavy fesit: bud postupnym dosazenim, nebo naso-
benim rovnic konstantami a vzajemnym s¢itanim rovnic. Metoda postupného dosazeni by mohla vypadat
takto:

20 — by = 16 = 2Q2y+T7)—-5by=14—-y=16 = y= -2

—r+2y=-7 = z=2y+7 = x=2(-2)+7=3,

ale nemd s Gaussovou eliminaéni metodou moc spoleéného. Pro rozséhlejsi soustavy (mnoho rovnic,
mnoho neznamych) se moc nehodi. Zamérime se proto na druhou metodu ,s¢itani rovnic“. V této metodé
ménime postupné soustavu rovnic na jinou soustavu se stejnym feSenim. Zmény soustavy, které neméni
feSeni, jsou nasledujici:

(1) Prohozeni rovnic mezi sebou.

(2) Vynéasobeni rovnice nenulovou konstantou.

(3) Pricteni libovolného nasobku néjaké rovnice k jiné.

Pomoci téchto tprav prevedeme soustavu rovnic na jinou soustavu, ze které je jiz feSeni snadno

c¢itelné. Jednotlivé modifikace nasi soustavy od sebe oddélujeme znakem ,,~*.

2¢ — by = 16 20 — by = 16 2z — by =16 2z — by = 16 204+0y= 6 r= 3
—r4+2y=-7 —2x+4y=—-14 0z — y= 2 y=—2 y=—2 y=—2

Nejprve jsme vynasobili druhou rovnici dvéma, pak jsme obé rovnice secetli a vysledek napsali na misto
druhé rovnice, déale jsme druhou rovnici vynasobili ¢islem —1, pak jsme pétinasobek druhé rovnice pricetli
k prvni a nakonec jsme prvni rovnici vynasobili ¢islem 1/2. Z posledni soustavy ¢teme pfimo FeSeni.

Gaussova elimina¢ni metoda je vlastné shodnd s pravé pouzitou metodou ,s¢itani rovnic*. Navic
Gaussova metoda upfresnuje postup, jak rovnice nasobit a s¢itat mezi sebou, abychom se cilené dobrali
k vysledku i u rozsahlych soustav mnoha rovnic s mnoha nezndmymi. Nez tento postup popiSeme,
zamyslime se nad tim, jak struéné muzeme soustavy rovnic zapisovat. V soustavé rovnic neni pii hledani
FeSeni podstatné, zda se neznamé jmenuji x, y, z nebo t¥eba «, 3, y. Podstatné jsou jen koeficienty, které
nasobi jednotlivé nezndmé, a samoziejmé jesté hodnoty na pravych stranach rovnic. Oddélime tedy ,,zrno
od plev¥ a vypiSeme z nasi soustavy jen to podstatné (koeficienty u nezndmych a hodnoty pravych stran)
do tabulky cisel, které budeme fikat matice:

2 -5| 16
-1 2| -7

Pokud chceme prohodit rovnice, v novém znaceni to znamena prohodit fadky matice. Vynasobeni rovnice
nenulovou konstantou odpovida vynasobeni fadku matice touto konstantou. Konec¢né pri¢teni nasobku
jedné rovnice k druhé je totozné s prictenim nasobku jednoho radku ke druhému. Postup feSeni naseho
prikladu tedy muzeme zapsat takto:

2_516~ 2 -5 16N2—516N2—516N20 6N103
-1 2| -7 -2 4| -14 0—-1| 2 0 1| -2 0 1| -2 0 1| -2

7

Uvodni
priklad



Linedrni algebra Gaussova eliminacni metoda

Pred vykladem Gaussovy elimina¢ni metody na obecné soustavé linearnich rovnic si ukazeme postup
jesté na jednom prikladu, ktery bude mit ¢tyfi rovnice a pét nezndmych. Priklad je zvolen zamérné tak,
aby vychazela malé cela ¢isla, takze se nam to bude dobfe pocitat bez pouziti vypocetni techniky. To
je obvyklé v tzv. modelovych prikladech, které maji za tkol ilustrovat obecné algebraické postupy a se
kterymi se setkate pii feSeni tloh ze skript. Jakmile se ale dostanete k tloham z praxe, budete postaveni
pred soustavy tieba s tisici rovnicemi a se zhruba stejnym poctem nezndmych. Na mala celé ¢isla budete
muset zapomenout. Bez vypocetni techniky se to pak fesit neda. Pamatujte tedy, ze feSeni modelovych
prikladt ze skript neni koneénym cilem nasi teorie, ale jen pomtckou k pochopeni rozsahlejsich souvislosti.

Mame Fesit nasledujici soustavu linearnich rovnic

—dxry +4a0 — 13+ x4 — Ty = —11
2$1 — 2332 + 3 + 3335 = 4
4I1 — 41‘2 + 5583 + x4 + 7585 = -3

- 61’1 + 6{E2 e 4.%3 + x4 — 12.%5 S -7

Koeficienty této soustavy prepiseme do matice a matici budeme upravovat pomoci tzv. kroki Gaussovy
elimina¢ni metody, mezi které patii prohozeni fadk mezi sebou, vynasobeni fadku nenulovou konstantou
nebo pricteni libovolného nasobku néjakého radku k jinému.

_;l _;1 _} (1) _g _1}1 Nejprve potfebujeme s¢itanim nasobkt fadkd dostat nulu pod
4-4 5 1 7 g™ prvni prvek v prvnim sloupci. Aby se nam to lépe délalo, pro-
6 6 -4 1 -12| _7 hodime prvni fadek s druhym.
2-2 1 0 3 4 . . . . [
4 4 -1 1 —7|-11 Pod dvojkou v prvnim sloupci budeme postupné vytvaret nuly.
~ 4 -4 5 1 71 3|~ Vezmeme dvojnasobek prvniho fadku a pricteme jej ke dru-
6 6 -4 1-12| -7 hému.
2-2 10 3| 4 Zatim nemame v prvnim sloupci pod dvojkou vSude nuly. Bu-
o 0 1 1 —-1|-3 deme si stale ,pomdahat“ nasobky prvniho fadku, ktery opi-
4 -4 5 1 71 -3 Seme. Minus dvojnasobek prvniho fadku pricteme ke tretimu a
-6 6 —4 1 —-12| -7 trojnasobek prvniho fadku pricteme ke ¢tvrtému.
Nyni bychom méli vytvaret nuly ve druhém sloupci. To se
2-2 1 0 3 4 v tomto pfipadé stalo (vyjimecné) samo, takZze se zaméfime
0o o0 1 1-1] -3 na tfeti sloupec. Tam pod prvni jednickou v druhém fadku vy-
0 0 3 1 1]-11 tvorime nuly takto: minus trojnasobek druhého radku pricteme
0 0-1 1-3 5 ke tfetimu a déle druhy fddek pfi¢teme ke ctvrtému. Prvni a
druhy fadek opisujeme.
2-2 1 0 3| 4 Znovu se presuneme na daldi sloupec (tentokrat ¢tvrty) a vy-
10 0 1T 1-1]=-37] tvofime nulu pod minus dvojkou ze tfetiho fadku. K tomu staci
0 0 0-2 4|-2 secist tieti fadek se ¢tvrtym a vysledek napsat na misto étvr-
0 0 0 2—-4] 2 tého radku.
2-2 1 0 3| 4 Treti fadek jesté (spiSe pro paradu) vyndsobime ¢islem —1/2.
N 0 0 1 1-1|-3 N Ctvrty fadek nemusime psat, protoze tento fadek odpovida rov-
0 0 0-2 4|-2 nici 0z1 + 022 + Ox3 + 0x4 + Ox5 = 0, kterd je ziejmé splnéna
0O 0 0 0 o0 O pro libovolné z1, xs, x3, x4, Ts5.
Dostavame tzv. schodovitou matici, kterd ma ve svém ,,dolnim
2-2 1 0 3| 4 . - SV s . .
0 0 1 1-1|-3 levém kouté* nuly. Presnéji: kazdy dalsi fadek ma zleva aspon
00 0 1-21 o jednu nulu vice nez predesly. To je cilem tzv. primého chodu

Gaussovy elimina¢ni metody, ktery jsme praveé ukoncili.

Nasi matici koeficientti ptavodni soustavy jsme pfevedli pomoci Gaussovy elimina¢ni metody na matici
odpovidajici nové soustavé, kterd ma stejnou mnozinu feSeni, jako puvodni. Staci se proto dale zabyvat
touto novou soustavou. Pro nazornost si ji zde zapiSeme

2%1 — 21’2 + 3 + 3£U5 = 4
T3+ x4 — 5 = — 3
Ty — 205 = 1

Dalsi priklad



Linedrni algebra Gaussova eliminacni metoda

Kazda rovnice umozni spocitat hodnotu jedné neznamé, pokud jsou dany hodnoty ostatnich. Mame tii
rovnice o péti nezndmych, umime tedy spocitat jen tfi neznamé. Pomoci posledni rovnice budeme pocitat
napiiklad x4, pomoci pfedposledni rovnice budeme pocitat x3 a z prvni rovnice spo¢itdme napiiklad x.
Ostatni neznamé nejsou témito rovnicemi urceny a mohou nabyvat libovolnych hodnot. To dame najevo
napfiklad takto: x5 = u, zo = v, u € R, v € R. Nyni budeme pocitat hodnoty ostatnich neznidmych
dosazovaci metodou, postupujeme od posledni rovnice k prvni:

s = U
Tog = VU
Ty — 2u = 1 = x4 1+ 2u
z3 + (14+2u) —u=-3 = x3=—-4—-u
20y — 20+ (-4 —u)+3u= 4 = 1 =4—-—u+v

Reseni jsme zapsali pomoci dvou parametrii u,v, které mohou nabyvat libovolnych hodnot. Viimneme
si, ze pocet parametri, kterymi popiseme feSeni libovolné soustavy linearnich rovnic je roven poctu
neznamych minus pocet nenulovych rovnic, které ziskdme po pfimém chodu Gaussovy elimina¢ni metody.
V nasem pfipadé: pocet parametria = 5 — 3. Zadané soustava ma sice ¢tyfi rovnice, ale po eliminaci se
nam soustava redukovala na pouhé tfi nenulové rovnice.

Pokud bychom se rozhodli napfiklad z prvni rovnice pocitat xs, pak by nezndma z; mohla nabyvat
libovolnych hodnot a vysledek by byl formalné zapsan ponékud jinak: 1 = w, x2 = —8 + 2u + 2w,
3 =—4—u, x4 =142u, x5 = u, u € R, w € R. Vidime tedy, Ze neexistuje jednoznacny zapis vysledku.
Oba zapisy popisuji stejnou mnozinu feseni, kazdy trochu jinym zptsobem.

Nyni se pustime do vykladu Gaussovy elimina¢ni metody pro obecnou soustavu linearnich rovnic.

Nejprve vysvétlime proceduru, kterou budeme v této metodé s prvky matice mnohokrat opakovat. Tato
procedura vytvori nuly v s-tém sloupci pod nenulovym prvkem matice v r-tém fadku. Nazorné:

sloupec s sloupec s
! !
tadekr — | 0 --- 0 a e ---| e N 0 --- 0 a o ---| |« fadekr
0O --- 0 bl e ... ° 0O --- 0 0 o °
0 -+ 0 by o ---| o 0 - 0 0 o ---| o

Teckami jsou v tomto obrazku vyznaceny prvky matice, jejichz hodnoty nads momentalné nezajimaji.
Prvek a musi byt nenulovy. Procedura ,,vytvoreni nul pod prvkem a“ se provede takto:

K1. Radky 1 az r opiseme beze zmény.
K2. K fadku r+1 pfi¢itdme (—b;/a) ndsobek fadku r, k fadku r + 2 pFi¢itdme (—bs/a) ndsobek fadku r,
atd., az konecné k fadku poslednimu pfi¢itdme (—by/a) ndsobek fadku r.

Timto tkonem se neporusi nulové prvky ve sloupcich vlevo od sloupce s a vzniknou nové nuly pod
prvkem a ve sloupci s.

Nyni popiseme primy chod Gaussovy eliminaéni metody, ktery prevede libovolnou matici na scho-
dovitou matici, kterda ma ,,v levém dolnim rohu* nuly. Matice bude mit v kazdém tadku zleva aspon
o jednu nulu vice v souvislé fadé nul, nez v pfedchozim radku. V algoritmu se pracuje s proménnou r
oznacujici aktualni fadek a s proménnou s, kterd znamena sloupec, ve kterém v daném okamziku vy-
tvarime nuly. Pokud se v algoritmu zvétSuje r, a pritom r jiz oznacuje posledni fadek matice, ukonc¢ime
¢innost. Pokud by se mélo zvétsit s, a pritom s uz oznacuje posledni sloupec matice, ukoné¢ime ¢innost.
V téchto pfipadech je uz matice pievedena do pozadovaného tvaru.

G1. Nastavime r =1, s = 1.

G2. Necht a je prvek matice z s-tého sloupce a r-tého fadku. Pokud je a = 0 a vSechny prvky pod
prvkem a v s-tém sloupci jsou také nulové, zvétsime s o jednicku a opakujeme krok G2.

G3. Je-li a = 0, a pritom existuje nenulovy prvek pod prvkem a v s-tém sloupci na fadku ry, prohodime
Fadek r s fadkem 7. Od této chvile je v nové matici prvek na r-tém fadku a s-tém sloupci nenulovy.

G4. Vytvorime nuly pod nenulovym prvkem a z r-tého Fadku a s-tého sloupce zptsobem, popsanym
v krocich K1 a K2.

Gb5. Existuji-li v matici fadky celé nulové, z matice je odstranime.

G6. Zvétsime r o jednicku a s o jednicku a celou ¢innost opakujeme od kroku G2 znova.
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Pfi eliminacni metodé jsme prevedli matici koeficientd soustavy na jinou matici odpovidajici jiné
soustavé, ale se stejnou mnozZinou feseni, protoze pfi upravach jsme pouzili jen tyto elementarni kroky:

(1) Prohozeni fadkt matice.
(2) Pronésobeni fadku nenulovou konstantou.
(3) Pfic¢teni ndsobku fadku k jinému.
(4) Odstranéni nulového Fadku.

Jiz drive jsme vysvétlili, ze tim dostavame modifikovanou matici odpovidajici nové soustavé se
stejnou mnozinou Feseni. Staci se tedy zamérit na tuto novou soustavu. Nejprve rozhodneme, zda soustava
ma vibec néjaké reseni. Pokud je posledni fadek ve tvaru:

0 0 -+ 0]¢), c#0
soustava nema feSeni. Tento fadek totiz odpovida rovnici
0x1 +0z2+---4+0x, =¢, c#0,

kterou nelze splnit pro zadné 1, zs, ..., Ty,.

Pokud posledni fadek obsahuje nenulovy prvek mezi koeficienty soustavy (vlevo od svislé ¢ary),
soustava m4 FeSeni. V takovém piipadé muzeme Fici, kolik téch FeSeni bude: pokud méa soustava (po
upravé eliminaéni metodou) stejny pocet rovnic, jako neznamych, ma jediné feSeni. Je-li pocet rovnic
mensi, nez pocet neznamych, je feseni nekoneéné mnoho.

Pocet rovnic po eliminaci nemiuze nikdy presahnout pocet neznamych, vylouc¢ime-li pripad fadku
(0 --- 0] ¢), c#0. Rozmyslete si, pro¢. Zadané soustava mize mit podstatné vice rovnic nez nezndmych,
ale po eliminaci se v takovém ptipadé zakonité pocet rovnic zmensi.

Ma-li soustava Teseni, pak pro kazdou rovnici rozhodneme, kterou neznamou budeme pouzitim této
rovnice pocitat (v dané rovnici musi byt tato nezndmd nésobena nenulovym koeficientem). V kazdé
rovnici je nejprve zleva skupina nulovych koeficient a pak existuje néjaky prvni nenulovy koeficient.
Doporucujeme pocitat tu neznamou, ktera je nadsobena timto prvnim nenulovym koeficientem. Neznamé,
které nebudeme pocitat pomoci zadné rovnice, mohou nabyvat libovolnych hodnot. Takové neznamé dale
povazujeme za parametry. Pro pocet parametru tedy plati:

pocet parametriu = pocet neznamych celkem — pocet rovnic po eliminaci

Spocitame nejprve neznamou z posledni rovnice a vysledek dosadime do ostatnich rovnic. Pak spocitame
dalsi neznamou z predposledni rovnice atd. az se dostaneme k prvni rovnici. Tim mame vyjadiena vSechna
feSeni dané soustavy linearnich rovnic.

Piiklad. Gaussovou eliminaéni metodou budeme fesit nasledujici soustavu étyt rovnic o étyfech nezna-
mych «, 3,7, 0.
a+28+ 3y+ § =
20+ 48 + Ty + 76 =
« + 2y = —
3o + 70 + 10y + 66 =
Zapiseme koeficienty soustavy a hodnoty pravych stran do matice a zacneme tuto matici eliminovat
zpusobem popsanym vyse.

IS RN

1 2 3 1] 1 1 2 3 1] 1 1 2 3 1] 1
2 4 77 4lwflo 0o 1 5] 2|l®»lo 1 1 3| 4]
1020 -21"710-2-1-1]|-3 0-2-1-1|-3|"7
3 710 6| 7 0 1 1 3| 4 0 0 1 5| 2
1 2 3 1]1 1 2 3 1]1
01 1 3|4|lw|o 1 1 34
“lo o 15|51 7[oo0o 155
0 0 1 5|2 00 0 03

V tpravé (1) jsme vytvorili nuly pod jednickou z prvniho sloupce a prvniho fadku. V Gpravé (2) jsme
prehodili druhy fadek se étvrtym v souladu s krokem G3 naseho algoritmu (na druhém fadku a druhém
sloupci totiz byl nulovy prvek). V apravé (3) jsme vytvofili nuly pod jedni¢kou z druhého fadku v druhém
sloupci. V posledni tpravé (4) jsme vytvorili nulu pod jednickou v tfetim sloupci z t¥etiho fddku. Tim
mame matici v pozadovaném tvaru. Pohledem na posledni fadek okamzité vidime, Ze soustava nema
FeSeni.
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1. Linearni prostor

1.1. Poznamka. O formé definice-véta-dikaz. V tomto textu narazite na t¥i zékladni ,slohové atvary“:
definice, véta a dikaz. Vesmés kazdé solidni matematické sdéleni pouziva tyto pojmy. Pfitom je mozné,
ze s takto systematickym pouZitim pojmu definice, véta, dikaz se setkdvate poprvé. Proto si tyto pojmy
vysvétlime.

Definice vysvétluje (definuje) novy pojem, ktery bude déle v teorii pouzivan. Definice se opira
o pojmy, které byly definovany v pfredchozich definicich. V prisné exaktnich teoriich bychom museli
na zac¢atku vyjmenovat pojmy, které nedefinujeme, ale budeme s nimi pracovat, protoze jinak bychom
nebyli schopni zapsat prvni definici. V tomto textu nebudeme takto prisné exaktni a budeme se opirat
o matefsky jazyk a o pojmy zndmé ze stfedni skoly (pfedpoklddame, Ze jsou znadmé pojmy mnozina,
realné ¢islo apod.). Nové definovany pojem bude v definici vyznacen kurzivou.

Véta je tvrzeni, které nam sdéluje néjakou vlastnost tykajici se definovanych pojmu. Dosti ¢asto se
véta déd formdalné rozélenit na predpoklady a vlastni tvrzeni. Predpoklady byvaji uvozeny slovy ,necht“,
ybudiz®, | jestlize“, | predpokladejme* atd. Vlastni tvrzeni obvykle za¢ina slovem ,pak® nebo ,potom.
Véta se musi dokazat. Proto se hned za vétu pripojuje dalsi slohovy atvar: dikaz. Po dokadzani véty
se v nasledujicim textu da véta pouzit. To byva obvykle provedeno tak, ze se ovéii v daném kontextu
platnost predpoklad véty a na zakladé toho se prohlési, ze plati vlastni tvrzeni véty.

Diikaz je obhajoba platnosti véty. Pfi této obhajobé muZeme pouzit pfedchozi definice (zaménime
pouzity pojem ve vété skupinou pojmii, kterymi je pojem definovan) a déle mizeme pouzit diive dokdzané
véty (ovétime predpoklady diive dokédzané véty a pouzijeme pak jeji vlastni tvrzeni). Déale se v diikazech
pouziva logickych obratt, které byste méli znat ze stfedni skoly (naptiklad vyrok ,neni pravda, ze
existuje prvek, pro ktery plati tvrzeni A“ lze preformulovat na totozny vyrok: ,pro vsechny prvky neplati
tvrzeni A%).

V exaktnich teoriich se ke skupiné nedefinovanych pojmi na zacatku teorie pripojuje i nékolik
tvrzeni, kterd nelze prostfedky teorie dokézat, ale pro dikazy dalSich vét je nutné jejich platnost pred-
pokladat. Takovym tvrzenim se fikd axiomy. V nasem textu nebudeme teorii stavét jen na axiomech, ale
nékdy pouzijeme spiSe intuitivni pristup. Neni nutné byt za kazdou cenu prisné exaktni.

Pro matematické sdéleni novych poznatkt je obvykle ¢lenéni textu na definice, véty a dikazy dosta-
¢ujici. V této ucebnici si navic budeme ilustrovat novou problematiku na prikladech a obcas prohodime
néjakou pozndmku. Dokladem toho je i tato poznamka 1.1.

1.2. Poznamka. V nésledujici definici linedrniho prostoru 1.6 se pracuje s mnozinami blize nespecifi-
kovanych objektt. Jediné, co s témi objekty umime délat, je vzajemné objekty scitat a nasobit objekt
redlnym ¢islem. Pritom tyto operace (s¢itani a ndsobeni redlnym ¢islem) je potieba pro konkrétni mno-
ziny objektu definovat. Pro kazdou mnozinu objekt mohou tyto operace vypadat jinak. Skutecnost, ze
neni feceno, jak objekty a operace s nimi konkrétné vypadaji, muze byt pro nékteré ctenare ponékud
frustrujici. Proto ptred definici uvedeme priklady mnozin objektt, které lze s¢itat a nasobit konstantou.

1.3. P¥iklad. Necht R? je mnozina vsech usporadanych dvojic realnych é&isel. Usporadanou dvojici
zapisujeme ve tvaru (a,b). Vyznacujeme ji tedy kulatou zavorkou a jeji slozky a,b piSeme oddéleny
¢arkou. Takze R? = {(a,b); a € R,b € R}. Symbol R znaéi realna ¢isla a zapisem {X; vlastnost X}
znacime mnozinu objekti X, které maji specifikovanou vlastnost. Definujme s¢itani dvou uspotradanych
dvojic:
df
(a,b) @ (¢,d) = (a+c,b+d) (1.1)
a nasobeni usporadané dvojice redlnym cislem a € R:
df
a®(a,b) = (aa,ab). (1.2)
Vsimneme si, Ze jsme definovali operaci @ s¢itani objektu tak, ze vysledek s¢itani je zase usporadana
dvojice. Stejné soucin ® realného ¢isla s uspoifddanou dvojici je zase usporadana dvojice, tedy prvek
mnoziny R2. Nage séitéani je tedy operace, do které vstupuji dva prvky mnoziny R? a vystupuje z ni

prvek mnoziny R2. Nage nasobeni je operace, do které vstupuje reélné ¢éislo a prvek z R? a vystupuje
z ni prvek z R2. Tuto skute¢nost zapiSeme pomoci kartézského souéinu mnozin:

@:R?xR? - R?, ®:R x R* = R2 (1.3)
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Linedrni algebra 1. Linedrni prostor

Vsimneme si dale, Ze jsme definovali nové operace @ a ©® prostiednictvim operaci s¢itani a nasobeni
realnych Cisel, tj. prostfednicvim operaci, jejichz vlastnosti jsou znamy ze stfedni skoly. Pfikladem takové
vlastnosti je komutativni zdkon (pro realné ¢isla x a y plati: x+y = y+x). NaSe nové definované operace
@ ma také tuto vlastnost:

(a,0) ® (¢,d) = (c,d) & (a,b),
protoze podle definice je (a,b) & (¢,d) = (a 4+ ¢,b + d) a (¢,d) ® (a,b) = (¢ + a,d + b), ovéem dvé
usporadané dvojice se rovnaji, pokud se rovnaji odpovidajici slozky. V tomto pfipadé prvni slozka prvni
dvojice a + b se rovna prvni slozce druhé dvojice b+ a, nebot pro s¢itani realnych éisel plati komutativni
zékon. Podobné ovéfime i druhou slozku.

Uvédomime si, ze neni viibec automaticky zaruceno, ze nové definované operace museji tyto zakony
spliiovat. Pokud bychom napfiklad definovali jiné s¢itani dvou uspofaddanych dvojic predpisem:

(a,b) & (c,d) £ (2a+d,b+c), (1.4)

pak se d& snadno ukézat, Ze pro @ neni splnén komutativni zékon (ovéite si sami).

1.4. Priklad. Ozna¢me P mnozinu vSech redlnych polynomi, tedy funkci p: R — R, které pro x € R
maji hodnotu danou vzorcem:

p(r) = apz™ + ap_12" P+ darr +ag, (Gn,an_1,...,a1,a jsou ndjaka realna cisla). (1.5)

Na této mnoziné polynomi definujeme s¢itani @: P X P — P a nasobeni ®: R x P — P takto: pro
kazdé pe P, qe€ P, a € R je

(p®q)(z) Ep(x) +q(x) VreR,
(a®p)(x) 4 ap(x) Vz € R.

Reéeno peclivéji: v definici jsme zavedli novou funkci p @ ¢: R — R tak, ze jsme Fekli, jakou bude tato
funkce mit hodnotu v kazdém bodé x jejiho defini¢niho oboru. Tuto hodnotu podle definice pocitame jako
soucet hodnoty funkce p a hodnoty funkce ¢ v bodé x. Tyto hodnoty jsou realna c¢isla, takze s¢itani funkci
(nové s¢itani novych objektl) vlastné definujeme pomoci s¢itani redlnych ¢isel (séitani, které zname ze
stfedni 8koly). Podobné definujeme nasobek funkce realnym cislem.

D4 se ovérit, ze prop € P, g € P, a € R je p @ g zase polynom a a®p je také polynom. Rovnéz se
da ovérit, Ze pro operaci @ plati komutativni zakon.

1.5. Poznamka. V pfedchozich dvou ptikladech jsme definovali na mnoziné néjakych objektu s¢itani
a nasobeni redlnym cislem. Pro vétsi prehlednost jsme nové definované operace zapisovali do krouzku,
abychom je odlisili od operaci s¢itani a nasobeni realnych cisel. To ale neni potfeba. Sta¢i pouzivat
tytéz znaky, protoze podle typu objektt, které do operace vstupuji, okamzité pozname, jakou operaci
mame pouZit (zda nové definovanou nebo zndmou operaci na redlnych éislech). Takové automatické
prizpiisobeni operace podle typu operandt znaji programatofi objektové orientovanych jazykt. Tam se
tomu fiké ,,pfetéZovani operatort“.

Definici s¢itani uspofaddanych dvojic tedy staci zapsat takto: Pro viechna (a,b) € R?, (c,d) € R? je
(a,b) + (¢, d) 4 (a + ¢, b+ d). Pritom pozndme, Ze prvni znak ,+“ v uvedeném vzorci oznacuje séitdni
usporadanych dvojic a ostatni dva znaky ,,4+“ znamenaji s¢itani readlnych cisel.

V dal$im textu budeme skoro vzdy pouzivat znaky ,,+“ a ,,-“ i pro nové definované operace, protoze
podle typu operandil nemtze dojit k nedorozuméni. Také znak nasobeni ,-“ budeme nékdy vynechévat,
jako jsme zvykli jej vynechavat pri zapisu nasobeni redlnych cisel.

1.6. DefiniceX* Linedrnim prostorem nazyvame kazdou neprdzdnou mnozinu L, na které je definovéano
s¢itani +: L x L — L a nasobeni redlnym c¢islem -: R x L — L a tyto operace splnuji pro kazdé

relLyel,ze L, aecR,f e R vlastnosti:
(1) z+y=y+ax (komutativni zdkon séiténi),
(2) (z+y)+z=xz+(y+2) (asociativni zakon sé¢itani),
3) a-(B-x)=(af) x (asociativni zdkon ndsobeni),
4) a(x+y)=a-z+a-y (distributivni zakon pro s¢itdni prvki z L),
(5) (a+p) xz=a-z+p -x (distributivni zdkon pro s¢itani ¢isel),
6) l-z== (vlastnost realného ¢isla 1),
(7) existuje o € L, ze pro kazdé * € L je 0-x = o (existence nulového prvku).
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Linedrni algebra 1. Linedrni prostor

Prvky linearniho prostoru nazyvame vektory. Realnému ¢islu v kontextu nasobeni -: R x L — L fikdme
skaldr. Prvku o € L z vlastnosti (7) fikdme nulovy prvek nebo nulovy vektor.

1.7. Véta. Pro nulovy prvek o linearniho prostoru L plati vlastnosti:
(1) z+o==x VxeclL,
(2) a-o=o0 VaeR,
(3) Nechtx e L. Jeli a-x=0 a «a#0, pak x=o.

Dukaz. Pouzijeme vlastnosti z definice 1.6. Pro prehlednost piseme nad rovnitka ¢islo pouzité vlastnosti.

(1) :c+o(;)w+0~:c@1-a:+0-w(i)(1+0)-w=1-w@w.

(2) a'OQOw(O'w)@(a-0)~w:0~m@o.

1 1 z piedpokladu) 1 vlastnos veé .
(3) 33(6:)1~m—(—oz>~w:)—-(oz~:1:)(pdgkld)—~o(lt 2 tyl7)o
(% (% [e%

—

1.8. Poznamka. Ve vlastnostech (1) az (7) v definici 1.6 se pracuje se znaky ,+* a ,-“ v souladu
s poznamkou 1.5 ve dvojim vyznamu. Bud to jsou operace s prvky mnoziny L nebo operace s redlnymi
¢isly. Napriiklad ve vlastnosti (5) je prvni symbol ,+“ pouzit ve vyznamu s¢itdni na mnoziné realnych
¢isel, zatimco druhy symbol .+ je pouzit ve vyznamu sc¢itani na mnoziné L. Jako cviceni zkuste o kazdé
pouzité operaci ve vzorcich (1) az (7) rozhodnout, jakého je druhu.

1.9. Poznamka. Protoze linearni prostor obsahuje vektory, v literatuie se ¢asto setkdvame s pojmem
vektorovy prostor, ktery je pouzit v naprosto stejném smyslu, jako zde pouzivame pojem linedrni prostor.
Je treba si uvédomit, ze vektory v tomto pojeti nejsou jen ,Sipky“, ale jakékoli matematické objekty,
které umime mezi sebou séitat a ndsobit skaldrem tak, Ze tyto operace splituji aziomy linearity (1) az (7)
z definice 1.6. Nasledujici priklady ukazuji, ze lze v matematice najit skutecné rozlicné pripady linearnich
(vektorovych) prostort.

1.10. Piiklad. Ukézeme, Ze mnozina R? z pfikladu 1.3 se s¢itdnim a nasobenim skaldrem podle defi-
nic (1.1) a (1.2) tvofi linedrni prostor. Misto znakt ,®* a ,,©“ budeme naddle pouzivat znaky +“ a ,-“.
Nejprve je tfeba zjistit, zda operace ,+“ a ,-“ jsou skutecné definovany zptisobem, jak pozaduje
definice 1.6, tj. zda plati +: R? x R? - R? a -: R x R? — R?2. To jsme ale uz ovéiili difve, viz (1.3).
Déle zjistime platnost vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. Vlastnost (1) jsme podrobné ovéfovali
v piikladu 1.3. Pokrac¢ujeme tedy vlastnosti (2). Pro kazdé a,b,c,d, e, f € R plati:

((a.b) + (c,;d)) + (e, /) = (a+ e;b+d) + (e f) = ((a+ ) +e (b+d) + f) =
=(a+(cte)b+(d+f)) =(ab)+(c+ed+[f)=(ab)+ ((c;d) + (e f))-
Pfi Gpravach jsme nejprve dvakrat pouzili definici (1.1), pak jsme v jednotlivych slozkdch vyuzili toho,

Ze pro s¢itani redlnych ¢isel plati asociativni zédkon a konecéné jsme zase dvakrat pouzili definici (1.1).
Nyni dokazeme dalsi vlastnosti. Pro kazdé a, b, ¢, d, a, 5 € R plati:

(3) - (/8 ' (aab)) = a- (ﬂa7ﬂb) = (Oé (ﬂa),a (ﬂb)) = ((O‘ﬂ) a, (Oéﬂ) b) = (OZ/B) (avb)v
(4) a-((a,b)+ (c,d)) =a-(a+c,b+d) = (a(a+c),ab+d) =(aa+ac,ab+ad) =
= (aa,ab)+ (ac,ad) = a(a,b) + a(cd),
(5) (a+p)-(a,b) = ((a+ﬁ)a,(a+ﬁ)b) =(axa+pfa,ab+ pb) = (axa,ab)+ (fa,0b) =
= a(a,b) + G (a,b),
(6) 1-(a,b)=(1a,1d)= (a,b),
(7) dvojice (0,0) spliiuje: (0,0) =0 (a,b), protoze 0 (a,b) = (0a,0b) = (0,0).
Pouzili jsme nejprve definice (1.1) a (1.2), pak jsme vyuzili vlastnosti realngch ¢isel v jednotlivych slozkach
dvojice. Nakonec jsme znovu pouzili definice (1.1) a (1.2).
Vidime, Ze nulovym vektorem linearniho prostoru R? je dvojice (0,0). Podle konvence ze zavéru
definice 1.6 jsme opravnéni usporddanym dvojicim se s¢itdnim a ndsobenim podle definic (1.1) a (1.2)
fikat vektory.
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1.11. Pi¥iklad. Mnozina R? se s¢itanim @ podle definice (1.4) a ndsobenim ® podle (1.2) netvori linearni
prostor. Neni totiz splnéna napiiklad vlastnost (1) z definice 1.6.

1.12. Priklad* Znakem R™ ozna¢ime mnozinu vSech uspofddanych n-tic redlnych éisel, (n je néjaké
prirozené ¢islo, n > 1). Jinymi slovy:

R" ={(a1,a2,...,a,); a1 ER, a2 € R, ..., a, € R}.

Definujme +: R" x R* — R", -: R x R"” — R" takto: pro kazdé (ai,...,a,) € R", (b1,...,b,) € R",
ae€Rje
(@1, y0n) + (Bt ) & (@14 b1, -+ b),
a-(ay,...,an) d:f(ozal,...,ozan).

Mnozina R"™ s takto definovanymi operacemi tvori linearni prostor.

Dukaz bychom provedli analogicky jako v piikladu 1.10, ale pro tisporu mista to jiz nebudeme
opakovat. Vidime tedy, ze usporadané n-tice s takto definovanym s¢itanim a ndsobenim skalarem muzeme
nazyvat vektory. Specialné v ptipadé usporadanych n-tic mluvime o aritmetickijch vektorech. Cislo a;
nazyvame i-tou slozkou vektoru a = (a1, az,...,an,).

1.13. Priklad. Mnozina R s obvyklym séitanim realnych ¢isel a ndsobenim realného ¢isla redlnym ¢islem
tvori linedrni prostor. To je zfejmé. S¢itani a ndsobeni redlnych éisel totiz spliiuje vlastnosti (1) az (7)
z definice 1.6. Tento poznatek si jisté pfinasite ze stiedni skoly. V tomto textu jsme jej uz pouzili, kdyz
jsme ovéfovali, ze R? nebo R” je linedrni prostor.

Nulovym prvkem linearniho prostoru R je ¢islo 0. V kontextu séitani a ndsobeni muzeme tedy fikat
realnym cislum vektory, ale obvykle to nedélame.

1.14. Priklad. Zvolme jeden bod v prostoru, ktery nas obklopuje, a ozna¢me jej pismenem O. Udélame to
tfeba tak, ze nakreslime na papir kfizek a prohlasime jej za bod O. Uvazujme vSechny orientované tsecky,
které zacinaji v bodé O a konéi v néjakém jiném bodé v prostoru. Pfidejme k tomu ,degenerovanou*
usecku, ktera zac¢ind i konéi v bodé O a ozna¢me mnozinu vSech téchto tisecek znakem Up.

Definujme nyni s¢itani +: Up x Up — Up ryze konstruktivné takto: Usecky u € Up, v € Up
doplnime na rovnobéznik. Uhlopiicku, kterd zac¢ind v bodé O a konéi v protéjsim bodé rovnobéznika,
prohlasime za soucet tsecek u a v, tedy u + v. Dale definujme néasobeni skalarem -: R x Up — Up
takto: Useckou w prolozime piimku, na kterou nekreslime &selnou osu s nulou v bodé O a jednickou
v koncovém bodé tise¢ky u. Na ose najdeme bod (&islo) a. Usecka, ktera konéi v tomto bodé je vektor
a - w. Je-li u degenerovana usecka koncici v bodé O, pak « - u definujeme jako stejnou degenerovanou
usecku koncici v bodé O.

Mnozina Ugp s takto konstruktivné definovanym séitanim a nasobenim realnym ¢islem tvori linedrni
prostor. Je ziejmé, Ze soucet orientovanych tisecek je orientovana tisecka a o ndsobek orientované tisecky
je orientovana tusecka. Jesté ovéfime vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. (1) w + v = v + u, protoze
v obou piipadech dopliiujeme na stejny rovnobéznik. (2) (v +v) + w = u + (v + w), protoze postupné
doplnéni thlopricky rovnobézniku w, v a tiseCky w na rovnobéznik vede ke stejnému vysledku, jako kdyz
nejprve sestavime thlopficku rovnobézniku v, w a tu doplnime na rovnobéznik s tseckou w (udélejte si
nactrek). Vysledny soucet je télesova tthlopricka rovnobéznosténu, ktery je vymezen tsekami u, v a w.
(3) a- (fu) = (ap) - u, protoze na levé strané rovnosti se pracuje s méritkem, které je Skrat vétsi nez
puvodni méfitko. Na ptivodnim méritku se hleda bod af a na Fkrat vétsim méritku se hleda bod a.
(4) a- (u+v) = a-u+ «- v, protoze prislusné rovnobézniky pro séitani jsou podobné a druhy je a krat
v&tsi nez prvni. Proto téZ jeho thlopticka bude « krat vétsi. (5) (a+ ) -u = a-u+ (- u, protoze secteni
vektort « - u + [ - u probihd v ,degenerovaném® rovnobézniku, ktery se cely vejde do pfimky. Na ni se
s¢itaji usecky o velikostech « a 3, takze dostavame na méfitku bod a+ (. (6) 1-u = u, protoze jednicka
na méfitku lezi v koncovém bodé vektoru u. (7) 0-u je vzdy usecka kocici v bodé O, protoze tam je nula
pomyslného méfitka. Degenerovana tsecka zacinajici i konéici v bodé O je tedy nulovym prvkem naseho
linearniho prostoru.

Vidime, Ze orientované usecky s vyse definovanym geometrickym sc¢itanim a nasobenim skalarem
muzeme v souladu s definici 1.6 nazyvat vektory. Zatimco v pfikladu 1.12 jsme definovali s¢itani vektora
a nasobeni konstantou numericky (v jednotlivych slozkach s¢itdme redlnd ¢isla), v piipadé linedrniho
prostoru Up jsou tyto operace definovany zcela jinak: geometricky.
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1.15. Piiklad. Uvazujme mnozinu Fp vSech redlnych funkci redlné proménné definovanych na néjaké
mnoziné D C R, tj. Fp = {f; f: D — R}. Pro libovolné funkce f € Fp, g € Fp a pro libovolné reilné
¢islo a definujme soucet f + g a nasobek skalarem « - f takto:

113

(f +9)(=)
(a- f)(z)

f(x)+ g(z) Vo €D (1.6)
a f(x) Ve € D (1.7)

113

(srovnejte s definici @ a ® v prikladu 1.4). Ukdzeme, Ze mnozina Fp s takto definovanym séitdanim a
nasobenim skalarem tvori linearni prostor.

Potiebujeme ovérit, zda soucet funkci z mnoziny F'p je opét funkce z mnoziny Fp a skalarni nasobek
je také funkce z Fp. To ale plati, protoze s¢itanim funkci ani nasobenim funkce konstantou podle nasi
definice se neméni defini¢ni obor a vysledkem operaci je znovu redlnéd funkce redlné proménné.

Déle potiebujeme ovéfit vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. Pro libovolné f € Fp,g € Fp,h € Fp,
a € R, € R apro vSechna x € D plati:

(1) (f+9)(93):f(x) g(x) = (I) f(l’):(9+f)()
(

(z) T) = f+

() =a((B-f)x) =«

4) (o (f+9)(x)=a((f+9)(@) =a(fx)+g(z) =af(z)+ag(z) =
: )

5) ((@+8) f)(@)=(a+p)f(z)=af(@)+Bf(x)=(a f)z)+ B flle)=(a f+5f))
6) (1-f)x)=1-f(z) = f(),
(7) (0-f)(x)=0-f(z) = o(x), kde funkce 0 ma pro vSechna x € D hodnotu 0

Ackoli tyto vzorce vypadaji na prvni pohled jen jako ,hrani se zdvorkami“, musime si uvédomit, Ze
rovnost funkci zde dokazujeme na zakladé rovnosti jejich hodnot v kazdém bodé = € D a ze pri dikazu
pouzivame nejprve rozepsani operaci podle vzorcti (1.6) a (1.7). Tim problém pfevadime na séitani a
nasobeni redlnych ¢isel, kde jsou vlastnosti (1) az (7) zaruéeny. Jako cviceni si zkuste pfepsat tyto vzorce
tak, ze odlisite operace s¢itani funkci a ndsobeni funkce skalarem od béznych operaci ,,+“ a ,,- pro realna
¢isla. Pouzijte napiiklad symbolt ¢ a ©, jako v prikladu 1.4.

Vidime, Ze mnozina Fp s definici s¢itani a ndsobeni skaldrem podle vzorct (1.6) a (1.7) je linedrnim
prostorem. Funkce z Fp jsme tedy podle definice 1.6 opravnéni nazyvat vektory. Nulovym vektorem je
v tomto pripadé funkce, kterd ma pro vsechna x € D nulovou hodnotu.

1.16. Priklad. Ukazeme, ze mnozina P vSech polynomu s definicemi séitéani a ndsobeni skalarem podle
prikladu 1.4 tvori linearni prostor.

Predevsim soucet dvou polynomt je polynom a skalarni nasobek polynomu je polynom, takze plati,
7 +: PxP— Pa-:RxP— P.To je ale vSe, co potiebujeme dokéazat. Ovéfovanim vlastnosti (1) az
(7) se nemusime zdrzovat, protoze jsme definice séitdni a ndsobeni polynomii prevzali z prostoru funkci
Fp, o némz jsme dokazali v piikladu 1.15, Ze se jednd o linedrni prostor (volime D = R). Pfi ovéfovani
vlastnosti (1) az (7) bychom délali vlastné to samé jako v ptikladu 1.15, jen na podmnoziné P C Fp.

1.17. P¥iklad. Necht n € N, n > 0 (symbolem N zna¢ime mnozinu pfirozenych ¢éisel). Mnozina P,

vsech polynomt pravé n-tého stupneé s definicemi sc¢itani a nasobeni skalarem podle ptikladu 1.4 netvori

linearni prostor. Pfipomeneme, ze stupen polynomu se definuje jako nejvétsi k € N takové, ze ay je ve
vzorci (1.5) nenulové. Jsou-li vSechna ay nulovd, definujeme stuperi takového polynomu jako —1.

Pro¢ neni mnozina P, linedrnim prostorem? Secteme-li totiz dva polynomy n-tého stupné, napiiklad
" + 2 a —x™ — 2, dostdvame nulovy polynom, coz je polynom stupné —1. Tento protipriklad ukazuje,
Ze neplati vlastnost +: P, x P, — P,. Dokonce neplati ani -: R x P, — P, (zkuste nasobit polynom
n-tého stupné nulou).

1.18. Poznamka. Piiklady 1.16 a 1.17 ukazuji, Ze mizeme vymezit podmnozinu M C L linedrniho
prostoru L a prevzit pro ni operace s¢itani a nasobeni konstantou z L. Za jistych okolnosti mnozina

M s prevzatymi operacemi muze byt linedrnim prostorem, ale nemusi byt vzdy. Z prikladu 1.16 navic
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vidime, ze stac¢i ovérit vlastnosti +: M x M — M a -: R x M — M, abychom mohli prohlasit, ze M je
linedrni prostor. Vlastnosti (1) az (7) neni t¥eba znovu ovéfovat, protoZe operace neménime. Podmozinu
linearniho prostoru, ktera je sama linearnim prostorem pfi pouziti stejnych operaci, nazyvame linedrnim
podprostorem. Presnéji viz nasledujici definici.

1.19. Definice. Necht L je linearni prostor s operacemi ,+“ a ,-“. Neprazdnou mnozinu M C L
nazyvame linearnim podprostorem prostoru L, pokud pro vSechna @ € M,y € M a o € R plati:

1) z+yeM,
(2) a-x e M.

1.20. Piiklad. Mnozina v8ech polynomii P z piikladu 1.16 je linedrnim podprostorem mnoziny vSech
funkci Fp z prikladu 1.15, kde volime D = R. Mnozina P,, vSech polynomii pravé n-tého stupné z pri-
kladu 1.17 neni linedrnim podprostorem linearniho prostoru Fp ani linearniho prostoru P.

1.21. Priklad. Mnozina P<, vSech polynomi nejvySe n-tého stupné je linedrnim podprostorem line-
arniho prostoru vSech polynomt P i linedrniho prostoru vsech realnych funkci Fp. Je to dano tim, ze
(1) souétem polynomi nejvyse n-tého stupné dostavdme polynom nejvyse n-tého stupné a (2) vynéso-
benim polynomu nejvyse n-tého stupné redlnym ¢islem dostaneme zase polynom nejvyse n-tého stupné.

1.22. Priklad. Uvazujme M C R", M = {(a,aq,...,a); a € R}. Pfedpokladame tedy, ze mnoZina
M obsahuje takové n-tice, ve kterych se vsechny slozky vzadjemné rovnaji. Ukazeme, ze M je linearni
podprostor linearniho prostoru R™.

Stac¢i pro mnozinu M dokézat vlastnosti (1) a (2) z definice 1.19. Plati (1) soucet dvou uspotradanych
n-tic, ve kterych se slozky rovnaji, je usporadana n-tice, ve kterych se slozky rovnaji. (2) vynasobenim
usporadané n-tice, ve které se slozky rovnaji, redlnym cislem, dostavame zase uspofadanou n-tici, ve
které se slozky rovnaji.

1.23. Pi#iklad. Uvazujme mnoziny M C R?, N C R? a S C R3, které jsou definovany takto:

M =A{(z,y,2); x + 2y = 0, z libovolné },
N = {(x,y,z), 21‘+y—2 = O}a
S = {(‘raywz); 2.’E+y—Z = 3}

Ukazeme, ze M a N jsou linedrnimi podprostory linearniho prostoru R3, zatimco S neni linedrnim
podprostorem linearniho prostoru R3.

Ovéfime vlastnost (1) z definice 1.19: Necht (21,y1,21) € M a (22,y2, 22) € M. Pak plati 1+2y; =0
a xg + 2ys = 0. Pro soucet (x1 + wa2,y1 + y2,21 + 22) plati 21 + 2y1 + 22 + 2y2 = 0 (sedetli jsme
predchozi rovnice), tj. (x1 + x2) + 2(y1 + y2) = 0, takze i soucet lezi v mnoziné M. Nyni vlastnost (2):
Jestlize (z,y,2) € M, a € R, pak plati 4+ 2y = 0. Vynésobenim rovnice ¢islem « dostavame, ze téz
az + 2ay = 0, coz ale znamend, Ze i trojice a - (z,y, z) lezi v mnoziné M. Ovéfeni, Zze mnozina N je
linedrnim podprostorem, lze provést podobné.

Mnozina S neni linedrnim podprostorem, protoze napiiklad 0 - (z,y, z) = (0,0,0), coz je ale prvek,
ktery nelezi v S. Neplati totiz 2-0+0 — 0 = 3.

1.24. VétaX* Necht M C L a N C L jsou linedrni podprostory linedrniho prostoru L. Pak plati:

(1) M NN je linedrni podprostor linearniho prostoru L.

(2) M U N nemusi byt linedrni podprostor linearniho prostoru L.

Dukaz. (1) Z pfedpokladii véty a definice 1.19 vime, ze prox € M,y € M,a € Rjex+y € M a
a-x € M. Totéz plati pro mnozinu N. Pokud nyni ® € M NN,y € M NN, pak x i y lezi soucasné
v M i N, takze plati, ze x +y € M, a-x € M asouCasné x +y € N, a-x € N.Prvkyx+yaa-x
lezi v obou mnozinach M a N soucasné a to neni jinak mozné, nez ze lezi v pruniku téchto mnozin.

(2) Abychom ukézali, ze sjednoceni M U N nemusi byt linedrnim podprostorem, sta¢i najit vhodny
piiklad. Necht M = {(a,0); a € R}, N = {(0,b); b € R}. Je zfejmé, ze M a N jsou linedrnimi
podprostory linearniho prostoru R2. Sjednocenim téchto mnozin je mnoZina uspotfadanych dvojic, pro
které je prvni nebo druhd slozka nulova. Vezmeme nyni (1,0) € M U N a (0,1) € M U N. Soucet
(1,0) 4+ (0,1) = (1,1) je uspofadand dvojice, kterd nelezi ve sjednoceni M U N.
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1.25. P¥iklad. Uvazujme podprostory M a N z prikladu 1.23. Podle véty 1.24 je také M N N linearnim
podprostorem linedrnfho prostoru R3.

1.26. Priklad. Necht Uy je linearni prostor orientovanych tseéek zavedeny v piikladu 1.14 a déle
necht M C Up jsou jen takové usecky, které lezi ve stejné roving, jako lezi nas papir, na ktery jsme
v pfikladu 1.14 nakreslili k¥izek. Vidime, ze M # Up, protoZe napiiklad tisecka nenulové velikosti kolma
na nas papir nelezi v M. Ukazeme, ze mnozina M je linearni podprostor linedrniho prostoru Up. Skutecné,
soucet libovolnych dvou tsecek lezi ve stejné roviné (protoZe tam lezi cely rovnobéznik) a nasobek tsecky
lezi dokonce na stejné pfimce, jako ptivodni tisecka, takze nutné zlistava ve stejné roviné.

Kazda rovina, kterd prochazi bodem O, obsahuje podmnozinu tsecek z Ugp, které tvori linearni
podprostor linearniho prostoru Up.

Uvazujme nyni dvé roviny, které maji spolecny bod O, ale nejsou totozné. Jejich prunik je néjaka
pfimka, prochéazejici bodem O. VSechny orientované usecky z Ugp, které lezi v této pfimce, tvori podle
véty 1.24 rovnéz linedrni podprostor linedrniho prostoru Up.

1.27. Priklad. Nekonec¢né posloupnosti redlnych cisel lze scitat tak, ze s¢itdme odpovidajici prvky
jednotlivych posloupnosti. A muzeme je nasobit konstantou tak, Ze vSechny prvky posloupnosti jsou
vynasobeny touto konstantou. Tedy:

(al,ag,ag,a4, .. ) + (bl,bg,b3,b4, .. ) = (CL1 + bl,az + b27a3 + bg,a4 + b47 . .)7
a- (a1, az2,as,aq,...) = (aay, cas, aas, aay, . . .).

Mnozina nekone¢nych posloupnosti S s takto zavedenymi operacemi s¢itani a nasobeni konstantou tvori
linearni prostor. Argumentuje se stejné, jako v prikladu 1.12.

Podmnozina C' C S nekoneénych posloupnosti, které jsou konvergentni, tvoii linedrni podprostor
linearniho prostoru S, nebot soucet konvergentnich posloupnosti je konvergentni posloupnost a nasobek
konvergentni posloupnosti je konvergentni posloupnost.

Podmnozina N C S nekonec¢nych posloupnosti, které maji limitu nula, tvori linearni podprostor
lienérniho prostoru S, nebot soucet posloupnosti majicich limitu nula je posloupnost majici limitu nula a
nasobek posloupnosti s limitou nula je posloupnost s limitou nula. Dokonce N je linedrnim podprostorem
linearniho prostoru C.

Nekonecné posloupnosti, které maji jen kone¢né mnoho nenulovych prvki, se nazyvaji posloupnosti
s konecnym nosicem. Podmnozina K C S posloupnosti s koneénym nosi¢em tvori linearni podprostor,
nebot soucdet posloupnosti s koneénym nosi¢em je posloupnost s koneénym nosi¢em a nasobek posloup-
nosti s koneé¢nym nosicem je posloupnost s konec¢nym nosicem. Dokonce K je linedrnim podprostorem
linearniho prostoru V.

Strucné: K je podprostorem NN je podprostorem C je podprostorem S.

1.28. Poznamka. Zamysleme se, jak muze vypadat linedrni prostor s nejmensim poc¢tem prvki. Podle
definice 1.6 je linearni prostor vzdy neprazdna mnozina, takze musi obsahovat aspon jeden prvek. Ukazuje
se, ze jednobodova mnozina L = {0} je skuteéné nejmensi mozny linedrni prostor. Pfitom o je nulovy
prvek z vlastnosti (7). Séitani je definovédno pfedpisem o + o = o a nésobeni skaldrem « predpisem
« - 0 = o. Takovy linearni prostor nazyvame trivialni.

1.29. Poznamka. UkaZeme, Ze koneénd mnozina obsahujici asponi dva prvky nemuze byt linedrnim
prostorem. Znamena to, Ze se nam pro takovou mnozinu L nepovede najit operace +: L x L — L a
-: R x L — L takové, aby soucasné spliiovaly vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6.

Jeden z prvk mnoziny L musi byt nulovy prvek (ozna¢me jej o) a jiny prvek ozna¢me tieba x. Dalsi
prvky oznacovat nemusime. Uvazujme mnozinu K = {a - x; « € R}. Protoze K C L, je i K konecnd
mnozina. Protoze realnych ¢isel je nekoneéné mnoho, a pritom K je kone¢né, museji existovat dvé rizna
realna ¢isla 3 # v takova, ze 3 - @ = 7 - @. Z definice linedrniho prostoru 1.6 dostavame:

0=0z=(1-0) w=fa+(-0) =y z+(-f)z=(-0) =

Nyni méme splnény predpoklady vlastnosti (3) véty 1.7 (volime o = v — (3). Dostavame tedy x = o. To
je ale spor s predpokladem, ze jsme vybrali prvek « jiny nez nulovy. Koneéna mnozina obsahujici aspon
dva prvky tedy nemuze byt linedrnim prostorem.

Existuje tedy jednobodovy linearni prostor a pak dlouho nic ... a vSechny ostatni linearni prostory
museji mit nekone¢né mnozstvi prvka.
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1.30. Priklad. Ukdzeme si jeden piiklad ponékud exotického linedrniho prostoru. Jednd se o mnozinu
kladnych redlnych éisel RT, na které je definovano ,s¢itani® @: RT x Rt — RT a ,nasobeni® redlnym
gislem ®: R x Rt — RT takto: prox € RT, yc RT, a € R je

df df
rPy=x-y, adOr=z",

kde znakem ,,-“ je minéno bézné nasobeni redlnych C¢isel a * je redlnd mocnina o kladném zakladu.

V tomto ptikladé jsme se pokorné vratili ke krouzkovani novych operaci s¢itani a nasobeni skalarem,
protoze bychom je velmi tézko odliSovali od bézného s¢itani a nasobeni realnych ¢isel. Nové s¢itani vliastné
definujeme jako bézné nasobeni a nové nasobeni jako béznou mocninu.

Aby R s operacemi @ a @ byl linedrnim protorem, musi spliiovat vlastnosti (1) aZ (7) z definice 1.6.
ProzeRT,yeR",2€eRT,aceR, 3R je

(1) zoy=z-y=y r=ydu,

(2) @ey)dz=(zy) 2=z (y-2)=28([y®2),

(3) ao(fox) = (Box)* = (") =27 = (af)ou,

(4) a0y =(rdy)* = (v -y)* =2% y* = (ad2) - (a®y) = (aOT) & (a®y),
(5)

(6)

(

w

5) (a+p)oz =zt =2%.2F = (a0x) - (Bor) = (a0z) & (Bow),

10z =zt ==z,

(=2}

7) 0oz =1"=1€cR".

7 posledni vlastnosti vyplyva, ze nulovy prvek tohoto linearniho prostoru je ¢islo 1. To je prekvapeni.

1.31. Poznamka. V definici 1.6 jsme za skalary povazovali redlnd ¢isla. Nyni zkusime nahradit v této
definici vSechny vyskyty mnoziny R mnozinou komplexnich ¢isel C. Dostavame pozménénou definici:

Linedrnim prostorem nazyvame kazdou neprazdnou mnozinu L, na které je definovano scitani
+: L x L — L a nasobeni komplexnim ¢islem -: C x L. — L a tyto operace splnuji pro kazdé x € L,
yeL zeL aeC, e C axiomy linearity (1) az (7) (viz definici 1.6). Prvky linearniho prostoru
nazyvame vektory. Komplexnimu ¢islu v kontextu nésobeni -: C x L — L fikdme skaldar. Prvku o € L
z vlastnosti (7) fikdme nulovy prvek nebo nulovy vektor.

Takto definovanému linearnimu prostoru fikdme linedrni prostor nad komplexnimi cisly. Na druhé

strané ptvodni definice 1.6 vymezila linedrni prostor nad redlngmsi cisly.

1.32. Poznamka. Kdyz si peclivy ¢tenaf projde cely text této kapitoly znovu a nahradi vSechny zminky
o redlnych ¢islech zminkami o komplexnich ¢islech (s vyjimkou piikladu 1.14), v8echna tvrzeni budou
platit i v takovém prfipadé. V nasem textu si ale vétsinou vystacime s linearnimi prostory nad realnymi
¢isly. Nebude-li zde vyslové feceno, o jaky linearni prostor se jednd, mame na mysli linedrni prostor nad
realnymi ¢isly. Pfitom vesmés vSechny tivahy plati i pro linearni prostory nad komplexnimi ¢isly, pokud
veskeré zminky o redlnych ¢islech nahradime v textu zminkami o ¢islech komplexnich.

1.33. Poznamka. V kapitole patnacté se setkdme s dalsim zobecnénim linedrniho prostoru. Linearni
prostor nad redlnymi nebo nad komplexnimi ¢isly nahradime linearnim prostorem nad obecnym télesem.
Vesmés vSechny vlastnosti, které dokdzeme pro linedrni prostory nad R, zlstanou v platnosti i pro
linearni prostory nad obecnym télesem.

1.34. Shrnuti. V linearni algebfe se pracuje s linedrnimi prostory /1.6/, coz jsou mnoziny abstraktnich
wvektorti, o nichz pouze vime, Ze je lze s¢itat a nasobit konstantou, pficemz tyto operace spliuji axiomy
linearity vyjmenované v definici 1.6 pod ¢isly (1) az (7).

V prikladech jsme si ukazali, ze existuji ruzné linearni prostory: prostor usporadanych n-tic realnych
¢isel /1.12/, prostor funkei /1.15/, prostor polynomt /1.16/, prostor nekoneénych posloupnosti /1.27/,
prostor orientovanych tsecek /1.14/. Tento vycet zdaleka neni uplny. Daji se sestrojit i linedrni prostory
s neobvyklymi operacemi, které pfesto spliuji axiomy linearity /1.30/.
hoto linedrniho prostoru sc¢itdme po slozkdch a nasobime redlnym cislem tak, Ze ndsobime timto ¢islem
kazdou slozku. V nasledujich kapitolach se s timto linearnim prostorem jesté mnohokrat setkame.

Podmoziny linearnich prostori mohou se stejnymi operacemi byt samy linearnimi prostory. V tako-
vém pripadé jim fikdme podprostory /1.19/. Prinik podprostort je podprostor ale sjednoceni podpro-
stortt nemusi byt podprostor /1.24/.
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2. Linearni zavislost a nezavislost, linearni obal

2.1. Poznamka. Ackoli jsme v predchozi kapitole uvedli mnoho ptikladi, které mély ilustrovat definici
linearniho prostoru, je mozné, Ze smysl této definice se tim nepodarilo objasnit. Muzete se ptat, pro¢ jsme
nuceni ovéfovat u ruznych mnozin, zda jsou ¢i nejsou pri definovani urcitych operaci séitani a nasobeni
realnym c¢islem linedrnimi prostory. Neuvedli jsme totiz, Ze pokud néjaka mnozina je linedrnim prostorem,
lze na ni zkoumat mnoho dalSich vlastnosti a zavést plno uziteénych pojmi, které jsou spole¢né vsem
linedrnim prostordm.

Tyto vlastnosti a pojmy pfedpokladaji pouze to, ze vektory (tj. prvky néjaké blize neuréené mnoziny)
umime séitat a nasobit realnym ¢islem, a pfitom tyto operace spliuji axiomy (1) az (7) z definice 1.6.
Kdybychom tuto jednotici definici neméli, museli bychom napiiklad zv1ast zavadét pojmy linedrni zavis-
lost, baze a dimenze pro mnozinu orientovanych tsecek, zvlast pro mnozinu uspotrddanych n-tic a zvlast
pro mnozinu realnych funkci. Az bychom tieba pozdéji zjistili, Ze mtuzeme kuptikladu matice stejné ve-
likosti scitat a nasobit skaldrem, znovu bychom pro tuto mnozinu byli nuceni definovat pojmy linearni
zéavislost, baze a dimenze. Pritom k zavedeni téchto pojmu je zapotiebi dokazat nékolik tvrzeni, ktera
bychom tak museli dokazovat pro kazdou konkrétni mnozinu zvl4st a znova. Snad kazdy uzna, ze to je
docela zbytecna prace. Je preci jen jednodussi ovérit, ze néjakd mnozina tvofi linearni prostor a okamzité
pro ni pouzivat vSechny dalsi vlastnosti a pojmy, které se dozvime v této kapitole.

2.2. Poznamka. S¢itdni ma podle definice 1.6 dva operandy. Kdyz bychom chtéli secist tfeba tii vektory
x + Yy + z, méli bychom uvést, v jakém pofadi budeme operace provadét, tj. zda provedeme (x + y) + 2z
nebo x + (y + z). Vlastnost (2) definice 1.6 nas ale od této povinnosti osvobozuje, protoze zarucuje, ze
oba pripady povedou ke stejnému vysledku. Proto nebudeme v takovém pripadé nadale zavorky uvadét
a naptiklad pro vektory @y, xs, ..., x, budeme jejich soucet zapisovat jednoduse: 1 + x3 + - - - + x,.

Daéle budeme misto @+ (—1)-y zapisovat struéné x —y. Tim vlastné mame zavedenu operaci od¢itani
vektort, ackoli tato operace neni v definici 1.6 viibec zminéna.

Abychom v textu odlisili vektory (tj. prvky néjakého linearniho prostoru) od realnych ¢isel, budeme
vektory oznacovat malymi pismeny anglické abecedy a vzdy je zvyraznime tuéné, tedy takto: x,y, a, x;
atd. V ru¢né psaném textu se casto vektory zvyraznuji zapisem Sipky nad pismeno, podtrzenim pismene
nebo i jinak.

2.3. Definice. Necht x1,@o,...,x, jsou vektory (tj. prvky néjakého linedrniho prostoru). Linedrni

kombinaci vektora xy, s, ..., T, rozumime vektor
a1 X1+ a2 T+ -+ Q- Ty,
kde aq, s, ..., a, jsou néjakd redlnd cisla. Témto ¢islum fikame koeficienty linedrni kombinace.

2.4. Priklad. Linearni kombinaci vektort x, y, z miize byt tfeba vektor x+y+ 2z (vSechny tfi koeficienty
jsou rovny jedné), nebo vektor 2x — y + 3,18z (koeficienty jsou ¢isla 2; —1; 3,18), nebo také vektor
ax+ fy+ vz (koeficienty a, 8,7 € R jsme bliZe neur¢ili).

2.5. Definice. Trivialni linedrni kombinace vektortt @1, xo, ..., x, je takova linearni kombinace, ktera
ma vSechny koeficienty nulové, tj. 01 +0xs +- - -+ 0x,,. Netrivialni linedrni kombinace je takova linearni
kombinace, ktera neni trivialni, tj. aspon jeden jeji koeficient je nenulovy.

2.6. Veéta. Trividlni linearni kombinace je vzdy rovna nulovému vektoru.

Dukaz. Podle vlastnosti (7) v definici 1.6 je kazdy s¢itanec v trivialni linedrni kombinaci roven nulovému
vektoru a podle vlastnosti (1) véty 1.7 je i sou¢et nulovych vektori roven nulovému vektoru.

2.7. Definice* Skupinu vektord @1, xs,...,x, nazyvame linedrné zdvislou, pokud existuje netrivialni
linearni kombinace vektori @y, xo, ..., x,, kterd je rovna nulovému vektoru. Stru¢né fikdme, ze vektory
T1, L3, ..., Ly, jSOU linearneé zavisle.

2.8. Poznamka. Pokud bychom rozvedli pojem netrividlni linedrni kombinace podle definic 2.5 a 2.3,
muzeme Tici, ze vektory @i, o, ..., x, jsou linearnée zavisle, pokud existuji redlnd Cisla aq, s, ..., a,
tak, Ze aspon jedno z nich je nenulové, a pritom plati

a1 X1+ Qg -T2+ F+ Ty = 0.
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Linedrni algebra 2. Linedrni zdvislost a nezdavislost, linedrni obal

2.9. Definice. Skupinu vektort @1, s, . . . , €, nazyvame linedrné nezavislou, pokud neni linedrné zavisla.
Strucné fikame, ze vektory a1, xo, ..., x, jsou linedrné nezdvisle.

2.10. Poznamka* Vektory jsou linedrné nezavislé, pokud (podle definic 2.7 a 2.9) neexistuje netrivialni
linearni kombinace téchto vektori, ktera je rovna nulovému vektoru. Jinak feceno, jediné trivialni linedrni
kombinace je rovna nulovému vektoru. Pfi pouziti definice 2.5 muZeme Fici, Ze vektory a1, ®s,..., T,
jsou linedrné nezavislé, pokud z predpokladu oy - 1 + a2 - €2 + --- + @, - ©, = o nutné plyne, Ze
ap =g =---=aqay =0.

2.11. Poznamka. Ackoli se vesmés pouziva strucénéd formulace: ,vektory xi,s,...,x, jsou linearné
zavislé/nezavislé* misto presnéjsiho: ,skupina vektori @i, o, ..., x, je linedrné zavisld/nezavisla“, je
potieba si uvédomit, ze strucna formulace mize vést k nepochopeni. Rozhodné se tim nechce fici, Ze
jednotlivé vektory jsou linedrné zavislé/nezavislé (tj. @i je linedrné zavisly/nezavisly, xo je linedrné
zavisly /nezavisly atd.), ale jednda se vzdy o vlastnost celé skupiny vektort jako celku.

Pojem linearni zavislosti a nezavislosti vektortt ma v linearni algebfe zasadni dilezitost. Zavislost
vektorii je moznd nazornéjsi z pohledu nasledujici véty 2.18, ovSem pfi ovéfovani linearni zavislosti
abstraktnich vektoru je casto definice 2.7 pouzitelnéjsi. Ma proto smysl definicim 2.7 a 2.9 vénovat
nalezitou pozornost.

2.12. P¥iklad. Uvazujme linearni prostor R? (viz pitklad 1.12, n = 3). Jsou dany t¥i vektory z R?:
=(1,2,3), y=(1,0,2), =z=(-14,0).

Zjistime z definice, zda jsou vektory x,y, z linedrné zavislé ¢i nezavislé. Podle poznamek 2.8 a 2.10 staci
zjistit, jaké mohou byt koeficienty «, 3, v, pokud polozime

axr+fy+vz=o.
Dosazenim do této rovnice dostavame
« (132a3) + ﬂ(lvoaz) + (_174a 0) = (07070)
Zde jsme vyuzili toho, ze nulovy vektor v R? je roven trojici (0,0,0). Déle podle definice s¢itani a
nasobeni skaldrem na R? dostavame
(a+67772a+4773a+2ﬂ) = (03070)
Dvé uspotddané trojice se rovnaji, pokud se rovnaji jejich odpovidajici slozky. Musi tedy platit tyto
rovnice:
2« + 4~y = 0,
3a+ 20 = 0.
Tato soustava mé nekoneéné mnoho Feseni (zkuste si to ovéfit tfeba Gaussovou elimina¢ni metodou).
Mezi témito fesenimi je jediné trivialni, vSechna ostatni jsou netrivialni. Pfikladem takového netrivialniho
feseni muze byt tfeba a = 2, § = —3, 7 = —1, takze
2(1,2,3) - 3(1,0,2) —1(—1,4,0) = (0,0,0).
Existuje tedy netrivialni linearni kombinace vektora «, y, z, ktera je rovna nulovému vektoru, coz podle
definice 2.7 znamena, ze vektory x,y, z jsou linedrné zavislé.

2.13. Priklad. V linedrnim prostoru R? jsou dany t¥i vektory z R3:
r=(1,2,3), y=(1,0,2), z=(-2,1,0).
Zjistime z definice, zda jsou vektory x,y, z linedrné zavislé ¢i nezavislé. Podle poznamek 2.8 a 2.10 staci
zjistit, jaké mohou byt koeficienty «, 3, v, pokud polozime a &+ 3y —+ z = 0. Dosazenim do této rovnice
dostavame
« (132a3) + ﬂ(lvoaz) +7 (_27 1,0) = (07070)7
(a+08—-27v,2a+7,3a+28) =(0,0,0).
Dvé uspotddané trojice se rovnaji, pokud se rovnaji jejich odpovidajici slozky. Musi tedy platit tyto
rovnice:
a+ [ -2y =0,
2« + v =0,
3a + 203 = 0.
Tato soustava ma jediné feSeni o = 0, 8 = 0, v = 0 (zkuste si to ovéfit tfeba Gaussovou elimina¢ni
metodou). Vidime tedy, Ze jediné trividlni linedrni kombinace vektort ¢, y, z je rovna nulovému vektoru,
coz podle definice 2.9 znamena, ze vektory x,y, z jsou linearné nezavislé.
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Linedrni algebra 2. Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal

2.14. Piiklad. Uvazujme linedrni prostor vSech redlnych funkci definovanych na R a v ném t¥i funkce
f, g, h, které jsou zadané témito vzorci:

f(z) =sin(z), g(z) =cos(z), h(x)=4 VzreR.

Ovéfime, zda jsou tyto tii funkce linearné nezavislé ¢i zavislé. Polozime jejich linedrni kombinaci rovnu
nulové funkci:

a-sin(z)+ 0 -cos(z)+v-4=0 Ve eR (2.1)

a zjistime, jakych hodnot mohou nabyvat koeficienty «, 3,. Tato rovnost ma byt splnéna pro vsechna
z € R. Je moZné, Ze pfi volbé ti{ hodnot € R uz vynutime trivialitu linedrni kombinace v (2.1).
Zkusme Stésti napriklad pro x € {0, s 7r}. V rovnici (2.1) se tedy omezime na

a-sin(z)+ [ -cos(x) +v-4=0 proz € {O,g,ﬂ'}. (2.2)

Po dosazeni hodnot =z dostavame tfi rovnice:

O+ [+ 4y =0,
a+ 0064+ 4y =0,
Oa— B +4y = 0.
Tato soustava ma jediné feSeni a« = 0, = 0, v = 0 (zkuste si to ovéfit tfeba Gaussovou elimina¢ni

metodou). TakZe pokus se zdafil. Z rovnice (2.1) plyne (2.2) a z ni pak @ = 0, 5 = 0, v = 0. To podle
definice znamena, ze vektory f, g, h jsou linedrné nezavislé.

2.15. Piiklad. Uvazujme linedrni prostor vSech redlnych funkei definovanych na R a v ném t¥i funkce
f, g, h, které jsou zadané témito vzorci:

f(z) =sin®(z), g(z) =3 cos’(x), h(z)=4 VacR.

Ovéfime, zda jsou tyto tii funkce linearné nezavislé ¢i zavislé. Polozime jejich linedrni kombinaci rovnu
nulové funkei:
a-sin?(x) +3-3 cos’(z) +v-4=0 VzeR (2.3)

a zjistime, jakych hodnot mohou nabyvat koeficienty «, 3, v. Jako v prikladu 2.14 zkusime volit néjaké
tfi hodnoty x. Po dosazeni x = 0, z = 7/2 a = 7 dostavame soustavu

36+ 47 = 0,

o + 4y = 0,

30+ 4y = 0.
Vidime, zZe jedna rovnice je zde napsana dvakrat, takze zbyvaji dvé rovnice o tfech neznamych. Takova
soustava rovnic mé nekonec¢né mnoho feseni, jednim z nich je napfiklad o = 12, § =4, v = —3. To nam

ale k zavéru o linearni zavislosti funkci nestaci, protoZze my musime najit netriviadlni kombinaci rovnou
nule pro vSechna z € R, nikoli jen pro t¥i vyvolené hodnoty. Vysledek ale napovida, jaké by mohly byt
koeficienty hledané netrivialni linearni kombinace:

12 - sin®(z) + 4 - 3 cos?(z) — 3 -4 = 12 (sin(x) + cos?(z)) —12=0 Vz € R.

Zde jsme vyuzili vzorce sin?(z) 4 cos?(z) = 1 pro viecha z € R. Nasli jsme tedy netrividlni linearni
kombinaci, ktera je rovna nulové funkci na celém defini¢nim oboru, a proto jsou funkce f, g, h linedrné
zévislé.

2.16. Poznamka. Pii vySetfovani linearni nezavislosti funkci muzeme téz vyuzit derivaci. Tfeba rov-
nost (2.1) mé platit pro vSechna z € R a tim padem pro vSechny derivace v libovolném bodé. Treba
v nule. Pro z = 0 je § + 4y = 0, po zderivovani mame « cos(x) — fsin(z) = 0 a dosazenim = = 0 dosta-
neme druhou rovnost @ = 0. Jesté jednou zderivjeme a dosadime x = 0, mame § = 0. Z prvni rovnosti
plyne, ze tedy musi o« = 0. VSechny koeficienty museji byt nulové, takze vektory f, g, h z prikladu 2.14
jsou linearné nezavislé.

Na druhé strané postupnym derivovanim rovnosti (2.3) z pfikladu 2.15 a dosazenim x = 0 dostdvame
rovnice: 36 4+4y=0,0=0, «a =35 =0,0 =0, 0 = 0, atd. (zkuste si sami zderivovat). Takze mame
jen dvé nenulové rovnice o tfech neznamych, tedy «, (3, v mohou byt nenulové. Tento postup nam tedy
nedava zaruku nezavislosti funkci f, g, h z prikladu 2.15.

21



Linedrni algebra 2. Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal

2.17. Priklad. Necht u, v, w jsou prvky né&jakého (blize nespecifikovaného) linedrniho prostoru. Pfed-
pokladejme, Ze jsou linearné nezavislé. Ukolem je zjistit, pro které a € R jsou vektory

r=2u—v, y=u+3v—-2w, z=v+aw
linearné zavislé.

Polozime tedy linearni kombinaci vektort x,y, z rovnu nulovému vektoru a budeme zjistovat, jaké
musi byt koeficienty «, 3, :
ar+fy+vz=o.

Dosadime:

aRu—-v)+p(u+3v—-2w)+v(v+aw)=o0
a po upravach dostavame

Ca+pBu+(—a+38+v)v+(-20+avy)w=o.

Protoze podle predpokladi jsou vektory u,v,w linedrné nezavislé, musi byt tato linedrni kombinace
jediné trivialni, tj. vSechny koeficienty jsou nulové:

20+ 0 = 0,
—Oé+3ﬂ+ ’Y:Ov
- 28 4+ay = 0.

Napriklad pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody se muzeme presvédcit, Ze soustava ma jediné feSeni
a=0,8=0,v=0pro 7a+4 # 0. V takovém piipadé budou vektory x,y, z linedrné nezavislé. Jestlize
naopak 7a +4 = 0, mé soustava nekoneéné mnoho feSeni, mezi kterymi se jist€ najde i netrivialni feseni.
Vektory x,y, z jsou tedy linedrné zavislé pro a = —4/7.

2.18. VétaX Necht n > 2. Vektory @1, o, ..., x, jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz existuje index
r € {1,...,n} takovy, ze vektor x, je roven linedrni kombinaci ostatnich vektori.

Dukaz. Véty formulované ve tvaru ekvivalence (vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B) se
obvykle dokazuji ve dvou krocich. Nejprve dokazeme, ze z A plyne B a pak dokdzeme, Zze z B plyne A.

Dokazujme tedy nejprve, ze z linearni zavislosti vektord @1, s, ..., T, plyne existence indexu r vyse
uvedené vlastnosti. Z definice linearni zavislosti vime, Ze existuje netrivialni linearni kombinace rovna
nulovému vektoru, tj.

n
a1w1+a2w2+~~~+anwn:2aimi:o, (2.4)
i=1
a pritom aspoii jeden koeficient linedrni kombinace je nenulovy. Existuje tedy r € {1,...,n} takové, ze

o, # 0. Pfi¢teme nyni vektor —a,. ¢, k obéma stranam rovnice (2.4)

n
E A ;g = — Oy Ty
i=1

i£r
Po vynéasobeni obou stran rovnice koeficientem —1/«,. dostavame

n

Z j

r; = Lp.
—a
i=1 "

i#ET

Vektor x, je tedy roven linedrni kombinaci ostatnich vektor.

V druhé c¢asti dikazu predpokladdme existenci koeficientu r takového, ze vektor x, je roven li-
nearni kombinaci ostatnich vektori. Dokazeme linearni zavislost vektoru i, s,...,x,. Pro néjaké

r € {1,...,n} tedy plati
n
z. =Y Bz
i=1

iET

Pricteme-li k obéma stranam této rovnice vektor —x,., dostavame

n

E 61$1+(_1)w7‘:07

i=1

iFET
coz je netrividlni linedrni kombinace vektorii ¢y, xa, ..., x, (jeji r-ty koeficient je jisté nenulovy), kterd
je rovna nulovému vektoru.
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Linedrni algebra 2. Linearni zavislost a nezdvislost, linedrni obal

2.19. Poznamka. Véta 2.18 se d4 preformulovat téz takto: vektory @1, s, . . ., x, jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz zadny z vektort x;, i € {1,...,n}, neni linedrni kombinaci ostatnich vektort.

2.20. Véta. Necht xq, s, ..., x, jsou prvky néjakého linedrniho prostoru L. Pak plati:

(1) Linearni zavislost ¢i nezavislost vektort @1, s, ..., x, se nezméni pii zméné pofadi téchto vektor.
(2) Jestlize se mezi @1, X3, ..., 2, vyskytuje nulovy vektor, pak jsou tyto vektory linedrné zavislé.

(3) Jestlize se ve skupiné vektord @1, s, ..., x, néktery vektor vyskytuje aspon dvakrat, je tato skupina
vektoru linedrné zavisla.

(4) Jestlize jsou vektory @1, @9, . . ., @, linedrné zavislé a ¢, 11 € L, pak jsouivektory @1, xs,..., T, Tpi1
linearné zavislé.

(5) Jestlize jsou vektory x1,xa,...,x, linedrné nezavislé, pak jsou i vektory x1,xa, ..., €, 1 linedrné
nezavislé.

(6) Samotny vektor 1 (chdpany ovSem jako skupina vektort o jednom prvku) je lineadrné nezavisly préave
tehdy, kdyz je nenulovy.
(7) Dva vektory jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden je nédsobkem druhého.

Dukaz. (1) Linearni kombinace vektori 1, s, ..., €, nezavisi na jejich poradi, protoze s¢itani vektort
je podle definice 1.6 komutativni.
(2) Vzhledem k vlastnosti (1) sta¢i bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze o = ;. Pak plati:
l1-04+0-2z9+0-23+---4+0-x, =0,

coz je netrivialni linedrni kombinace rovna nulovému vektoru.
(3) Vzhledem k vlastnosti (1) sta¢i bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze €1 = xo. Pak plati:

-z +(-1)-2z2+0-x34+---+0-z, =(1-1)-x; =0,
coz je netrivialni linedrni kombinace rovna nulovému vektoru.
(4) Podle predpokladu existuje netrividlni linedrni kombinace oy 1 + as @2 + - -+ + a, @, rovna

nulovému vektoru. Potom plati

o+ F+a,x, +0-xHy =0,

coz je netrividlni linedrni kombinace vektort x;, x, ..., x,, T,41 rovna nulovému vektoru.
(5) Dokazeme to sporem. Budeme ptredpokladat negaci tvrzeni véty (tj. Ze vektory @1, @, ..., Tn_1
jsou linedrné zavislé). Pak ale podle vlastnosti (4) museji byt linedrné zavislé i vektory @1, s, ..., x,,

coz je spor s predpokladem, ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé.
(6) Je-li &1 = o, pak je x; podle vlastnosti (2) linedrné zavisly. Predpokladejme nyni 1 # o a
polozme

ax] = o.

Kdyby bylo o # 0, pak dostdvame spor s vlastnosti (3) véty 1.7. Musi tedy byt o = 0. To znamena, ze
pouze trividlni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru, takze vektor x; je linedrné nezavisly.

(7) Tvrzeni je shodné s vétou 2.18 pro n = 2.

2.21. Poznamka. Vlastnost (4) piedchozi véty nelze ,obratit“. Pfesnéji: z linedrni zavislosti vektort

x1,T2,...,T, neplyne nic o linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektora @, s, ..., x,_1. MuzZe se treba
stat, ze vektory xq,xs,...,T,—1 jsou linedrné nezavislé a linedrni zavislost vektort xi,xs,...,x, je
zpusobena tim, ze vektor x, je nulovy. Muze se ale také stat, ze vektory xi,ao,...,x,_1 zlUstavaji
linearné zavislé.

Vlastnost (5) predchozi véty nelze ,obratit“. Presnéji: z linedrni nezdvislosti vektorti @1, xa, ..., x,
neplyne nic o linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektori i, s, ..., x,41. Vektor x, 1 totiz mize byt
nulovy, ale také muze byt takovy, ze vektory i1, xa, ..., x,1+1 zlstavaji linedrné nezavislé.
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2.22. Priklad. Necht x1,xs, ..., x,, jsou vektory z linedrniho prostoru R". UkéZeme, ze pokud m > n,
jsou nutné tyto vektory lineadrné zavislé.
Podle definice linearni zavislosti hledejme netrivialni linearni kombinaci, pro kterou

a1+ + -+ Qy Ty, = O.

Rozepsanim tohoto pozadavku do slozek dostavame n rovnic o m neznamych. Protoze pravé strany rovnic
jsou nulové, soustava mé urcité aspon trividlni feseni. Protoze je v soustavé vice neznamych nez rovnic
existuje nekonec¢né mnoho feSeni této soustavy. Mezi témito feSenimi je jen jediné trividlni a vSechna
ostatni jsou netrivialni.

Poznamenejme, ze priklad ukazuje dulezitou vlastnost linedrnich prostoria R™: vSechny linearné
nezavislé skupiny vektorti maji pocet vektortt mensi nebo roven n. Podobné tvrzeni pro libovolné linearni
prostory vyslovime ve vété 3.28.

2.23. Priklad. Uvazujme linearni prostor Uy vSech orientovanych tusecek z prikladu 1.14.

(1) Lezi-li dvé tsecky u, v € Ug ve stejné piimce, pak jsou linedrné zavislé, protoZe jedna je ndsobkem
druhé. Nelezi-li tsecky u, v ve spole¢né piimce, pak jsou linedrné nezavislé.

(2) Necht u,v € Up jsou linedrné nezavislé. Pak mnozina vSech linedrnich kombinaci au + fv
vypliiuje mnozinu vSech tsecek, které maji koncovy bod v roviné urcené tseckami u, v.

Abychom to dokéazali, potfebujeme urcitou predstavivost a zkuSenosti s euklidovskou geometrii.
Pfipomenme, ze O znadi spole¢ny pocatek vsech orientovanych tisecek naseho linedrniho prostoru. Zvolme
nyni libovolnou orientovanou tsecku @ s pocatkem v O, kterd lezi v roviné urcené tiseckami u, v. Ukazeme,
ze existujl a, § € R tak, ze * = au + fv. Lezi-li  na spoleéné piimce s tseckou u nebo na pfimce
spolecné s tseckou v, pak je & nasobkem této tsecky a druhy koeficient hledané linearni kombinace
je nulovy. Necht tedy x nelezi na 7addné z téchto piimek. Nakreslime na tyto pfimky méfitka, jako
v priikladu 1.14. Koncovy bod tsecky x oznaé¢me X. Vedme bodem X rovnobézky s obéma méritky.
Hodnota na méFitku podél vektoru w v misté priiseciku rovnobézky s méfitkem je ¢islo . Cislo 3 je pak
v misté pruseciku druhé rovnobézky na druhém méfitku. Z definice s¢itani orientovanych tsecek pomoci
rovnobéznika vidime, ze * = au + S v. Udélejte si nacrtek.

(3) Lezi-li tii usecky u, v, w € Up ve spoleéné roving, pak jsou linedrné zavislé, protoze z (2) plyne,
Ze jedna z nich je linearni kombinaci ostatnich. Déale pouzijeme vétu 2.18.

(4) Pokud u a v € Up jsou linearné nezavislé a w lezi mimo rovinu danou tseckami u, v, pak jsou
u, v, w linedrné nezavislé.

(5) Necht u, v, w € Up jsou linedrné nezavislé. Pak mnozina vSech linearnich kombinaci

au+ [fv+yw

vypliuje cely lineadrni prostor Up.

Abychom to dokézali, potfebujeme opét urcitou piedstavivost. Necht o je rovina uréend tseckami u
a v. Ukazeme, ze pro libovolnou orientovanou tsecku a s pocatkem v O existuji redlna ¢isla «, 3, v takova,
e x = au+ v +yw. Lezi-li © v roving p, polozime v = 0 a dale vyuzijeme vysledku z (2). Necht tedy
x nelezi v roviné p. Ozna¢me X koncovy bod tsecky x. Vedme bodem X rovnobézku s tse¢kou w. Ta
nutné protne rovinu g v néjakém bodé P. Podle (2) existuji o, 8 € R takové, Ze OP = a u+ [ v. Vroviné
uréené vektory & a w vedme rovnobézku s vektorem OP. Ta protne méritko prochézejici vektorem w
v misté s hodnotou ~v. Je x = @—i—vw =au+fv+yw.

2.24. Poznamka. A7 dosud jsme pracovali s pojmem linearni zavislost ¢i nezavislost koneénych skupin
vektori. Skupina, na rozdil od mnoziny, mize obsahovat stejné prvky a je vzdy konecna. V nasledujici
definici rozsifime pojem linearni zavislost ¢i nezavislost na konec¢né i nekonecné mnoziny vektortu. De-
finice linearni zavislosti se muze jevit ponékud nepfimocara. Je to tim, ze mnoziny vektord mohou byt
nekonec¢né, a pritom nelze sestavovat nekonecné linearni kombinace vektorti.

2.25. Definice* Nechf L je linedrni prostor a necht M C L je neprazdnd mnozina vektort. MnoZina
M je linedrné zavisld, pokud existuje kone¢né mnoho riznych vektorid z M, které jsou linedrné zavislé.
Mnozina M je linedrne nezavisla, pokud neni linearné zavisla. Tedy pokud neexistuje zadna jeji konec¢na
linearné zavisla podmnozina.

Prazdnou mnozinu povazujeme vzdy za linedrné nezavislou.
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2.26. Poznamka* Uvédomime si podrobnéji zékladni vlastnost linedrné zavislych mnoZin. MnoZina
vektora M je linearné zavisla, pravé kdyz existuje konecné mnoho vektortu z této mnoziny, které jsou
linearné zavislé. Podle véty 2.18 to znamend, ze existuje jeden vektor z € M, ktery je roven linearni
kombinaci koneé¢né mnoha jinych vektori z této mnoziny.

2.27. Poznamka. Uvédomime si podrobnéji zakladni vlastnost linedrné nezavislych mnozin.

Neprazdnd koneénd mnozina vektort {x1, xa,...,x,} je linedrné nezavisld, pravé kdyz jsou vektory
T1,xa,. .., T, linedrné nezavislé (odkazujeme na definici 2.9).

Z opakovaného pouziti vlastnosti (5) véty 2.20 (nebo z véty 2.18) totiz plyne, Ze je-li koneénd mnoZina
vektortt K linedrné nezavisld, pak vSechny jeji podmnoziny K’ C K jsou linedrné nezévislé.

Nekonecna mnozina vektort M C L je podle definice 2.25 linedrné nezavisla, pokud vsechny jeji
konecné podmnoziny K C M jsou linearné nezavislé.

Necht nekoneénd mnozina M C L je linedrné nezavisla a M’ C M je jeji nekoneénéd podmnozina.
Pak M’ musi byt také linedrné nezavisla, protoze vsechny jeji konecné podmnoziny jsou téz koneénymi
podmnozinami mnoziny M. Takze dostavame nasledujici vétu, ve které uz nerozliSujeme mezi koneénymi
a nekoneénymi (pod)mnoZinami:

2.28. VétaX* Je-li mnozina vektort M v linedrnim prostoru L je linedrné nezévisla, pak kazda jeji
podmnozina je linedrné nezavisla.

Dukaz. Viz poznamku 2.27.

2.29. Poznamka. Vétu 2.28 nelze obrétit ve smyslu, ze pokud kazdd mnozina N C M, N # M,
je linedrné nezavisla, pak je M linearné nezavisla. Toto neplati. Pfedstavme si t¥i orientované tsecky
linedrniho prostoru Up (viz piiklad 1.14) lezici ve spoleéné roving, ale zaddné dva nelezi na spolecné
pfimce. Mnozinu téchto tii vektorti oznacme M. Pak kazdd podmnozina N mnoziny M, N # M, je
linearné nezavisla, ale M je linearné zavisla.

2.30. P¥iklad. Necht M = {1,2,22,23,...} je nekoneénd podmnozina linedrniho prostoru vsech poly-
nomu P. Ukadzeme, ze M je linedrné nezavisla.
Podle definice 2.25 a poznadmky 2.27 stac¢i ukazat, ze kazda kone¢nd podmnozina polynomt
K= {azM ok . 2"} neN, kELeNu{0}proic{l,2,....n}, k <kp<---<k,

je linearné nezavisla. Polozme tedy linedrni kombinaci prvkd mnoziny K rovnu nulovému polynomu:

a1z +aga™ 4+ a2t =0 VzeR

a ptejme se, co z toho plyne pro koeficienty «g,...,«a,. Protoze k; < ko < --- < k,, odpovidaji ¢isla
ag, ..., an, vybranym koeficientim polynomu. Nulovy polynom je ovSsem pouze takovy polynom, ktery ma
vSechny koeficienty nulové . Takze vSechna ¢isla a, ..., «, museji byt rovna nule. Nulovému polynomu

se tedy rovna pouze trividlni linedrni kombinace, takze mnozina K je linedrné nezavisla.

2.31. Definice* Nechf L je linedrni prostor. Linedrni obal skupiny vektort xq,xs,...,x, znatime
(x1,@2,...,2,) a je to mnozina vSech linearnich kombinaci vektord @1, o, ..., ;.
Necht ddle M C L je neprdzdnd mnoZina vektori. Linedrni obal mnoziny vektortt M je mnoZina
vSech kone¢nych linedrnich kombinaci vektord z M. Linedrni obal mnoziny M znac¢ime symbolem (M).
Linearni obal prazdné mnoziny definujeme jako jednoprvkovou mnozinu obsahujici nulovy vektor.

2.32. Poznamka. Podle definice 2.31 je

(T1,@2,..., &) ={1 @1 + a2+ - +a,x,; 01 ER,a €R, ..., € R}
Je z¥ejmé, ze (x1,@a,...,x,) = ({x1,22,...,x,}). Na pravé strané této rovnosti sice jsou pridany i
linedrni kombinace vSech koneénych podmnozin mnoziny {z1,®o,...,,}, ale ty se daji zapsat jako

linearni kombinace vSech vektort 1, xo, ..., x,. Staci totiz vektory mimo koneény vybér nasobit nulou.
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2.33. Poznamka. V linedrni algebfe se nikdy nepracuje s nekoneénym souctem nasobkt vektort, véechny
linearni kombinace museji byt vzdy tvoreny koneénym souc¢tem. Definice 2.31 pfipousti, ze mnozina
vektori M muze byt nekonecna, ale i v takovém pripadé linearni obal sestavujeme z konecnych souctt,
tj. vybirame kone¢né podmnoziny vektort z M, ze kterych sestavujeme linedrni kombinace. Samoziejme,
ze takovych vybéri muze byt nekonec¢né mnoho a z kazdého koneéného vybéru vektorid mizeme sestavit
nekoneéné mnoho linedrnich kombinaci. Takze linearni obal je nekoneénd mnozina (s jedinou vyjimkou:
linedrni obal nulového vektoru nebo prazdné mnoziny).

2.34. P¥iklad. Uvazujme line4rni prostor R3. Najdeme linearni obal vektorti z = (1,2,3), y = (2, —1,0).
Podle poznamky 2.32 je

((1,2,3),(2,-1,0)) ={a(1,2,3) + 5(2,-1,0); a e R, € R} = {(a + 20,2a — 3,3c); « € R, 3 € R}.

2.35. Piiklad. Jsou dény = = (1,2,3), y = (1,0,2), z = (-2,1,0). UkdZeme, Ze (x,y, z) = R3.

Mnozina linearnich kombinaci prvka néjakého linearniho prostoru L je vzdy podmnozinou L. Jde
tedy pouze o to ukazat, ze R® C (x,y, z). Volme libovolny vektor (a, b, c) € R3. Ukazeme, Ze (a, b, c) lezi
v {x,y, z). K tomu je potfeba najit linedrni kombinaci vektorti x,y, z, kterd je rovna vektoru (a, b, c).
Hledejme tedy koeficienty «, 3,7y, pro které plati

(a,b,¢) =« (1,2,3)+ 3(1,0,2) +~v(—2,1,0).
Po tpravé a porovnani jednotlivych slozek dostavame soustavu

a+ [ —2y = a,
200 + v =b
3a + 203 = c

Napriklad Gaussovou elimina¢ni metodou zjistime, Ze soustava ma feSeni pro vSechna a, b, c € R. Proto
(a,b,c) € (x,y, ).

2.36. Poznamka. Zamysleme se nad tim, co to znamena, ze z € (M). Vektor z je linedrni kombinaci
néjakého kone¢ného vybéru vektort z mnoziny M.

Vidime tedy, ze z € (M) préavé tehdy, kdyz existuje koneéné mnoho vektori x1, o, ..., &, € M a
existuji redlna ¢isla aq, as, ..., a, takova, ze
Z2=01%1 +QaT2+ -+ Xy (25)

2.37. VétaX Necht L je linearni prostor a M C L. Pak plati:

—
¢
=
N
=
o]
o
=
=
N
=
=

Dukaz. (1) Sta¢i ukdzat, ze pokud z € M pak z € (M). Plati z = 1 - z, takZe pro z existuje konecné
mnoho prvkl z M (jmenovité prvek z samotny) tak, Zze z je linedrni kombinaci téchto prvkia. To podle
poznamky 2.36 znamend, ze z € (M).

(2) Necht z € (N), tj. predpokladdme, Ze z lze zapsat jako linedrni kombinaci kone¢né mnoha prvkii
z N. Protoze tyto prvky lezi i v M, mizeme Tici, Ze z lze zapsat jako linearni kombinaci kone¢né mnoha
prvki z M. To podle pozndmky 2.36 znamend, ze z € (M).

(3) Vzhledem k (1) a (2) je (M) C ((M)). Staci tedy ukazat, ze ((M)) C (M). Necht z € ((M)),
ukdzeme ze z € (M). Protoze z € ((M)), existuji vektory @i, xs,...,x, € (M) takové, ze plati (2.5).
Pro kazdé i € {1,...,n} je &; € (M), tj. existuje koneéné mnoho vektort y; 1,...,¥ir € M takovych,
Ze

i = BinYin + -+ Biks Yiks-

Dosazenim téchto rovnic do (2.5) a rozndsobenim dostédvame vysledek, Ze z je linedrni kombinaci koneéné
mnoha vektort y; ; € M, i€ {1,...,n},j € {1,...,k;}. To znamena, ze z € (M).

(4) Protoze M C M U {z}, je podle (2) (M) C (M U {z}). Protoze z € (M), je M U {z} C (M)
a podle (2) a (3) dostavame (M U {z}) C ((M)) = (M). Méme tedy (M) C (M U {z}) C (M), takze
v misté inkluzi musi byt rovnost.
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2.38. Poznamka. Vlastnost (1) véty 2.37 lidové fefeno znamend, Ze ,linedrni obaleni“ mnoziny muze
pridat do této mnoziny dalsi prvky, ale pokud tento proces zopakujeme, dalsi prvky uz podle vlastnosti (3)
neziskame.

Takové mnoziny, které pti ,linearnim obaleni* jiz nepridavaji zadné dalsi prvky, jsou vzdy linedrnimi
podprostory. To ukazuje nasledujici véta.

2.39. VétaX* Necht L je linedrni prostor, M C L. MnoZina M je linedrnim podprostorem linearniho
prostoru L pravé tehdy, kdyz (M) = M.

Dukaz. DokéZeme nejprve ,,je-li M linedrni podprostor, pak (M) = M*. Vezmeme z € (M) a dokdzeme,
7e z € M. Protoze z € (M), existuje koneéné mnoho vektorii @1, s, ..., x, € M takovych, ze lze psat
z=a1x +asx2 + - - + @, x,. Kazdy sc¢itanec lezi podle vlastnosti (2) definice 1.19 v mnoziné M.
Podle vlastnosti (1) definice 1.19 v mnoziné M lezi i soucet téchto vektord, tedy z € M.

Zbyvé dokazat ,je-li (M) = M, pak M je linedrni podprostor®. Uvazujme & € M, y € M. Abychom
dokéazali, ze M je linearni podprostor, staci ovérit, ze linearni kombinace 1-x + 1 -y lezi v M a déle
a-x+0-ylezi v M. Protoze x € M, y € M, je podle definice linearniho obalu kazda jejich linearni
kombinace prvkem (M) a podle pfedpokladu je (M) = M.V mnoziné M tedy lezi i uvedené dvé linearni
kombinace vektori @, y.

2.40. VétaX* Necht L je linearni prostor a M C L je libovolnd neprdzdnd mnozina. Pak P = (M) je
nejmensi linedrni podprostor, pro ktery plati M C P.

Dukaz. Protoze (P) = ((M)) = (M) = P, je podle véty 2.39 zfejmé, ze P je linedrni podprostor. Staci
ukazat, ze P je nejmensi podprostor s vlastnosti M C P.

Necht @ je néjaky podprostor, pro ktery také plati M C Q. Podle véty 2.39 je (@) = Q. Déle
pouzijeme (2) véty 2.37 na inkluzi M C @ a dostavame P = (M) C (Q) = Q.

2.41. Definice. Necht P je linedrni podprostor linedrniho prostoru L. Mnozina vektord M, pro kterou
plati (M) = P, se nazyva mnozina generdtorti linedrnitho podprostoru P. Je-li (x1,x3,...,x,) = P, pak
také tikame, ze vektory a1, xo, ..., x, generuji linedrni podprostor P. Skutecnost, ze vektory generuji
linearni podprostor P neni nic jiného, nez ze mnozina vsech jejich linearnich kombinaci ,vyplni“ cely

podprostor P.

2.42. Véta* Necht L je linedrni prostor, M C L je linedrné nezavisld mnozina a z ¢ (M). Pak téz
M U {z} je linedrné nezavisla mnozina.

Dukaz. Dikaz povedeme sporem. Piedpokladejme, ze M U {z} je linedrné zavisla. Pak existuje konecéné
mnoho prvkd xy,®s,..., 2, € M takovych, ze ay 1 + asx2 + -+ + a, ®, + @pi1 z je netrividlni
linearni kombinace rovna nulovému vektoru. Pro a,,+1 = 0 ztistava netrividlni linedrni kombinace vektort
x1,xa, ..., %, rovna nulovému vektoru, neboli konec¢nd podmnozina M je linedrné zavisla. To je ve sporu
s tim, Zze M je linearné nezavisla.

Pro a,11 # 0 je vektor z linedrni kombinaci vektord @y, xo, ..., x, (pfevedeme nasobek vektoru z
na druhou stranu rovnosti a podélime —av, 11, jako v diikazu véty 2.18). To je ve sporu s tim, ze z ¢ (M).
Pro oba pfipady hodnot a1 dostdvame spor, takze M U {z} nemize byt linedrné zavisla.

2.43. Véta. Necht M a N jsou linedrné nezavislé mnoziny v linedrnim prostoru L a predpokladejme, ze
(M) N (N) = {o}. Pak mnozina M U N je linedrné nezavisla.

Dikaz. Linearni nezavislost mnoziny M U N vyplyne z toho, ze kazda konecna linedrni kombinace
vektorti @1, xa, . .., Ty z M a vektort y1,ys, ..., Yyn z N (dohromady), kterd je rovna nulovému vektoru,
je trivialni. Polozme tedy

(1) + @a®a + - + @) + (B1Y1 + f2y2 + - + BinYm) = 0

a ozna¢me prvni zdvorku a a druhou b. Zfejmé je a € (M) a b € (N). ProtoZe je a = —b (jinak by
soucet nemohl byt roven nulovému vektoru), je také a € (N). Takze a € (M) N (N) a podle predpokladu
je a = o. Protoze je M lineadrné nezavisla, musi byt linedrni kombinace v prvni zavorce pouze trivialni.
Je totiz rovna nulovému vektoru a. Protoze je N lienarné nezavisld, musi byt linearni kombinace v druhé
zavorce pouze trividlni. Je totiz rovna nulovému vektoru —a. Takze zkoumand linearni kombinace vsech
vektori @1, ®2, ..., Tm, Y1, Y2, - - -, Yy je trividlni.
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Linedrni algebra 2. Linearni zavislost a nezdvislost, linedrni obal

2.44. Poznamka. Predpoklad (M) N (N) = {0} ve vét& 2.43 je nutny. Priklad M = {(1,0,0), (0,1,0)},
N ={(1,0,1),(0,1,1)} ilustruje situaci, kdy obé mnoziny jsou linearné nezavislé, mnozina M lezi mimo
(N) a mnozina N lezi mimo (M), a pfesto je mnozina M U N linedrné zavisla.

2.45. Véta. Necht N je linedrné nezavisld mnozina v linernim prostoru L a necht N; a N3 jsou jeji
disjunktni podmnoziny (tj. Ny N Ny = (). Pak (Ny) N (Ny) = {o}.

Dukaz (pro hloubavé étenare). Piedpoklddejme x € (N7) N (N). Ukdzeme, ze musi & = o. Vektor x je
kone¢nou linearni kombinaci vektort @1, s, ..., T, z N1 a je také konecnou linearni kombinaci vektoru
Y, Y2, Yk Z N2; tedy

T=a1 T+ T+t Ty, T=061yr+ By + -+ B Yk
takZe: T—x=0=a1T1 + a3 To+ -+ Ty — B1Y1 — o2 — - — Bryn

Linedrni kombinace oy @y + o o+ - - - + @y Ty — S1Y1 — B2y — - - - — Bryi je kombinaci koneéné mnoha
ruznych vektorti z mnoziny N a tato mnozina je podle predpokladu lindrné nezéavisla. Protoze je tato
linearni kombinace rovna nulovému vektoru, musi byt trivialni. Takze také ay €1 + as o + -+ + Qp Ty
je trividlni linedrni kombinace a to znamend, ze € = 0x; +0xs + --- + 0x,,, = 0.

2.46. Véta. Necht L je linedrni prostor. Mnozina N C L je linearné nezavisld pravé tehdy, kdyz pro
v8echny vlastni podmnoziny M C N, M # N plati (M) C (N), (M) # (N).

Dukaz (pro hloubavé ¢tendre). Predpoklddejme nejprve, ze N je linedrné nezéavisld. Necht M C N,
M # N. Zvolme vektor z € N takovy, ze z & M. Vektor z nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci zddné
konecné podmnoziny prvkd mnoziny M. Kdyby to bylo mozné, byla by mnozina N linearné zavisla a
ona neni. Plati tedy, ze z ¢ (M), a piitom z € (N).

Predpokladejme nyni, ze N je linedrné zavisld. Pak podle pozndmky 2.26 existuje vektor z € N,
ktery je roven linedrni kombinaci koneéné mnoha ostatnich vektort z N, takze z € (M), kde M = N\{z}.
Podle vlastnosti (4) véty 2.37 je (M) = (M U {z}), jinymi slovy (M) = (N).

2.47. Shrnuti. V této kapitole jsme definovali linedrni zavislost a nezévislost vektoru /2.7, 2.8, 2.9,
2.25/. Vektory jsou linearné zavislé, pokud exituje netrividlni linedrni kombinace téchto vektord rovnajici
se nulovému vektoru. To je ekvivalentni s tim, Ze existuje jeden vektor, ktery je linedrni kombinaci
ostatnich /2.18/. Vektory jsou linedrné nezdvislé, pokud jen jejich trividlni linedrni kombinace je rovna
nulovému vektoru. Tedy pokud neexistuje zadny takovy vektor, ktery by byl linearni kombinaci ostatnich.

Nekonec¢na mnozina vektori je linearné zavisla, pokud existuje jeji kone¢né linearné zavisla podmno-
zina. Nekone¢nd mnozina je linedrné nezavisla, pokud kazda jeji konecnd mnozina je linearné nezavisla.
Kazd4 podmnozina (koneénd i nekoneénd) linedrné nezavislé mnoziny je linedrné nezavisld /2.28/.

Linearni obaly vektort obsahuji v8echny jejich koneéné linedrni kombinace /2.31, 2.32, 2.36/. Li-
nearni obal linedrniho obalu uz neptinasi nové linedrni kombinace /2.37/. Kazdy linedrni podprostor P
lze zapsat jako linedrni obal néjaké mnoziny (napiiklad mnoziny P samotné, ale to neni nejucelngjsi) a
naopak linearni obal jakékoli mnoziny M je podprostorem. Je to nejmensi podprostor, ktery obsahuje
mnozinu M /2.40/.

Z linedrné zavislé mnoziny lze odebrat vektor tak, aby ziistal zachovan jeji linedrni obal /2.18, 2.37/,
zatimco z linedrné nezévislé mnoziny nelze odebrat vektor bez zmény jejiho linedrniho obalu /2.46/.
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3. Baze, dimenze, souiadnice

3.1. Poznamka. Mezi mnozinami generatori néjakého linedrniho (pod)prostoru bude ziejmé nejispor-
néjsi takova mnozina, ktera je linedrné nezavisla. Véta 2.46 nam ukazala, Ze to je skutecné ,nejuspornéjsi
opatfeni“, protoze odebranim jakéhokoli prvku z takové mnoziny zpusobi, Ze linearni obal uz nebude po-
kryvat cely (pod)prostor. Zadné prvky linedrné nezavislé mnoziny tedy nejsou pii popisu (pod)prostoru
pomoci linedrniho obalu zbyteéné. To nas vede (kromé jinych dilezitych divodi) k definici baze linear-
niho (pod)prostoru.

3.2. DefiniceX Baze linedrniho (pod)prostoru L je takovd podmnozina B C L, pro kterou plati

(1) B je linedrné nezévisla,
(2) (B)=L.

Strucné feceno: béaze linedrniho (pod)prostoru L je linedrné nezévislda mnozina jeho generatort.

3.3. Piiklad. Mnozina vektori B = {(1,2,3),(1,0,2), (—2,1,0)} je bazi linedrniho prostoru R?, protoze
je podle prikladu 2.13 linedrné nezavisla a podle piikladu 2.35 generuje R3.

3.4. Pi¥iklad. Mnozina vektortt B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} je bazi linedrniho prostoru R3. Snadno
zjistime, Ze je linearné nezavisla a navic pro vektor (a,b,c) € R? je

(a,b,¢) =a(1,0,0) +b(0,1,0) + ¢(0,0,1).

Kazdy vektor (a,b,c) lze tedy zapsat jako linedrni kombinaci vektorii z B, neboli (B) = R>.

V&imnéme si, Ze jsme uz nasli dvé baze linedrniho prostoru R? (v ptikladu 3.3 a v tomto ptikladu).
Vidime tedy, Ze baze neni urcena linedrnim prostorem jednoznacné. Napiiklad pro a # 0 jsou mnoziny
Ba = {(,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} rtizné baze linedrniho prostoru R3. Bézi je tedy nekone¢né mnoho.

3.5. Priklad. Mnozina uspofadanych n-tic S, = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1)}
tvofi bazi linedrniho prostoru R”. Je linedrné nezévisla a generuje R™ z analogickych divodi, jako
v piikladu 3.4. Takovou bazi linearniho prostoru R™ nazyvame standardni bazi.

3.6. P¥iklad. Mnozina B = {1,z,22%,23,...} tvoii bazi linedrniho prostoru P vSech polynomt. Podle
prikladu 2.30 je linedrné nezévisla. Zbyva tedy ovéfit, ze (B) = P. Zvolme néjaky polynom p € P.
Ukézeme, ze p € (B). Pro kazdy polynom p € P existuje n € N a realnd ¢isla ag, aq, ..., a, takova, ze
hodnota polynomu p v bodé x je dana vzorcem

p(zr)=a,z" 4+ - +a1x+a VreR.

Existuje tedy koneénd podmnozina K C B, K = {1,x,22,...,2"} takova, Ze p je lineArni kombinaci
prvki z K (koeficienty této linedrni kombinace jsou ¢isla ag, a1, ..., a,). Z toho plyne, Ze p € (B).

3.7. Priklad. Uvazujme linearni prostor P<,, vSech polynomi nejvyse n-tého stupné z prikladu 1.21.
Ukézeme, Ze mnozina B,, = {1,z,22,...,2"} tvofi bazi linedrniho prostoru P<,,.

Predné, B,, je linearné nezavisla, protoze je podmnozinou linearné nezavislé mnoziny B z prikladu 3.6
(kazdd podmnozina linedrné nezavislé mnoziny je podle véty 2.28 linedrné nezavisld). Analogicky jako
v prikladu 3.6 lze ukazat, ze (B,) = P<y,.

3.8. Priklad. Vratme se k linedrnimu prostoru Uy vSech orientovanych tsecek se spoleénym pocat-
kem. Podle (5) z ptikladu 2.23 je kazd4 linedrné nezéavisld mnozina vektorti {u,v,w} bazi linedrniho
prostoru Up.

3.9. PoznamkaX* O eristenci a jednoznacnosti bdze. Piiklad 3.4 ilustroval skutec¢nost, Ze baze linedrniho
(pod)prostoru neni uréena jednoznacéné. Linedrni (pod)prostor mize mit dokonce nekoneéné mnoho bazi.

Nésledujici véta doklada, ze kazdy linearni prostor méa bézi. Vyjimkou je pouze trividlni linearni
prostor L = {o}, ktery jediny neméa bazi (nékteri autoii uvadéji prazdnou mnozinu jako bazi trividlniho
linedrniho prostoru). Néasledujici véta dokonce tvrdi, ze kazdou linedrné nezévislou mnozinu lze doplnit
pridanim pfipadné dalsich prvka na bazi a naopak, z kazdé mnoziny M, ktera generuje L, lze pripadné
odebrat néjaké prvky tak, aby zbyla mnozina tvofila bazi.
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Linedrni algebra 3. Bdze, dimenze, soutadnice

3.10. Véta. Necht L je netrividlni linearni prostor. Pak L mé béazi. Podrobndji:
(1) Pro kazdou linedrné nezavislou mnozinu N C L existuje baze B prostoru L takova, ze N C B.
(2) Pro kazdou mnozinu M generatort prostoru L existuje bdze B prostoru L takova, ze B C M.

Dukaz (pro hloubavé ¢tenare). Timto dikazem se ¢tendt opravdu nemusi zabyvat, pokud k tomu nemé
padny divod. Je zde uveden zejména proto, aby kazda zde vyslovena a pouzitd véta méla svilj dikaz.
Ovsem pro argumenty dilkazu je tfeba sdhnout do jiné teorie, v tomto ptipadé axiomatické teorie mno-
7in (axiom vybéru, princip maximality). Nema-li ¢tenaf z této oblasti odpovidajici znalosti, udéla dobfe,
kdyz dikaz preskoci. Algebraicka idea dikazu ve srozumitelné podobé je vylozena v nésledujicich pii-
kladech 3.11, 3.12, 3.13. To je pro studium linearni algebry dostacujici. Nasledujici dikaz je tedy spise
cvicenim z teorie mnozin.

Diikaz existence baze se opird o princip maximality, o kterém je zndmo, Ze je ekvivalentni s axiomem
vybéru. Tento axiom v teorii mnozin je sice bezesporny s ostatnimi axiomy, ale diskutabilni. Nicméné
v mnoha teoriich ho potfebujeme. Tteba pravé nyni.

Princip maximality fiké, ze mame-li mnozinu S usporadanou relaci <g a plati-li, ze kazda podmno-
Zina R mnoziny S, ve které jsou si v relaci vSechny prvky vzajemné, ma horni mez U € S (tj. VR € R je
R <g U), pak pro kazdy prvek N € S existuje maximalni prvek B € S tak, ze N <g B. Maximalni prvek
B € § ja takovy, Ze v S neexistuje prvek vétsi, tj. neexistuje prvek B’ € S, B’ # B tak, ze B <g B’.

Pro dtikaz prvni ¢asti véty necht S je systém vSech linedrné nezévislych mnozin linedrniho prostoru
L usporadany relaci ,,byt podmnozinou®, tj. relaci C. Pro kazdy podsystém R, kde lze relaci C porovnat
kazdou mnozinu s kazdou (jednd se tedy o systém vzajemné do sebe vnofenych mnozin R;) sestrojime
U = URy. To je horni mez, protoze R; C UR; pro libovolnou mnozinu R; € R a navic U € S, nebot
je linearné nezavisla. Proc¢ je nezavisla? Pro spor predpokladejme, Ze U je linedrné zavisla. Pak existuje

konecna linedrné zavisla mnozina K = {x1,®2,...,zr} C U. Kazdy jednotlivy vektor x; lezi v néjaké
mnoziné R; € R. Tento konecny pocet mnozin z R usporadame podle velikosti: Ry C Ry C --- C Ry,

takze K C Rj. O mnoziné Ry, se ale vi, ze je linedrné nezavisla, takze nemize obsahovat linearné zavislou
podmnozinu K. To je spor, takze U je linearné nezavisla, tedy U € S. Nyni pro kazdou linearné nezavislou
mnozinu N sestrojime podle principu maximality maximalni prvek B € S. Mnozina B je baze, protoze je
linearné nezavisla a pridanim libovolného prvku k B uz ziskdme mnozinu mimo S, tedy mnozinu linearné
zavislou. TakZe podle véty 2.42 musi (B) = L.

K dtkazu druhé c¢ati véty zvolime S systém vsSech linedrné nezavislych podmnozin mnoziny M
usporddanych relaci C. Z principu maximality (podminky se ovéii stejné jako pfed chvili) existuje ke
mnoziné N = () maximalni mnozina B € S takova, ze ) C B. Plati M C (B). Kdyby totiz € M a
soucasné x ¢ (B), pak B U {x} by byla podle véty 2.42 linedrné nezavisla podmnozina M. To ale neni
mozné, protoze B je maximalni. Na nerovnost M C (B) nyni uplatnime vétu 2.37: (M) C ((B)) = (B).
Protoze (M) = L, je (B) = L..

3.11. Priklad. Je-li N = {x1, xo, ..., x} linedrné nezavisld mnozina linedrniho prostoru R™, pak podle
predchozi véty existuje mnozina B = {x1,@a,...,Tm}, m > k takové, ze B je baze. Ukdzeme v tomto
prikladé, jak bychom takovou bazi nalezli.

Pokud uz (N) = R", pak N samotnd je baze a polozime B = N. Pokud ale (N) # R", pak existuje
prvek & € R", pro ktery & ¢ (N) Ptame se, zda uz N U {x} je béaze. Podle véty 2.42 tato mnozina
zustava linedrné nezavisla. Pokud (V U {x}) = R™, pak jsme nasli bazi. Jestlize tato vlastnost neplati,
opakujme postup s priddnim dalstho prvku y & (N U {zx}) znovu. Tento postup budeme opakovat tak
dlouho, dokud budou existovat vektory mimo linedrni obal nasi postupné rozsitované mnoziny. Podle
prikladu 2.22 dospéjeme k vysledku po koneéné mnoha krocich, protoze v R" nelze vytvorit linearné
nezavislou mnozinu, ktera by méla vice nez n prvka.

Poznamenejme, ze tento postup vedl k cili, protoze jsme méli zaruceno, ze baze bude mit konecné
mnoho prvkid. Pro nekonecné baze bychom se timto postupem mohli ,utopit v nekonec¢nu“. Na druhé
strané postup lze aplikovat na libovolny linedrni prostor, ktery ma konecné baze, nemusime se nutné
omezovat na R™.

3.12. Priklad. Tvrzeni druhé ¢asti véty 3.10 si ilustrujeme na piikladu koneéné mnoziny M. Je (M) = L
a mame dokézat, Ze existuje B C M takova, ze (B) = L a navic B je linearné nezavisla.

Uvazujme vSechny podmnoziny A; C M, pro které (A;) = L. Vidime, Ze existuje aspon jedna
takova podmnozina, sice mnozina M samotna. Ze vSech takovych podmnozin A; vyberme tu, kterd ma
nejmensi pocet prvki (vSechny tyto podmnoziny jsou konecéné, takze pro kazdou muzeme spocitat jeji
pocet prvkil). Je mozné, ze takovych mnozin s nejmensim pocétem prvki bude existovat vice, pak je
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jedno, kterou z nich zvolime. Ozna¢me ji B. Vime, ze (B) = L (tuto vlastnost maji vechny podmnoziny
A;, takZe jmenovité téz mnozina B). Déle vime, Ze odebrdnim jakéhokoli prvku z mnoZiny B uZz nebude
pro novou Bj platit (By) = L. Kdyby to platilo, tak nebyla vybrana B s nejmensim po¢tem prvki. Nyni
pouzijeme vétu 2.46. Mnozina B je tedy linearné nezavisla.

3.13. Priklad* Z kone¢né mnoziny M, kterd spliituje (M) = L, lze vytvofit postupnym odebirdnim
prvkd z M bazi L, tedy najit mnozinu B z predchoziho prikladu. Existuje k tomu tento nazorny postup:
Je-li M linearné nezavisla, je B = M a jsme hotovi. Je-li linearné zavisla, podle véty 2.18 existuje jeden
prvek M, ktery je linedrni kombinaci ostatnich. Odebranim tohoto prvku vznikd mnoZina M’ se stejnym
linedrnim obalem, jako (M), protoze plati (4) véty 2.37. Je-li M’ linedrné nezavisl, je B = M’ a jsme
hotovi. Jinak postup opakujeme, tj. odebereme z M’ vektor tak, Ze se nezméni linedrni obal a znovu se
ptame na linearni nezavislost zbylé mnoziny. Proces konc¢i, az se podafi odebrat tolik prvki, ze zbytek je
mnozina linedrné nezavisla. Proces urcité skonéi po koneéné mnoha krocich, nebot M je konec¢né. Pokud
M obsahuje nenulové vektory, vyslednd mnozina B je jisté neprazdnéd, linedrné nezavisla a (B) = L, tedy
B je baze.

3.14. Poznamka. Piiklad baze prostoru Fp vSech funkci definovanych na mnoziné D C R nebudeme
uvadét, protoze nemame prostiedky, jak takovou bazi zapsat. Baze je v tomto pfipadé nekonecnou
mnozinou, ktera ma vétsi mohutnost, nez je mohutnost mnoziny prirozenych ¢isel. Neni tedy mozné
bazové prvky ocislovat a sefadit za sebe.

3.15. Poznamka. Ukazeme, Ze dvé (obecné rtzné) baze stejného linearniho (pod)prostoru maji stejny
pocet prvki. Tento dikaz se tradiéné opird o Steinitzovu vétu o vyméné. Ctenaf si miize pro veétsi
nazornost vytvorit mnozinu M ¢ernych kaminka a linedrné nezavislou mnozinu N bilych kaminku, které
vsechny lezi v linearnim obalu ¢ernych. Muze zacit vymeénovat postupné cerné kaminky za bilé kus za kus.
P1i pouziti néasledujici Steinitzovy véty o vymeéné ctenar shleda, ze vyménu lze udélat tak, aby linearni
obal ptivodni mnoziny M ziistal zachovan i presto, ze v ni jsou nahrazeny nékteré cerné kameny vsemi
bilymi.

3.16. Véta (Steinitzova o vyménd). Necht L je linearni prostor, M C L je libovolnd mnozina a
N C (M) je linedrné nezéavisld4 mnozina, obsahujici k vektort. Pak lze odebrat z mnoziny M jejich
k vektoru a vytvorit tak mnozinu M, pro kterou plati:

(M) = (M; U N).

Jinymi slovy, odebranim vhodnych k& vektorti z M a nahrazenim téchto vektort vSemi linearné nezéavislymi
vektory z N se linedrni obal (M) nezméni.

Dukaz (pro hloubavé ¢tenare). Pouzijeme matematickou indukei podle % (o indukei viz dikaz véty 8.3).
Pro k = 0 véta plati, protoze mnozinu M viubec neménime.

Necht nyni véta plati pro kazdou linedrné nezévislou mnozinu s k prvky a dokdzeme, Zze plati i
pro mnozinu s k + 1 prvky. Necht N = {vq,vs,..., v, v11} C (M). Ozna¢me Ny = {vy,vo,..., v}
7Z mnoziny M lze odebrat k vektori tak, ze vznikne mnozina M, pro kterou je

(M) = (M; UN;) = (M, UN).

Prvni rovnost je indukéni predpoklad a druhd rovnost plyne z toho, ze viy1 € (M) = (My U Ny)
a ze Ctvrté vlastnosti véty 2.37. Staci tedy najit v M; vektor w; tak, aby jej Slo odebrat a obal se
nezménil, tedy (M; UN) = (M; \ {w1} UN). Protoze vy4+1 € (M) = (M; U Ny), existuje kone¢né mnoho
vektort wy, ws, ..., w, € My tak, ze

Vy1 = QW1 + Wz + - + Wy + B1v1 + -+ Bk

ProtoZze N je linedrné nezavisla, tak (A) pfi k = 0 musi byt vi41 nenulovy a (B) pfi k£ > 0 nesmi vj41

byt linedrni kombinaci vektort vy, va, ..., v (véta 2.18). Z toho plyne, Ze n > 0 a nemohou byt vSechny
koeficienty a; nulové. Usporadame nyni wy, wa, ..., w, tak, aby a; # 0. Z predchozi rovnosti plyne
1 Qs Qn b1 Bk
W)= —Vpp1 — — Wy — - — — Wy — — V]~ — — Uy,
(a5} (%1 o1 aq aq

takze wy € (My \ {w1} U Ny U {vgy1}). Podle (4) z véty 2.37 se pfidanim vektoru w; do mnoziny
My \ {w1} U N linedrni obal mnoZiny nezméni, takze je (M; \ {w1} UN) = (M3 U N) = (M). Uvedeny
postup pfitom zarucil wy, € M, takze z mnoziny M jsme celkem odebrali k 4 1 vektort.
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3.17. Véta. Necht L je linearni prostor, M C L je libovolna kone¢na mnozina a N C (M) je linearné
nezévisld mnozina. Pak pocet prvkd mnoziny N je mensi nebo roven poc¢tu prvkia mnoziny M.

Dukaz. Véta 3.16 tvrdi, ze z mnoziny M Ize odebrat tolik vektort, kolik jich ma mnozina N. Kdyby
méla mnozina N vice vektort nez mnozina M, pak by tento tikkon nesel provést, tj. dostali bychom se do
sporu se Steinitzovou vétou.

3.18. VétaX* Dvé baze stejného linedrniho prostoru jsou obé nekoneéné nebo maji stejny pocet prvki.

Dukaz. Uvazujme dvé koneéné baze B; a Bs linedrniho prostoru L. Protoze By C (Bs) a Bj je linedrné
nezavisla, musi podle véty 3.17 mit By aspoii tolik prvki, jako ma B;. Protoze By C (Bi) a Bs je
linearné nezavisla, musi podle stejné véty mit By aspon tolik prvki, jako ma By. Takze pocet prvka
téchto mnozin musi byt stejny.

Co se stane, kdyz B je kone¢na a By nekonecna? Pak kazda kone¢né podmnozina K C B je linedrné
nezvisla. Vezmu takovou kone¢nou podmnozinu K, kterd m4 vice prvki, nez B;. Protoze K C (By)
a K je linearné nezavisla, musi mit B; aspon tolik prvki, jako K. To ale nema. Dostavame tedy spor,
takze situace ,jedna baze kone¢na a druhéd nekonecna“ nemutze nastat.

3.19. DefiniceX* Dimenze linedrniho (pod)prostoru L je pocet prvka béze tohoto (pod)prostoru L.
Dimenzi (pod)prostoru L oznac¢ujeme symbolem dim L. Dimenzi jednobodového linedrniho (pod)prostoru
L = {o} pokladame rovnu nule.

3.20. Poznamka. Véta 3.18 ndm zarucuje smysluplnost definice dimenze. Ackoli linearni prostor muze
mit vice bazi, vsechny tyto baze maji podle této véty stejny pocet prvki, nebo jsou nekonecné. V tomto
druhém pripadé klademe dim L = oc.

3.21. Priklad. dim R™ = n, viz piiklad 3.5. dim P<,, = n+1, viz pfiklad 3.7. dim P = oo, viz priklad 3.6.
Konecné dim Up = 3 podle prikladu 3.8. Vazme si toho, ze nas Stvoritel obklopil linedrnim prostorem
dimenze 3 nejen proto, ze trojka je stastné éislo.

3.22. Véta. Necht L je linearni prostor a P C L je linedrni podprostor linedrniho prostoru L. Pak
dim P < dim L.

Duikaz. Ozna¢me By néjakou bézi linedrniho prostoru L. Baze Bp podprostoru P je linedrné nezavisla
mnozina, pro kterou je Bp C (Br). Podle véty 3.17 ma Bj; nejvyse tolik prvki, jako By.

3.23. Véta. Necht L je linedrni prostor a P C L je linedrni podprostor linedrniho prostoru L. Necht
déale dim P = dim L a tato dimenze je kone¢na. Potom P = L.

Dukaz. Bp je béze podprostoru P a Bj, béze prostoru L jako v pfedchozim dikazu, tj. Bp C (Bp).
Protoze jsou Bp a Bp stejné pocetné, pak podle Steinitzovy véty lze vyménit vSechny vektory z By za
vSechny vektory z Bp beze zmény linedrniho obalu, takze (Bp) = (By). Jinymi slovy P = L.

3.24. Poznamka. Podminku kone¢nosti dimenze v pfedchozi vété nelze vynechat. Steinitzova véta totiz
predpoklada kone¢nou mnozinu N. Nezbytnost podminky koneéné dimenze ilustruje tieba tento priklad.
Necht L je linearni prostor viech polynomti a P = (1,22, 2%,...) je podprostor polynomii jen se sudymi
mocninami. Pak dim L = dim P = oo, ale P # L.

3.25. Poznamka. Véta 3.23 mé disledky shrnuté v nasledujicich dvou vétach. Ty se nam budou hodit,
az budeme linearni podprostory zapisovat jako linearni obaly mnozin vektor a budeme se potykat s tim,
Ze tento zapis podprostoru neni jednoznacny.

3.26. Véta. Necht uq,us, ..., uy, v1,vs,...,v,, jsou vektory linedrniho prostoru L. Rovnost linearnich
oballl (uy,us, ..., ug) a (v1,v2,...,0,;,) je ekvivalentni podmince:

dim(uy, wa, ..., ug) = dim(vy, v, ..., Uy) = dim(uy, W, . .., Uk, V1, V2, ..., Uy ).
Dukaz. Prepokladejme nejprve rovnost obalii a dokdzeme podminku. Oznacime U = {uy, ua,...,u;} a

V ={v1,va,...,0,}. Jestlize (U) = (V), pak U C(U) =(V), V C(U) = (V), tedy UUV C(U) = (V).
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Pfechodem k linedrnimu obalu obou stran mnoZzinové nerovnosti a vyuzitim véty 2.37 (3) dostavame
(UUV) C{(U)) = (U). Protoze UUV D U, plati také (UUV) D (U), takze (UUV) = (U) = (V). Kdyz
se rovnaji obaly, rovnaji se i jejich dimenze.

Pfedpoklddejme nyni platnost podminky a dokadzeme (U) = (V). Protoze (U) C (U UV) a dimenze
se rovnaji, musi se podle véty 3.23 (volte (U) = P,(UUV) = L) rovnat obaly samotné, tj. (U) = (UUV).
To samé plati pro (V), takze (U) = (U U V) = (V).

3.27. Véta. Necht v, uq,us,...,u; jsou vektory linedrniho prostoru L. Pak v € (uy,us, ..., ug) pravé
tehdy, kdyz dim(uy, ue, ..., ug) = dim{uy, us, ..., ug, v).

Dukaz. Z predpokladu, ze v € (uj,ug,...,ug) a z véty 2.37 (4) plyne, ze obaly (ui,us,...,ux) a

(uy,ua,...,ug, v) se rovnaji. Proto se rovnaji i jejich dimenze.

Nechf nyni se dimenze rovnaji. Obal (w1, us,...,ux) je podprostorem obalu (ui,us,...,ur,v),
takze podle véty 3.23 se tyto obaly rovnaji. Vlastnost v € (wi,us,...,ur) pak plyne z nésledujici
inkluze: {u1,ua,...,ug, v} C (U1, g, ..., ug,v) = (U, Uz, ..., Uk).

3.28. Véta. Necht L je linedrni prostor, dim L =n a M = {x1, T2, ..., Z,, }. Pak plati:
(1) Je-li M linedrné nezévisla, pak m < n.

(2) Je-li m > n, pak M je linedrné zavisla.

(3) Je-li m =n a M je linedrné nezavisla, pak (M) = L.

(4) Je-lim =n a (M) = L, pak je M linedrné nezvisla.

(5) Je-li M linedrné nezavisld a (M) = L, pak m = n.

Dukaz. (1) Necht B je baze L, tedy (B) = L. Podle véty 3.17 lze nahradit m prvk z B vSemi prvky
z M tak, Ze se linedrni obal nezméni. Aby to bylo mozné provést, nutné musi byt m < n.

(2) Toto tvrzeni je ekvivalentni s tvrzenim (1).

(3) Kdyby (M) # L, pak lze pfidat do mnoziny M vektor x ¢ (M), a pFitom podle véty 2.42 zlstane
roz$ifend mnozina linedrné nezavisla. To ale podle (1) neni mozné. Musi tedy (M) = L.

(4) Z mnoziny M lze odebrat prvky tak, aby vznikld podmnozina B C M méla stejny obal, ale byla
linearné nezavisla. B je tedy béazi prostoru L. Kdyby byla M linedrné zavisla, pak musi B mit méné
prvkd nez m = n, coz je ve sporu s vétou 3.18. Takze musi M byt linedrné nezavisla.

(5) Mnozina M je podle definice bazi L. Podle véty 3.18 tedy musi mit n prvk.

3.29. Poznamka. Uvédomime si vyznam této véty. Baze linedrniho prostoru konecné dimenze je podle
(1) nejpocetnéjsi linedrné nezavisla mnozina. Dale podle (3) kazda linedrné nezdvisla mnozina, ktera m4
pocet prvka rovny koneéné dimenzi, je bazi.

3.30. P¥iklad. Mnozina {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,2)} je bézi linedrniho prostoru R3, protoze je linedrné
nezavisla a jeji pocet prvki je roven dim R3. Staci pouzit vétu 3.28, vlastnost (3) a nemusime pracné
ovéfovat z definice, Ze mnozina generuje R3.

3.31. Poznamka. Je-li dim L konec¢na, je mozné zvolit a usporadat bazi prostoru L a kazdy vektor
pak zapsat jako linedrni kombinaci této baze. Koeficienty této linedrni kombinace nazyvame souradnice
vektoru x. Timto zpusobem muzeme vektory linearniho prostoru L podchytit pomoci realnych cisel.
Piechod od abstraktniho vektoru k souradnicim (usporddané n-tici ¢isel) nyni popiSeme podrobnéji.

3.32. Definice. Necht B = {by, bs,...,b,} je baze linedrniho prostoru L. Zélezi-li nAm na poradi prvkl
baze by, ba, ..., b, (tj. pozadujeme, aby b; byl prvni prvek baze, by druhy prvek atd.), pak mluvime
o usporadané bazi. Uspofadand béaze je tedy usporadana n-tice prvki baze, tj. (b1, ba, ..., b,). Skutecnost,
7e baze B je uspotradand, budeme vyznacovat symbolem (B).

3.33. Poznamka. Uspoiadanou bézi jsme definovali jen pro linedrni prostory koneéné dimenze. Ackoli
tedy v dalsim textu nebude tato skutecnost vyslovné uvedena, vSude tam, kde se mluvi o usporadanych
béazich, mame na mysli linearni prostor koneéné dimenze.
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3.34. DefiniceX Necht (B) = (by, bs, ..., b,) je usporddand béze linedrniho prostoru L a x € L je libo-
volny vektor. Uspofddanou n-tici redlnych ¢isel (o, aa, ..., a,) € R™ nazyvame souradnicemi vektoru x
vzhledem k usporadané bazi (B), pokud plati

T=a1by +asby+ -+ ay, by

Skutecnost, ze (a1, qs,...,q,) jsou soufadnice vektoru x vzhledem k usporddané bézi (B) budeme
zapisovat takto:

CB<$) = (()41,042,...,04”).

3.35. VétaX Necht (B) je usporddand baze linedrniho prostoru L. Pak kazdy vektor € L m4 jedno-
znacné uréeny své soufadnice vzhledem k usporadané bazi (B)

Dukaz. Existence: protoze (B) = L, lze kazdy vektor x € L zapsat jako linedrni kombinaci prvka z B.

Jednoznaé¢nost: Dikaz se opird o linedrni nezavislost mnoziny B. Ozna¢me (B) = (by, ba,...,b,).
Necht & mé souzadnice (o, 2, ...,a,) a soufasné ma soufadnice (51,32, ...,0,). V obou pfipadech
se jedna o soufadnice vzhledem ke stejné béazi (B). Ukazeme, Ze pak je o; = 3;, Vi € {1,...,n}. Podle

definice 3.34 je
r=a1 by +asby+---+a,b,, x=/p1by+B2b2+ -+ 3, by,.
Odectenim téchto rovnosti dostavame
x—xz=0= (1~ f1)b1 + (a2 — B2) ba+ - + (o, — Bn) b

Protoze vektory baze by, bs, ..., b, jsou linedrné nezavislé, pouze trividlni linearni kombinace muze byt
rovna nulovému vektoru. Vsechny koeficienty uvedené linearni kombinace museji tedy byt rovny nule.
Tim dostavame «; = f;, Vi € {1,...,n}.

3.36. Priklad. Necht L je linedrni prostor polynomt nejvyse tietiho stupné. Najdeme souradnice poly-

nomu p € L, p(x) = 22° 4+ 2 — 3z vzhledem k uspoiéddané bazi (B) = (z+ 1,z — 1, (z + 1)?, (z + 1)3).
Nevérici Tomasové by nejprve méli ovérit, zda je B skutecné bazi linearniho prostoru L, tj. zda plati

vlastnosti (1) a (2) z definice 3.2. Polozili by nasledujici linedrni kombinaci rovnu nulovému polynomu:

a+ D)+ - +y(@+1)?+5(x+1)3 =82+ (v +30) 2° + (a+ B+ 2y +38) z+a—B+y+5 =0

a zkoumali by, za jakych okolnosti lze rovnost splnit. Polynom je nulovy jen tehdy, kdyz jsou nulové
vSechny jeho koeficienty, coZ vede na homogenni soustavu ¢tyf rovnic o neznamych o, 3,v,d. Tu by
Tomésové vytesili, zjistili by, Ze ma pouze nulové feseni, a proto jsou dané polynomy z mnoziny B
linedrné nezavislé. Déale by Tomésové pouzili vlastnost (3) véty 3.28 a prohlésili, ze kdyZz mnozina B
je linedrné nezdvisla a obsahuje stejny pocet vektord, jako je dimenze prostoru (podle pfikladu 3.7 je
dim L = 4), pak musi (B) = L. Tim by zjistili, Ze B je baze linedrniho prostoru L.

Nyni najdeme soufadnice polynomu p vzhledem k bazi (B). Podle definice 3.34 ma pro soufadnice
(o, B,7,9) platit

20 + 2% —3rx=a(z+ 1)+ B —1)+y(x+1)?+6(x+1)3
po tpravé: 22° 4+ 2% -3z =62+ (v +30)2? + (a+B+2v+30)x+a— [+ +6.

Dva polynomy se rovnaji, kdyz se rovnaji odpovidajici jejich koeficienty. Po porovnani jednotlivych
koeficientti u polynomi na levé a pravé strané rovnosti dostavame soustavu rovnic

a—-—03+ v+ 6= 0
a+0B+2y+30 = -3
v+ 36 = 1

6= 2

Soustava mé jediné feseni o = 2,8 = —1,v = —5,0 = 2. ZapiSeme vysledek: Cp(p) = (2,—1,-5,2).
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3.37. Priklad. Uvazujme stejny linedrni prostor L jako v pfedchozim piikladé a v ném stejny polynom
p € L, p(x) = 223 + 22 — 3x. Vzhledem k uspoiddané bazi By = (1,z, 2%, %) mé4 polynom soutadnice
shodné se svymi koeficienty, tedy

Ca, (p) =(0,-3,1,2).

Plati totiz p(z) =01+ (=3) -z +1- 2%+ 223

3.38. Priklad. Uvazujme podprostor P prostoru ori-

b
entovanych tsecek Up, ve kterém jsou jen vektory le- 2 b,
Zici v roviné dané strankou této ucebnice a majici poc¢a-
tecni bod v bodé O na obrazku. Zjevné je dim P = 2. S T

Na uvedeném obrazku jsou vyznaceny vektory b; a
by € P, které jsou linearné nezavislé, takze tvori bazi
podprostoru P. Najdeme souradnice vektoru x vzhle-
dem k uspotddané bazi (B) = (b1, bs).

Je tfeba narysovat dvé meéritka, jedno prochézejici vektorem b; a majici jednicku v koncovém bodé
tohoto vektoru. Druhé méritko prochéazi vektorem bs a méa jednicku v koncovém bodé bs. Obé méritka
maji nulu v bodé O. Déle narysujeme rovnobézky s témito méritky, které prochazeji koncovym bodem
vektoru . V prusecicich téchto pfimek pak pfecteme souradnice vektoru x. Laskavy ctenar si jist€ sam do
obrazku dorysuje uvedend méfitka a rovnobézky a shledd, Ze je Cp(x) = (2,6; —1,3). Pfesnost vysledku
zavisi na presnosti rysovani.

Pamatujme: idedlni geometrii nikdy nenarysujeme, ta existuje pouze v myslich kazdého z nas. Takze
ve skutecnosti jsou vektory z linearniho prostoru Up velmi obtizné uchopitelné. Je tedy uzitecné prejit
od téchto abstraktnich vektorti k uspofadanym n-ticim redlnych ¢isel, k jejich soufadnicim. S témi se
pocita daleko pohodlnéji. Viz téz priklad 4.40

3.39. Priklad. V linedrnim prostoru R™ se pracuje pfimo s realnédmi ¢isly, takze hledat k usporadanym
n-ticim jejich souradnice, tedy zase usporadané n-tice, muze pusobit jako noseni dfivi do lesa. Nicméné
se o to pokusime. Abychom se do toho nezamotali, rozlisujme disledné pojem slozky vektoru od pojmu
soutadnice vektoru vzhledem ke zvolené béazi. Zvolime dvé usporadané bize v R3:

(B) = ((1,3,1),(3,0,2),(2,1,1)), (S3) = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

je dan vektor (1,2,3). Cisla 1, 2, 3 jsou jeho slozky a baze na piedchozim fadku jsou také dany svymi
slozkami. Najdeme soufadnice daného vektoru jednak vzhledem k bazi (B) a také vzhledem k bazi (S3).
Piedevsim je zfejmé, ze B je béze (nevérici Tomésové si to ovéii). Mnozina S3 je také bézi, je to
dokonce standardni baze linearniho prostoru R3.
Soufadnice vektoru (1,2,3) vzhledem k (B) tvofi trojici ¢isel («, 3,7), pro které plati

(1,2,3) = a(1,3,1) + 5(3,0,2) +~(2,1,1)

Po vynasobeni vektori a jejich secteni podle definice z ptikladu 1.12 dostavame rovnost usporadanych
trojic (1,2,3) = (a+38+27,3a+v,a+28+7). Z této rovnosti plynou t¥i rovnice pro neznamé «, 3, 7.
Ctenéf si sam spoéita, ze soustava téchto tif rovnic méa jediné feseni o = 9/4, 3 = 11/4, v = —19/4.
Takze Cp((1,2,3)) = (9/4,11/4,-19/4).

Protoze je (1,2,3) = 1-(1,0,0)42-(0,1,0)+3-(0, 0, 1), je okamzité patrné, ze Cs, ((1,2,3)) = (1,2,3).
Posledni vysledek zobecnime v nasledujicim tvrzeni:

3.40. Véta. Souradnice kazdého vektoru & € R"™ vzhledem ke standardni bazi S, jsou rovny slozkam
vektoru @. Jinymi slovy: Cg, ((L1 To, ..., 17,)) = (21,22, .., Zp).

Dukaz. Ziejmé je (x1,x2,...,2,) = x1(1,0,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + ...+ 2,(0,0,0,...,0,1).

3.41. PoznamkaX* Vyse uvedené priklady ilustruji platnost sloganu ,na volbé baze zalezi“. Piedevsim
vidime, Ze soutadnice stejného vektoru vzhledem k riznym bazim jsou rozdilné.

V prikladé 3.37 se ndm podarilo najit souradnice stejného polynomu mnohem pohodlnéji, nez v pii-
kladé 3.36. Stejné tak by se ndm 1épe hledaly soutadnice orientované tsecky v piikladé 3.38, pokud by
byly bazové vektory voleny tak, Zze jsou na sebe kolmé a maji stejnou velikost. Mohli bychom pak pou-
7it pravitko s ryskou. Koneéné standardni baze (By) v R? v pifkladu 3.39 ndm nekladla (na rozdil od
ndhodné zvolené béze B) zédné prekdzky pii hledani soufadnic. Mezi vSemi bazemi linedrniho prostoru
tedy existuji baze, vzhledem ke kterym je mozné hledat souradnice vyrazné pohodlnéji.
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3.42. Definice. Necht L je linearni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Mnozinu (M U N) nazyvame
spojenim podprostort M a N a znacime M V N.

3.43. Poznamka. Podle véty 2.40 je M V N nejmensi podprostor, ktery obsahuje vSechny prvky z M i
N dohromady.

3.44. Véta. Nechtf L je linedrni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Pro podprostor M V N plati:
MVN={y+z yeM, z€ N}

Dukaz. Je-lix € {y+2z; y € M,z € N}, tj. @ se da rozepsat na souet prvku z M a prvku z N, pak podle
definice linedrniho obalu je & € (M UN) = MV N. To dokazuje inkluzi {y+2z; y € M,z € N} C MVN.

Je-liz € MV N = (MUN), pak podle definice linedrniho obalu existuje koneéné mnoho prvka z M
a konec¢né mnoho prvka z N takovych, Ze x je linearni kombinaci téchto prvka. Tuto linedrni kombinaci
rozdélime na soucet nasobki prvka z M a soucet ndsobkil ostatnich prvka (tedy prvka z N). Prvni
soucet oznacime y a druhy z. Protoze M a N jsou podprostory, je podle véty 2.39 (M) = M, (N) = N,
takze linearni kombinace prvkt z M lezi v. M a podobné pro N. Mame tedy y € M, z € N. Protoze
r=y+z,jex € {y+z; ye M, ze N} To dokazuje obracenou inkluzi.

3.45. VétaX* Nechf L je linedrni prostor koneéné dimenze, M a N jsou jeho podprostory. Pak
dim M 4+ dim N = dim(M N N) 4+ dim(M V N).

Dukaz (pro hloubavé ¢tenafe). Necht dim M = m, dim N = n, dim(M N N) = k. Necht by, bs, ..., by je
béaze podprostoru M N N. Vzhledem k tomu, ze M NN C M, lze linedrné nezavislé vektory by, bs, ..., by
doplnit o dalsi prvky, aby dohromady tvotily bazi v M. Viz vétu 3.10. Podobné lze doplnit by, bs, ..., bi
o dalsi prvky, aby tvorily bazi v N. Mame tedy

béze M N N: {b1,ba,..., b},

béaze M: {b1,ba, ..., by, Chi1,...,Cm},
baze N: {blaan-~-7bkadk+1y~-~,dn}-
Za této situace je mnozina B = {by,ba,...,bx,Cri1,.- ., Cm,dit1,--.,dn} bézi podprostoru M V N.

Zduvodnime proc.

Ukézeme nejdiive, ze (B) = MV N. Protoze B C MUN, je (B) C (MUN) = MV N. Nyni ukdZzeme
obracenou inkluzi. Je-li * € M V N, pak podle véty 3.44 existuji vektory y € M a z € N takové, ze
x = y+ z. Vektor y lze zapsat jako linearni kombinaci prvkt baze M a vektor z jako linedrni kombinaci
prvkt baze N. Proto je vektor x linedrni kombinaci prvk mnoziny B a mame dokazanu obracenou
inkluzi M vV N C (B).

Nyni ukézeme, ze B je linedrné nezavisla mnozina. Polozme

(041 by +as by + -+ ay bk) + (7k+1ck+1 + -+ ’ymcm) + (5k+1d/€+1 —+ -+ 5mdm) = o0.

Dokézeme, Ze tato linedrni kombinace musi byt trividlni. Ozna¢me prvni zavorku b, druhou ¢ a tieti d.
Je d = —b — ¢, takze d € M (je linedrni kombinaci prvka z M) a také d € N (je linedrni kombinaci
prvki s N), takze d € M N N. Je tedy mozné zapsat d jako linedrni kombinaci prvka baze M N N, tedy
d = (1 by + B2by + -+ B by. Jinak napsano: By by + B2 by + - + By by, — Spy1dp1 — - — dpdy, = 0.
Tady vidime linearni kombinaci prvkia béaze podprostoru N rovnu nulovému vektoru, takze musi byt
trividlni. Takze d = 0. Dosadime tento poznatek do ptvodni rovnosti b + ¢ + d = 0 a méame b + ¢ = o,
jinak napsano: a3 by +as ba + - - -+ oy, by + Ye+1Ck+1 + - - - + YmCm = 0. Zde je linedrni kombinace prvki
baze podprostoru M, ktera je rovna nulovému vektoru. Takze musi byt trividlni.

Protoze B je bazi M V N a je vidét, ze B md m + n — k prvkd, je dim(M V N) = m +n — k.
Dokazované rovnost nyni plyne z toho, ze plati m +n =k + (m +n — k).
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Linedrni algebra 3. Bdze, dimenze, soutadnice

3.46. Shrnuti. Linedrné nezavislou mnozinu vektort, kterd generuje linedrni (pod)prostor, nazyvame
bazi tohoto (pod)prostoru /3.2/. Bazi stejného (pod)prostoru je vice, ale vSechny maji stejny pocet
prvkd /3.16, 3.18/. Tento pocet prvki se nazyva dimenze (pod)prostoru /3.22/.

Konefné linearné nezavisla mnozina je bazi (pod)prostoru L, pokud ma stejny pocet prvkd, jako je
dimenze L /3.28/. Vice prvki linedrné nezavisla mnozina nemize mit /rovnéz 3.28/, takze dimenze L je
maximalni pocet prvki, jaky mize v L mit linedrné nezavisla mnozina.

Kazdy vektor x linearniho prostoru konecné dimenze mé vzhledem k pevné zvolené usporadané
bazi jednoznac¢né urceny své souradnice. Staci vektor @ zapsat jako linedrni kombinaci prvka této baze
a koeficienty této kombinace nazyvame jeho souradnice /3.34, 3.35/. Existence soufadnic je ddna tim,
baze generuje prostor a jednoznacnost plyne z linearni nezavislosti baze.

Vzhledem k rtiznym bazim maé stejny vektor samoziejmé riizné souradnice. Existuji baze, vzhledem
ke kterym se soufadnice pohodlné hledaji /3.37, 3.40/, zatimco najit soufadnice vektoru vzhledem k jinym
bazim d& ponékud praci /3.36, 3.38, 3.39/. Pomoci soufadnic mizeme numericky podchytit vektory
z rozlicnych linedrnich prostorti. Pfesna formulace této velmi dilezité vlastnosti bude pfedmétem az
dalsi kapitoly.

V zavéru kapitoly jsme zavedli pojem spojeni podprostorii /3.42/ a dokazali dilezitou vétu o dimenzi
spojeni a priniku dvou linearnich podprostorti /3.45/.

37



4. Linearni zobrazeni, izomorfismus

4.1. Poznamka. Zobrazeni je zobecnénim pojmu funkce. Zatimco funkce pfifazuje ¢isltim ¢isla, zobrazeni
pfifazuje prvktm libovolné mnoziny prvky libovolné mnoziny.

Nez se pustime do definice pojmu linedrni zobrazeni, bude uzite¢né si pfipomenout, co to je vibec
zobrazeni, a uvést jeho zakladni vlastnosti.

4.2. Definice. Necht L; a L jsou libovolné mnoziny. Zobrazenim A z mnoziny L1 do mnoziny Lo
rozumime jakykoli pfedpis, ktery kazdému prvku z mnoziny L; pfifadi jednozna¢nym zptisobem néjaky
prvek z mnoziny Lo. Skute¢nost, ze A je zobrazeni z mnoziny Ly do mnoziny Lo, zapisujeme A: L1 — Lo.

Je-li @ € Ly, pak zobrazeni A: L; — Ly pfifadi prvku x jednozna¢né néjaky prvek z mnoziny L.
Tento prvek oznacujeme symbolem A(x) a nazyvame jej hodnotou zobrazeni A v @ nebo také obrazem
proku . V tomto kontextu se prvku x fikd vzor. Je-li M C Ly, pak definujeme

A(M) = {y € Ly; 3w € M tak, ze A(x) =y}.

4.3. Priklad. Pro ilustraci uvedeme piiklady nékterych zobrazeni:

(1) Funkce f: R — R, kterd kazdému 2 € R ptifadi sin(z) € R je specidlni pfipad zobrazeni.

(2) Zobrazeni A z mnoziny diferencovatelnych funkei do mnoziny funkei, které kazdé funkei ptifadi jeji
derivaci. Tj. Ay(f) = f'.

(3) Zobrazeni As z mnoziny orientovanych tsedek do mnoziny orientovanych tsecek, které kazdému
vektoru pfifadi jeho ,stin“ na pevné zvolené roviné prochéazejici pocatkem.

(4) Zobrazeni A4 z mnoziny spojitych funkci do mnoziny redlnych ¢isel, které kazdé spojité funkci priradi
hodnotu ur¢itého integralu této funkce od nuly do jedné. Tedy A4(f) = fol f(x)de.

(5) Zobrazeni As z mnoziny funkci do mnoziny nekoneénych posloupnosti, které kazdé funkei f ptiradi
nekonecnou posloupnost f(1), f(2), f(3), ...

(6) Zobrazeni Ag z mnoziny posloupnosti do mnoziny funkeci, které kazdé posloupnosti ¢y, ca,cs, ...
prifadi po ¢astech konstantni funkei, kterd je nulova na (—oo0,1) a f(x) = ¢; pro z € (i,i + 1).

(7) Zobrazeni Cg z mnoziny orientovanych tiseéek Up do mnoziny usporadanych trojic R?, které kazdé
usecce pridéli jeji souradnice vzhledem k pevné zvolené uspofadané bézi (B).

4.4. Definice. Necht Ly a Ly jsou libovolné mnoziny a uvazujme A: Ly — Lo. Pokud plati A(L;) = Lo,
fikdme, ze A je zobrazeni z mnoziny Ly na mnozinu Lo (nebo fikdme, Ze zobrazeni je surjektivni).

4.5. Poznamka. Zobrazeni A z mnoziny L; na mnozinu Ly je specidlni pfipad zobrazeni z mnoziny L,
do mnozZiny Ly (vSimneme si rozdilnosti slivek ,,do* a ,na“). MuzZe se stit, ze existuji prvky y € Lo, pro
které neexistuje zadny prvek & € L;, ktery by spliioval A(x) = y. V takovém pfipadé zobrazeni A neni
,ha“ mnozinu Lo, je jenom ,do* mnoziny Lo. Lidové feceno, mnozina Ly je v takovém ptipadé ,vétsi®,
nez mnozina vSech obrazu zobrazeni A.

4.6. Definice. Necht L; a Ly jsou libovolné mnoziny a uvazujme A: L1 — Lo. Zobrazeni A je prosté
(injektivnt), pokud pro kazdé dva prvky @1 € L1, @2 € L1, @1 # x2 plati A(x1) # A(xs). Je-li zobrazeni
prosté i ,na‘“ mnozinu, fikdAme mu bijekiivni zobrazeni.

4.7. Priklad. Zobrazeni (4), (5) a (7) z ptikladu 4.3 jsou ,na“ mnozinu (surjektivni). Ostatni zobrazeni
v tomto piikladu nejsou ,na“ mnozinu. Zobrazeni (6) a (7) jsou zobrazeni prosta (injektivni). Ostatni
zobrazeni v piikladu 4.3 nejsou prosta. Zobrazeni (7) je prosté i ,na“, tedy je to bijektivni zobrazeni.

4.8. Definice* Nechf L, a Lo jsou linedrni prostory, A: L1 — Lg je zobrazeni z L1 do Ls. Zobrazeni A
nazyvame linedarnim zobrazenim, pokud pro vSechna x € L1, y € L1, o € R plati

(1) Az +y) = Alz) + Aly),
(2) Ala-z)=a- Ax).
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Linedrni algebra 4. Linedrni zobrazent, izomorfismus

4.9. Poznamka* Linearni zobrazeni ,zachovava® operace séitdni a nasobeni konstantou. Sec¢teme-li
dva prvky z L, a vysledek pfevedeme prostfednictvim linedrniho zobrazeni do Lo, vyjde totéz, jako
kdybychom nejprve jednotlivé prvky prevedli prostiednictvim zobrazeni do Ly a tam je seCetli. VSimneme
si, ze prvni operace ,+“ ve vlastnosti (1) je séitdnim definovanym na linedrnim prostoru L;, zatimco
druhd operace ,+“ v této vlastnosti je s¢itanim definovanym na linedrnim prostoru L. Tato dvé séitdni
mohou byt definovana zcela rozdilnym zpusobem na zcela rozdilnych linearnich prostorech. Podobné ve
vlastnosti (2) je prvni operace ,-“ nadsobkem definovanym na L;, zatimco druhd operace ,-“ je nédsobek
definovany na L.

4.10. Véta. Pro linedrni zobrazeni A: L; — Lo plati A(01) = 02, kde 0; je nulovy vektor linedrniho
prostoru Ly a os je nulovy vektor linedrniho prostoru Ls.

Dukaz. Podle vlastnosti (7) definice 1.6 je 0; = 0@, kde & € L. Podle vlastnosti (2) definice 4.8 je
A(o1) = A(0z) = 0 A(z) = 0.

4.11. Priklad. Prozkouméame linearitu zobrazeni z ptikladu 4.3.

Zobrazeni (1) neni linearni, protoze sin(n/2 + 7/2) = sin(r) = 0 # sin(7/2) + sin(7/2) = 2.
Zobrazeni A, je linedrni, protoze (f+g) = f'+4¢" a (af) = af. Zobrazeni Aj je linedrni za predpokladu,
ze svétlo dopada na rovinu z nekonecné vzdaleného zdroje, tj. paprsky jsou rovnobézné. Dale musi mit sviij
stin (ze svétla z protisméru) i vektory, které jsou ,schoviny za rovinou“. S¢itani a nésobeni konstantou
provadime v tomto prikladé geometricky v souladu s prikladem 1.14. Skuteéné plati, Ze stin souctu je
soucet stini a alfa nasobek stinu je stin alfa nasobku. Nacrtnéte si obrazek a najdéte v ném odpovidajici
podobné trojuhelniky.

Zobrazeni Ay je linedrni: [(f(z) + g(z))dz = [ f(z)dz + [g(z)dz a [(af(z))dz = o [ f(z)da.
Zobrazeni As je linedrni, protoze (f + g)(i) = f(i) + g(i) a (af)(i) = a(f(i)) pro vSechna pfirozend i.
Na prostoru L; v tomto pripadé s¢itame funkce, na prostoru Lo sC¢itdme nekone¢né posloupnosti. Zob-
razeni Ag je linedrni, protoze (¢y1,ce...)+ (d1,ds...) = (c1 +d1,ca+ds...) a obraz této posloupnosti je
roven souctu obrazu jednotlivych posloupnosti (¢1,cz...) a (dy,ds...). Na Ly s¢itdme funkce. Také plati
afcr,ca...) = (acq,ace,...) a obraz této posloupnosti je a-ndsobkem obrazu posloupnosti (¢, cz...).
Linearitu zobrazeni Cp, které kazdému vektoru prifadi souradnice, dokdzeme v tomto textu pozdéji.

4.12. Piiklad. Ovéfime, zda je zobrazeni A: R? — R3, definované vzorcem
A(xy, 20) = (21 4 229, —29, 221 — 322),

linearni. Poznamenejme, Ze jsme v uvedeném vzorci vynechali jednu kulatou zavorku, jako se to obvykle
u zobrazeni definovanych na R" dél4, tj. misto abychom psali A((x1,22)), piSeme struéné A(z1, z2).
Ovéfime vlastnosti (1) a (2) z definice 4.8:

(1) A((z1,22) + (Y1,92)) = A1 + Y1, 22 + y2) =
= (21 +y1 + 2(@2 + y2), — (22 + ¥2), 2(x1 + 11) — 3(z2 + 12)) =
= (21 + 2w2, =2, 271 — 32) + (Y1 + 2y2, —¥Y2,2y1 — 3y2) = A(21, 72) + A(y1,y2),
(2) A(a (1’1,172)) = Alaxy,axs) = (axy + 2002y, — 9, 2011 — 3 wa) =
= a(x1 + 2w, —x9, 221 — 322) = @ A(x1,22).
4.13. P¥iklad. Zobrazeni A: R* — R3 definované piedpisem A(x1, 12,23, 24) = (22 + 73,23 + 3,277)
neni linearni, protoze .A(0,0,0,0) = (0,3,0) a to neni nulovy vektor v R3. Podle véty 4.10 musi kazdé

linearni zobrazeni zobrazit nulovy vektor na nulovy vektor.
Pilngjsi ¢tenaii si zkusi ovérit, Zze A neni linedrni, pfimo z definice 4.8.
4.14. Poznamka. Podminka véty 4.10, Ze A(01) = 02, je nutnd podminka linearity zobrazeni, ale neni

to podminka postacujici. Naptiklad sin(0) = 0, ale zobrazeni sin : R — R neni linedrni.

4.15. P¥iklad. Necht R je linedrni prostor z prikladu 1.13 a R™ je linearni prostor z piikladu 1.30.
Uvazujme zobrazeni exp : R — R™T, které kazdému realnému &islu x pfifadi hodnotu e*. Toto zobrazeni
je linedrni. Skutecné:

exp(z +y) =expz -expy = (expz) B (expy), exp(ax) = (expx)® = a®(exp x).
Vidime, zZe linearita zobrazeni zavisi nejen na zptsobu prifazeni hodnoty zobrazenim, ale také na ope-
racich + a -, které jsou definovany na jednotlivych linearnich prostorech L; a Ls. Zjevné zobrazeni
exp : R — R linearni neni, protoze exp(0) = 1, tj. nulovy prvek se nezobrazi na nulovy prvek.

39



Linedrni algebra 4. Linedrni zobrazent, izomorfismus

4.16. Véta (princip superpozice). Necht L; a Lo jsou linedrni prostory. Zobrazeni A: Ly — Lo je
linearni pravé tehdy, kdyz pro vsechna « € L, y € L1, a € R, § € R plati

Alaz + fy) = aAlz) + 5 Aly). (4.1)

Dukaz. Nejprve predpokladejme, Ze pro zobrazeni A: L; — Lo plati (4.1) pro vSechna x,y € L a
a, § € R. Dokézeme, Ze A je linearni, tj. ze plati (1) a (2) z definice 4.8. Pokud zvolime aw = 3 = 1, plyne
z (4.1) vlastnost (1) a pokud volime 5 = 0, plyne z (4.1) vlastnost (2).

Necht nyni A: L; — Lo je linedrni. Plati

Alaz + By) Y Alax) + ABy) D a Al@) + BAy).

Nad rovnitky jsme uvedli, kterou vlastnost jsme zrovna pouzili.

4.17. Poznamka. Opakovanym pouzitim principu superpozice (nebo formalné matematickou indukef)

Ize snadno dokazat, ze A: L1 — Lo je linedrni pravé tehdy, kdyz pro vsechnan € N, 1, x>, ..., x, € Ly,
aq, e, ..., a, € R plati
Al +ag o+ -+ ap ) = ag A(xr) + ag A(x2) + -+ + ayy Axy,). (4.2)

4.18. Véta. Necht A: L1 — Ly je linedrni zobrazeni, M C L. Pak A((M)) = (A(M)).
Dukaz. Necht y € A((M)). Pak existuje vektor @ € (M) takovy, ze A(xz) = y. Protoze © € (M),
existuje podle definice linedrniho obalu koneéné mnoho x1,xs,...,x; € M takovych, Ze x je linearni
kombinaci téchto vektorti. Protoze A je linearni, mame podle (4.2)
y=Ax) = Aoy T1 + asTs + -+ ap ) = a1 A(x1) + as Alxa) + - -+ + ayp A(xy,).

7Z tohoto zapisu je patrné, Zze y € <.A(M)>

Necht nyni obracené y € (A(M)). Z definice linearniho obalu plyne, Ze existuje koneéné mnoho
y; € A(M) takovych, Ze y je linedrni kombinaci téchto vektori. Pro kazdy vektor y; existuje vektor
x; € M takovy, ze A(x;) = y;. Mame tedy
y=byithayt - +OmyYm = brA@)+ -+ O A@m) = Abr ey + B o+ -+ B @) = A).
Je tedy @ € (M) a protoze y = A(x), je téz y € A((M)).
4.19. Poznamka. Véta 4.18 mé tento dusledek: Je-li M C L; linedrni podprostor v Ly, pak A(M)
je linearni podprostor v Lg. Staci si uvédomit platnost véty 2.39. Linedrni zobrazeni nam tedy prevadi

podprostory na podprostory. Speciélné A(L;) je podprostor v Lo, ktery nazyvame prostor obrazi.

4.20. Definice* Necht L, Lo jsou linedrni prostory, oo je nulovy vektor v linedrnim prostoru L; a
A: Ly — Ly je linearni zobrazeni. MnoZinu

Ker A= {z € L; A(z) = 02}.
nazyvame jadrem linedrniho zobrazeni A.
4.21. Véta. Jadro linearniho zobrazeni A: L1 — Lo tvofi linedrni podprostor linearniho prostoru L;
Dukaz. Pro x,y € Ker A a o € R plati:

A(x) = 02, A(x) = 09, takze A(x +y) = A(z) + A(z) = 02 + 02 = 02, neboli  + y € Ker A,
déle A(ax) = aA(x) = aoy = 02, takze také ax € Ker A.
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Linedrni algebra 4. Linedrni zobrazent, izomorfismus

4.22. P¥iklad. Najdeme jadro zobrazeni A z pfikladu 4.12. Podle definice 4.20 je
Ker A = {(ml,xQ); Azy,x0) = (0,0,0)} = {(wl,xg); (z1 4 229, —x9, 221 — 3x2) = (0,0,0)}.

Protoze usporadané trojice se rovnaji, kdyz se rovnaji odpovidajici slozky, musi ¢isla x1, xo spliiovat
soustavu linearnich rovnic

x1 +2r9 =0
—.232:0
21‘1—3$2:0

ze které plyne, ze x1 = 0 a x5 = 0. Takze Ker A = {(0, 0)}

4.23. Piiklad. Uvedeme si jadra linearnich zobrazeni z prikladu 4.3.

Ker A; je roven mnoziné vSech funkci, které jsou konstantni. Pravé tyto funkce se totiz zobrazi
pomoci derivace na nulovou funkci.

Ker A3 je roven mnoziné vSech orientovanych tsecek, které lezi na pfimce prochéazejici poc¢atkem,
ktera je rovnobézna s paprsky svétla. Skutecné, tyto vektory maji nulovy stin.

Ker A, obsahuje vsechny funkce f, pro které je fol f(z)dx = 0.

Ker A5 obsahuje vsechny funkce f, které maji nulovou hodnotu ve vSech pfirozenych ¢islech. Hodnoty
v ostatnich realnych ¢islech mohou mit libovolné.

Ker As = {(0,0,0,...)}. Tento prostor obsahuje jen nulovy vektor linedrniho prostoru nekone¢nych
posloupnosti.

Jediny vektor, ktery mé nulové soufadnice, je nulovy vektor (tisecka, kterd zac¢ind i kondi v bodé O).
Proto i zobrazeni (7) méa ve svém jadru jen nulovy vektor.

4.24. Definice* Defekt linedrniho zobrazeni A: L1 — Lo
je definovan, jako dim Ker A a hodnost linedrniho zobra-
zeni A je definovana jako dim.A(Lq). Defekt A znacime
def A a hodnost A znac¢ime hod A. Je tedy

def A = dim Ker A,
hod A = dim A(Lq).

4.25. Poznamka. Pozdégji ukazeme, ze defekt zobrazeni
udava zhruba feceno ,,vzdalenost* zobrazeni od idealniho
prostého zobrazeni. Jak moc je zobrazeni A ,defektni“
souvisi také s tim, kolik informace, které dovedeme v pro-
storu L7 rozlisit, se stava po aplikaci zobrazeni A v pro-
storu Lo nerozliSitelné.

4.26. Priklad. Podivame se na defekty a hodnosti linedrnich zobrazeni z piikladu 4.3.

def A; = dimKer A; = dim{c-1; ¢ € R} = dim(1) = 1. Protoze A2(L;) obsahuje jisté (kromé
dalsich funkci) vSechny polynomy, mé tento prostor nekoneénou dimenzi, tedy hod Ay = oc.

def A3 = dim Ker A3 = dim{w; u lezi na spoleéné pfimce} = 1. Protoze A3(Up) obsahuje mnozZinu
vSech vektori, které lezi v roviné, kam se promitaji stiny, je dimenze tohoto prostoru 2, neboli hod A3 = 2.
Zobrazeni As se naptiklad pouziva v pocitacové grafice, kdyz je tfeba 3D scénu zobrazit na stinitko
monitoru. Rovnost def A3 = 1 iké, Ze timto zobrazenim ztracime informace z jedné dimenze.

def Ay = oo, protoze Ker A, obsahuje napiiklad funkce (z — 1/2), (z — 1/2)3, (z — 1/2)%,... a téch
je nekoneéné mnoho a jsou linedrné nezavislé. Protoze déle A4(L1) = R, je hod A4 = 1.

def A5 = oo, protoze Ker A; obsahuje také funkce, které jsou rovny polynomtm aZ na to, Ze na
prirozenych cislech jsou rovny nule. Tyto funkce jsou sice nespojité, ale L; obsahuje vSechny funkce,
tedy i nespojité funkce. hod A5 = oo, protoze mnozina A(L;) obsahuje vSechny nekoneéné posloupnosti,

jmenovité tedy (1,0,0,...),(0,1,0,...),... a ty jsou linedrné nezavislé a je jich nekoneéné mnoho.
def Ag = 0, protoze Ker Ag = {01}. hod Ag = oo, protoze napiiklad obrazy nasledujicich posloup-
nosti (1,0,0,...),(0,1,0,...),... jsou linedrné nezvislé.

def Cp = dim{01} = 0, hodCp = dimR? = 3.
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4.27. P¥iklad. Zobrazeni A: R? — R3, A(r1,22) = (21 + 279, —72,2w1 — 32) z piikladu 4.12 m4
defekt roven nule. V piikladu 4.22 jsme totiz ukazali, Ze Ker A = {01 }. Spo¢itdme jesté hod A:

hod A = dim A(L;) = dim A({(1,0), (0,1))) = dim(A(1,0),.4(0,1)) = dim((1,0,2), (2, -1, -3)) = 2.
4.28. VétaX* Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni. Pak def A + hod A = dim L,

Dukaz (pro hloubavé ¢tenaie). Necht nejprve jsou def A i hod A kone¢né. Oznacme by, bs, ..., by bazi
linedrniho podprostoru Ker A a ¢y, ¢, . . ., ¢, bazi lineadrniho podprostoru A(L;). Ke kazdému vektoru ¢;
existuje vektor ¢, € Ly takovy, ze A(c}) = ¢;. K jednomu vektoru ¢; mize existovat vice vektort ¢, uve-
dené vlastnosti, v takovém ptipadé je jedno, ktery vybereme. Dokdzeme, Ze {by, ba, ..., by, c}, ¢, ..., ¢}
tvofi bazi linedrniho prostoru L;. Dokazovany vzorec pak plyne z toho, ze dim L; je rovna poc¢tu prvka
béze, tedy dim L = k + m, pfitom def A = k a hod A = m.

Pro¢ je mnozina {by, ba, ..., by, c},ch, ..., ¢} linedrné nezavisla?

o1 =a1 by +azby+ - +ap by + By + Bach+ -+ B e,
takze: 02 =A(01) = A(a1 by + by + - -+ apby+B1 ¢y + Pach+ -+ Brcy,) =
=A(a1 by + g by + - + o by) + frA(c)) + f2A(ch) + -+ B Alc,,) =
=51 A(c)) + BoAley) + - BnAley,) = Prer + Baca+ -+ + B Cin.

Vyuzili jsme vztahu A(aq by + agbs + -+ + ag b)) = 02, ktery je disledkem faktu, Ze tato linedrni
kombinace lezi v Ker A. Protoze {c1,co,...,cn} je baze, je linedrné nezavisld, takze §; = 0 pro vSechny
i€{1,2,...,m} (pouze trividlni linedrni kombinace baze je rovna nulovému vektoru). Dosazenim tohoto
poznatku do pivodniho vztahu médme 01 = ay by + ag bs + - - - + «ay, by.. Protoze {by,bs, ..., by} je béze,
musi «; = 0 pro vSechny i € {1,2,...,k}. TakZe pouze trividlni linedrni kombinace mnoziny vektort
{b1,ba,... by, ci,ch, ... c,} je rovna nulovému vektoru, je tedy tato mnozina linedrné nezavisla.

Pro¢ je (by,ba,...,bg,c},¢ch,...,c.) = L7 Je tfeba ukazat, ze kazdy vektor x lze zapsat jako
linedrni kombinaci vektortt z {by, ba, ..., by, ¢}, ch, ..., ¢, }. Existuji koeficienty f3; tak, ze

A(x) =prer +Baca+ -+ B Cm,
protoze {c1, ca,...,cm} je baze A(Ly). Déle plati
Al —ficy + 0oy + -+ Bmey,) =Alx) — (Brer + Baca+ -+ Bm em) = Alx) — A(z) = 02,

takze vektor @ — By ¢} + B2 ¢y + -+ - + O €, lezi v Ker A a 1ze jej vyjadiit jako linedrni kombinaci baze
linearniho podprostoru Ker A. Je tedy

x—ic)+ 02y + -+ Bmc, =a1by +asby+ -+ apby

a po pricteni (1 ¢} + Bach + -+ + B ), k obéma strandm rovnosti madme x vyjadieny jako linedrni
kombinaci vektort by, b, ..., by, ¢y, ch, ..., ..

Je-li def A = 0o, musi byt téz dim L; = oo, protoze Ker A ma nekoneénou dimezi a je podprosto-
rem linedrniho prostoru L;. Necht koneéné hod A = co. Pro spor predpokladejme, ze dim L je konecné.
Necht {b1,bo,...,by} je baze Lq. Plati A(L1) = A((b1,ba,...,br)) = (A(b1), A(b2),... A(by)). Podle
véty 3.17 tento obal nemtize obsahovat linedrné nezavislou mnozinu s vétsim poctem prvkid nez k, coz je
spor s tim, ze hod A = oc.

4.29. Priklad. PovSimneme si, Ze véta def A+hod A = dim L ,funguje* ve vSech pfikladech linedrnich
zobrazeni uvedenych v piikladu 4.3. (2): 1+ 00 =00, (3): 1+2 =3, (4): oo+ 1 =00, (5): 00 + 00 = 00,
(6): 04 0o = o0, (7) 0+ 3 = 3. Zobrazeni z ptikladu 4.12 rovnéz spliiuje 0 + 2 = 2.

4.30. Véta. Necht A: L1 — L je linedrni zobrazeni. Pak def A = 0 pravé tehdy, kdyz A je prosté.

Dukaz. Necht def A = 0 a x,y € L1, * # y. Pro spor pfedpoklddejme, ze A(x) = A(y), takze
A(xz) — A(y) = 02, takze A(x — y) = 02. To znamena, ze x — y € Ker A, ale podle pfedpokladu vime,
7e T —y # 01 a soucasné Ker A = {01 }. Spor.

Necht nyni A je prosté. Vime, A(o1) = A(02). Protoze je A prosté, je o1 jediny vektor, ktery se
zobrazi na os, takze Ker A = {0;}.

42



Linedrni algebra 4. Linedrni zobrazent, izomorfismus

4.31. Véta. Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni, M C L; je linedrné zavisla mnozina v L. Pak je
A(M) lineédrné zavisla mnozina v Lo.

Dukaz. Je-li M linedrné zavisld, pak koneénd pomnozina {1, s, ...,x;} C M je linedrné zavisla. Takze
plati
1T + a2 + - + ATy = 01,

pricemz asporti jedno «; je nenulové. Zobrazenim obou stran rovnice a z principu superpozice dostavame:
Alonxy + asy + -+ + apxy) = a1 A(xr) + a2 A(x2) + - - + an A(y,) = 02,

pritom stale jedno «; je nenulové. Takze vektory {A(xz1), A(z2),..., A(z,)} C A(M) jsou linedrné
zévislé, takze 1 A(M) je linedrné zavisl4 mnozina.

4.32. Poznamka. Line4rni zobrazeni nemusi linedrné nezavislou mnozinu N zobrazit na mnozinu line-
arné nezavislou. Napiiklad nenulové konstantni funkce se zobrazi pti pouziti zobrazeni Ay z piikladu 4.3
(derivace) na nulovou funkci, tedy na nulovy vektor v L, ktery je linedrné zavisly. Vzorem byla ale
nenulova funkce, tedy linearné nezavisly vektor.

V pfedchozim textu jsme ukazali, Ze vSechny ostatni ,vlastnosti linearity“ (linedrni podprostor,
linedrni obal, linedrni zavislost) se pfi linedrnim zobrazeni neméni. V jakém piipadé se neméni linearni
nezavislost ukazuje nasledujici véta.

4.33. Véta. Linearni zobrazeni A zobrazuje linearné nezavislé mnoziny vzort na linedrné nezavislé
mnoziny obrazu pravé tehdy, kdyz A je prosté zobrazeni.

Dukaz. Necht nejprve A(N) je linedrné nezéavisla pro vSechny linedrné nezavislé mnoziny N. Dokazeme,
Ze A je prosté zobrazeni. Volme vektory @,y € Ly, ¢ # y. Potfebujeme dokazat A(x) # A(y). Zvolme
N ={x — y}, tj. N je nezavisla. Pak A(N) = {A(x — y)} je podle pfedpokladu linedrné nezavisla, tedy
A(x — y) # 02. Z linearity zobrazeni je 0y # A(x —y) = A(x) — A(y), neboli A(x) # A(y).

Obracené, predpokladejme, ze A je prosté a N je linedrné nezévislda mnoZina. Pro spor budeme
predpokladat, ze A(N) je linedrné zavisla. Pak musi existovat koneéné mnoho {x1, s, ..., xr} C N, pro
které 1ze najit nenulové «; tak, ze

atA(xy) + agA(x2) + ... + o Alzy,) = 02
Podle principu superpozice je
a1 A(zy) + asA(xs) + ... + anAlxy,) = Alar@y + ae®s + ... + apxy) = 09

takze a1y + asxs + ... + apx, € Ker A. Protoze je A prosté, je podle véty 4.30 Ker A = {o1}. Takze
a1+ + ...+ apx, = 01. Pfipometime, Ze {x1,xa, ...,z } je podmnozinou N, takze tyto vektory
jsou podle véty 2.28 linearné nezavislé. Dale pfipomenme, ze ve vztahu ajx; + asxs + ... + apx, = 01
existuje nenulové «;. Dostavame spor.

4.34. PoznamkaX* Piedchozi véty ndm zarucuji, ze zobrazeni, které je linedrni a prosté, zobrazi ve-
sekré ,linedrni skutecnosti“, které muzeme zkoumat v linedrnim prostoru L, (zavislost, nezavislost,
podprostory, linedrni obaly, béze, dimenze), bez ztraty informace do linedrniho prostoru Ls. Pokud je
linearni prostor Lo volen tak, Ze se tam tyto skutecnosti pohodlnéji zkoumayji, stoji za to prevést pomoci
,vhodného linedrniho zobrazeni“ problém z L, do Ly a tam jej podrobit zkouméni. Takovym vhodnym
linedarnim zobrazenim je zobrazeni, které vektortim pritfazuje soutadnice. To fika nasledujici véta.

4.35. VétaX* Necht L je linedrni prostor, dim L = n a necht (B) je usporddand baze prostoru L. Pak je
zobrazeni Cp: L — R", které kazdému vektoru & € L prifadi jeho souradnice vzhledem k usporadané
béazi (B), zobrazenim linedrnim, prostym a na R™.

Dukaz. Véta 3.35 fikd, ze kazdému vektoru x lze jednoznacné priradit usporadanou n-tici souradnic
vzhledem k uspotrddané bézi (B), takze Cp je zobrazeni z L do R™.
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Pro¢ je lindrni? Necht Cp(x) = (a1,02,...,a,), Ce(y) = (51,02,...,5,). Pro vétsi nzornost
operace v L budeme znacit @, ®, zatimco operace v R" definované v prikladu 1.12 stejné jako bézné
operace v R oznaéime + a -. Necht (B) = (b1, ba, ..., b,). Pro vektory vektory x a y plati

Tr = a1®b1 ) a2®b2 D---D anany y= ﬁlel S5 52®b2 DD ﬁnan
Po secteni téchto rovnosti a po vynasobeni prvni rovnosti ¢islem v € R dostavame

TPy = (a1 +51)0b1 D (g + B2)Obs @ -+ - @ (ap, + ) Oby,
YOz = (7-01)0by & (7 a2)®bs @ -+ B (7 - ) Oby,.

Protoze soutadnice vektoru vzhledem k bazi jsou urCeny jednoznacné, z uvedenych rovnosti plyne, zZe
Cgxdy) =Cp(x)+Cr(y), Ce(yo@x) = v -Cp(x). Zobrazeni Cp je tedy linedrni.

Hledejme nyni KerCg. Protoze 0o = 0-b; ®0-by @ --- @ 0 - b, a nenulovému vektoru se trivialni
linedrni kombinace rovnat nemutze, je Ker Cp = {0}, neboli def Cp = 0. Z véty 4.30 plyne, Ze Cp je prosté
zobrazeni.

Protoze ke kazdému prvku a € R", a = (a1, a9, ..., q,) existuje € L, pro ktery Cp(x) = a (staci
volit & = a1 Ob; D as®by® - - D, ®by,), je Cp(L) = R™. Zobrazeni Cp je tedy zobrazenim z L ,na“ R™.
Je hodCp = dimR™ = n.

4.36. Definice* Linedrni zobrazeni A: L1 — Lo, které je prosté a na Lo se nazyva izomorfismus.
Existuje-li izomorfismus A: L; — Lo, fikdme, Z%e prostory Li, Lo jsou izomorfni, nebo ze Ly je izomorfni
s La, resp. Lo je izomorfnis Ly.

4.37. Poznamka. Je ziejmé, Z%e zobrazeni A: Ly — Lo, které je prosté a na Lo, mé tu vlastnost, ze
kazdému y € Lo lze jednoznaéné najit @ € L tak, ze A(x) = y. Skute¢né, pro dany obraz y € Lo lze
vzor * € L najit, protoze A je ,na“ Ls. Prifazeni je jednoznac¢né, protoze A je prosté. Toto ,zpétné
zobrazeni“ z Ly do L, se nazyva zobrazeni inverzni k zobrazeni A a znaéime je A~!. Pozdéji v této
kapitole tento pojem zavedeme pfesnéji a ukazeme, Ze inverzni zobrazeni k linedrnimu zobrazeni je
rovnéz zobrazeni linearni. Takze inverzni zobrazeni k izomorfismu existuje a je rovnéz izomorfizmus. To
je diuvod, pro¢ v definici 4.36 izomorfnich prostorii se nerozliSuje mezi tvrzenimi I je izomorfni s Ly
a ,,Lo je izomorfni s Lq“.

4.38. Véta* Kazdy linearni prostor L, pro ktery je dim L = n, je izomorfni s linedrnim prostorem R™.
Duikaz. Hledanym izomorfismem jsou naptiklad soufadnice vzhledem k bézi, viz vétu 4.35.

4.39. Poznamka. Predchozi véta ma v linearni algebfe zdsadni vyznam. Potfebujeme-li zkoumat ,vlast-
nosti linearity“ na libovolném linedarnim prostoru kone¢né dimenze, stac¢i ndm pomoci izomorfizmu sou-
fadnic zkoumat tyto vlastnosti v linedrnim prostoru R™. V tomto linedrnim prostoru s¢itdme a nasobime
konstantou po slozkach, tedy pracujeme s realnymi ¢isly. Algoritmy, které fesi ,otazky linearity“ v R"™
jsou tedy zalozeny na numerickych vypoctech. Slozky vektort z R™ budeme v ramci téchto algorimu
Casto zapisovat do fadkt pod sebe, ¢imz vznikaji tabulky ¢isel, kterym rikdme matice. V nésledujicich
kapitolach zamérime tedy pozornost na linearni prostor R™ a naucime se pracovat s maticemi.

4.40. Priklad. Necht P je linedrni podpro-

stor linearniho prostoru Uy orientovanych 3

usecek, které vsechny lezi v roviné papiru to-

hoto textu (nebo v roviné stinitka obrazovky, u+v
pokud to né&jaky nestastnik ¢te z obrazovky 2

pocitace) a vSechny zac¢inaji v bodé O na u

obrazku. V P jsou dany dva vektory w a v
(viz stejny obrazek). Kdybychom chtéli tyto /
vektory napiiklad secist v linedrnim podpro- bo

storu P, musime pouzit pravitko a kruzitko,
nebot s¢itani je v tomto lindrnim prostoru O b1 2 3 4 5 6

definovdno geometricky (viz piiklad 1.14).
Muzeme ale problém ,secteni téchto dvou vektora“ prenést pomoci izomorfismu soutradnic do linearniho
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prostoru R2. Volbu béze a nalezeni soufadnic vidime na obrazku. Soufadnice vektoru w vzhledem
k béazi (b1, by) jsou rovny (1,2) a soufadnice vektoru v vzhledem ke stejné bézi jsou (5,1). V linedrnim
prostoru R? mtizeme provést soucet: (1,2) + (5,1) = (6,3). Tento vypocet jsme provedli numericky.
Koneéné je mozné vysledek v R? pievést zpét do ptivodniho linedrniho podprostoru P pomoci inverzniho
izomorfismu. V linedrnim podprostoru P pak vysledek narysujeme.

Nebo se mizeme ptéat, zda vektory w a v jsou linedrné nezavislé v Up. To zjistime ,,pohledem na né“,
7e totiz nelezi ve spolecné primce. Vektory u a v jsou linedrné nezévislé pravé tehdy, kdyz jsou linedrné
nezavislé jejich soutadnice v R2. To zarucuje izomorfismus soufadnic. Soufadnice téchto vektorti mizeme
zapsat do radkiu matice:

2 1
A= (1)

Ukazeme v nasledujicich kapitoladch, ze linedrni nezévislost fddkd takové matice lze ovérit vypoctem
determinantu matice A a ovéfenim, Ze je tento determinant nenulovy. V R" tedy jsme schopni otazky
linearity zkoumat numericky (pomoci algorimti zaloZzenych na pocitani s éisly). Tento numericky vypocet
pak odpovi diky izomorfismu soufadnic i na geometrickou otdizku, zda tfeba vektory lezi ¢i nelezi v jedné
pfimce.

4.41. Poznamka. Isomorfizmus souradnic ndm umoznuje si kazdy vektor linedrniho prostoru koneéné
dimenze predstavit jako usporadanou n-tici, tfebaze ten vektor ve skute¢nosti je popsan jinak. Treba
v pfipadé geometrického prostoru dimenze 3 orientovanych tisecek mtizeme pii predstavé vektoru myslen-
kové ,,pfepinat®“ mezi orientovanou tiseCkou a usporadanou trojici podle potieby. Nebo zkoumani linearni
zévislosti a nezavislosti polynomt nejvyse n-tého stupné miizeme pievést na zkouméani zavislosti ¢i neza-
vislosti uspotaddanych (n+1)-tic jeho koeficient. Zobrazeni, které polynomu pfifadi soufadnice vzhledem
k uspotadané bazi (1,x,22,...,2"), je totiz izomorfismus.

4.42. Poznamka. V zavéru této kapitoly zavedeme slozené zobrazeni, inverzni zobrazeni a uvedeme
jejich vlastnosti. K linedrnim zobrazenim se pak vratime jesté v kapitole desaté, kde odhalime mnoho
dalsich vlastnosti zejména v souvislosti s tim, Ze mezi zobrazenimi lineadrnich prostort kone¢né dimenze
a maticemi cisel je tizkd souvislost.

4.43. Definice. Necht A: Ly — Ly a B: Ly — L3 jsou zobrazeni. Symbolem BoA: L; — L3 oznacujeme
slozené zobrazeni, které je definovano predpisem (B o A)(z) = B(A(x)), V& € L.

4.44. Poznamka. Symbol o pro sklddéni zobrazeni ¢teme Bo A

wzprava doleva“. To znamend, Ze ve slozeném zobrazeni

B o A zpracuje vstupni hodnotu x nejprve zobrazeni A /\
a vytvori ,mezivysledek“ A(x), ktery je dale zpracovan A B

zobrazenim B. Duvod tohoto ,arabského ¢teni“ vyplyva
ze skutecnosti, ze vstupni hodnotu x klademe do zavorky
vpravo od symbolu zobrazeni, takze (BoA)(z) = B(A(x)).
Je tfeba také upozornit na to, ze literatura v tomto znaceni
neni jednotna.

4.45. Véta. Necht A: Ly — Ly a B: Ly — L3 jsou linearni zobrazeni. Pak je linearni téz slozené
zobrazeni (Bo A): Ly — Lg.

Duikaz. Necht © € L1, y € L1, a € R.

(BoA)(z +y) =B(A(x +y)) = B(A(z) + A(y)) = B(A(z)) + B(A(y)) = (Bo A)(z) + (Bo A)(y)
(BoA)(az)=B(A(ax)) = B(a A(x)) = a B(A(z)) = o (B o A)(x).
4.46. Definice. Identické zobrazeni je zobrazeni T: L — L, které je definovano pfedpisem Z(x) = .
Struéné nazyvame zobrazeni Z identitou. Necht A: Ly — Ly je prosté zobrazeni. Pak definujeme inverzni
zobrazeni A=t : A(L1) — L1 jako takové zobrazeni, které splituje A~ toA = Z,kde Z: L1 — L; je identita.
4.47. Véta. Je-li A: L1 — Ly prosté, pak existuje pravé jedno inverzni zobrazeni A~!: A(L;) — L.

Dukaz. Pro kazdy prvek y € A(L;) existuje pravé jeden prvek x € L; takovy, ze A(x) = y. To plyne
pifmo z definice 4.6 prostého zobrazeni. Definujeme A~!(y) = x. Vidime, ze A~! o A je identita.
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4.48. Véta. Je-li L linearni prostor, pak identita Z: L — L je linearni. Je-li A: Ly — Ly linearni a
prosté zobrazeni, pak téz A~1: A(L;) — L je linedrni.

Dtikaz. Identita je zcela zfejmé linearni. Ovéfime linearitu zobrazeni A~!. Pocitejme A~ (x + y) pro
xz € A(L1),y € A(L1). Podle poznamky 4.19 je A(Ly) linedrni podprostor, takze x+y € A(L1). Protoze
A je prosté, existuje pravé jeden vektor a € L; a pravé jeden vektor b € L; tak, ze A(a) = x, A(b) = y.
Plati tedy A~!(z) = a, A~(y) = b. Protoze A je linearni, je A(a + b) = x + y, neboli

ANz +y)=at+b=A"(z)+ A (y)

Protoze A je linearni, plati pro a € R, 7ze A(ca) = ax, neboli A (az) = aa=a A7 (z).

4.49. Véta. Necht A: L; — Lo je izomorfismus. Pak je inverzni zobrazeni A~': L, — L; rovnéz
izomorfismus.

Dukaz. Izomorfismus je zobrazeni, které je linearni, prosté a ,na‘“.

Ze je A~1 definovano na celém Lo plyne z toho, ze A je ,na“ Ly, neboli A(L;) = Ls.

Ze je A™! linearni plyne z véty 4.48.

Ze je A1 prosté plyne z toho, Ze je A zobrazeni. Dvéma riiznym prvkim x € Ly, y € Ly museji
odpovidat rtizné prvky a € Ly a b € L; takové, ze A(a) = x, A(b) = y. Kdyby mélo platit a = b,
okamzité vidime, Ze zobrazeni A nemutiZe splitovat A(a) = = # y = A(b) = A(a).

Ukézeme, ze A~! je ,na“ L;. Kazdy prvek a € L, je zobrazenim A pfeveden na néjaky prvek
A(a) = x € Ly. Jinymi slovy neexistuje prvek a € Ly, ktery by nemél sviyj proté&jsek A(a) = x € Lo.

4.50. VétaX Slozeni dvou izomorfismi je izomorfismus.

Duikaz. Uvazujme izomorfismy A: Ly — Lo, B: Ly — L3. Dokazeme, ze B o A je izomorfismus.
Bo A je linearni diky vété 4.45. Bo A je prosté, protoze A je prosté i B je prosté. Konecéné Bo A je
,na‘ L, protoze B(A(Ly)) = B(L2) = L.

4.51. VétaX* Kazdé dva linearni prostory stejné koneéné dimenze jsou vzéjemné izomorfni.

Duikaz. Nechf L1, Ly jsou linearni prostory, dim L; = dim Ly = n. Pak existuji podle véty 4.38 izomor-
fismy A: L; — R™ a B: Ly — R". Podle véty 4.49 je B~!: R" — Ly izomorfismus. Nakonec véta 4.50
ik, z7e B~ o A: Ly — Lo je izomorfismus.

4.52. Poznamka. Posledni véta zhruba fikd, Ze je zbyteéné pii studiu vlastnosti linedrnich prostort
kone¢né dimenze mezi nimi rozlisovat. Napriklad polynomy nejvyse druhého stupné se chovaji z hlediska
wvlastnosti linearity“ stejné jako orientovné tsecky se spoleénym pocatkem a ty se chovaji stejné jako
usporadané trojice redlnych ¢isel. Pro linearni prostory nekonecné dimenze analogicka véta neplati.

4.53. Shrnuti. Zobrazeni je linedrni, pokud zobrazi soucet vzoru na soucet obrazu a alfanasobek vzoru
na alfandsobek obrazu /4.8/, tedy pokud zobrazeni ,respektuje“ soucet a nésobek. Tato vlastnost je
ekvivalentni s principem superpozice, tj. linedrni kombinace vzori se zobrazi na linedrni kombinaci
obrazt se stejnymi koeficienty /4.16/. Z té okamzité plyne, Ze linedrni obaly (neboli podprostory) vzorti
se prenesou na linedrni obaly (neboli podprostory) obrazt /4.18/.

Mnozinu vSech vzort, které se zobrazi na nulovy vektor ve vystupnim linearnim prostoru, oznacujeme
symbolem Ker a jedn4 se o podprostor vstupniho linearniho prostoru /4.20/. Dimenzi tohoto podprostoru
fikdme defekt /4.24/. Hodnost zobrazeni je dimenze podprostoru vsech obrazii. Soucet defektu a hodnosti
je roven dimezi vstupniho linedrniho prostoru /4.28/.

Linedrni zobrazeni je prosté /4.6/ pravé tehdy, kdyz ma nulovy defekt /4.30/ coz plati pravé tehdy,
kdyz jsou vSechny linedrné nezévislé mnoZiny zobrazeny na linedrné nezavislé mnoziny /4.33/. Linearni
zobrazeni které je prosté, tedy zachova vSechny linedrni vztahy mezi vzory i v postoru obrazu (zavislost,
nezévislost, baze, dimenze, podprostory, obaly). Je-li takové zobrazeni navic ,na“ prostor Lo, fikdme mu
izomorfismus /4.36/.

Souradnice vzhledem ke konecné usporadané bazi zobrazuji libovolny vektor na usporddanou n-
tici v R™ a je to izomorfismus /4.35/. Diky tomu jsou vSechny linedrni prostory dimenze n izomorfni
s R™ /4.38/ a jsou izomorfni i sobé navzajem /4.51/. P¥i studiu linarnich skute¢nosti, které jsou dusledky
axiomu linearity v definici 1.6, neni tedy tfeba rozliSovat mezi jednotlivymi linedrnimi prostory stejné
dimenze. Casto se pomoci izomofismu soutfadnic ,pFepneme“ do R™ a tam linedrni problém Fesime
numericky. K tomu budeme potifebovat umét dobfe pocitat s maticemi, a proto se této problematice
vénuji nasledujici kapitoly.

46



5. Matice

S pojmem matice jsme se uz seznamili v tvodu do Gaussovy elimina¢ni metody. Nyni si definujeme
pojem matice presnéji.

5.1. Definice. Matice typu (m,n) je tabulka redlnych (nebo komplexnich) ¢&isel s m fadky a n sloupci.
Cislo a; ; z i-tého fadku a j-tého sloupce této tabulky nazyvame (i,j)-ty proek matice. Mnozinu vech
matic typu (m, n) zna¢ime R™", pokud m4 redlné prvky, a C"™", pokud mé komplexni prvky.

Matici A € R™"™ (nebo A € C™") zapisujeme takto:

a1,1, a1,2, e a1,n

az;1, a22, ..., Q2pn
A_ =

m,1, Gm2, ---, (mmn

nebo zapiSeme jen stru¢né prvky matice A:
A=(a;;), 1€{1,2,...,m}, je{l,2,...,n}.

Matici, kterd ma vSechny prvky nulové, nazgvame nulovou matici. Matici typu (m,n) nazgvame ctver-
covou matici, pokud m = n.

V nésledujicim textu budeme pracovat vétsinou s redlnymi maticemi (tj. s maticemi z R™"). Skoro
vsechny vlastnosti 1ze analogicky odvodit i pro matice komplexni.

5.2. Poznamka. Dvé matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a vSechny prvky jedné matice se rovnaji
odpovidajicim prvkim matice druhé. Presnéji, A = (a; ;) € R™" se rovna matici B = (b; ;) € R?9,
pokud m = p, n =q a a; j = b; j pro viechna i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}.

5.3. Definice. Necht A = (a;;) € R™", B = (b;;) € R™". Matici C € R"" nazyvame souc-
tem matic A,B (zna¢ime C = A + B), pokud pro prvky matice C = (¢; ;) plati ¢;; = a;; + b;j,
ie{l,2,...,m},j€{1,2,...,n}. Necht a € R. a-ndsobek matice A je matice - A = (a; ;). Nazorné:

ay1+biy, ai2+bia, .., arp+bin Qayl, «ar2, ..., Ain

az1+ba1, az2+baa, ..., azn+ban a1, a2, ..., Az,
A+B= ) , a-A=

Q1 + bm,17 A2 + bm,Qa ceey OGmon + bm,n Aam,1, XQmpm 2, -.., XAmn

5.4. Véta. Mnozina R tvori se s¢itanim matic a ndsobenim matice redlnym ¢islem podle definice 5.3
inearni prostor. Nulovy v r rostoru je nulova matice.
line& ostor. Nulo ektor tohoto prostoru je nulova matice

Dikaz. Diikaz si ¢tenar provede sdm jako cviceni. Srovnejte s priklady 1.10 a 1.12.

5.5. Priklad. MnoZina

B =

OO =
o O O
o o o
O O =
o = O
o o o
o O O
o = O
= o O
o OO
o O O
= o O

tvoii bazi linedrniho prostoru R32.
Abychom to ukazali, ovéfime linedrni nezavislost B a dale vlastnost (B) = R*?2. Nejprve ovéfime
linearni nezavislost. Polozme linedrni kombinaci prvkt z B rovnu nulové matici:

10 0 1 0 0 0 0 0 0 00 00
alo o|l+s|o o)l+~v|1 0of+sf{0 1|+e(0 0]+¢c|0 0)]=]0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 1 0 0

Odpovidajici slozky se museji rovnat, coz vede k Sesti rovnicim: « =0, 3=0,v=0,0 =0, =0, =0.
Jediné trivialni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.
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Linedrni algebra 5. Matice

Ovéfime nyni vlastnost (2) z definice 3.2. Necht

a b
c d
e f

je néjaka matice z linearniho prostoru R??2. Snadno zjistime, Ze existuje linearni kombinace matic z mno-

Ziny B, ktera je rovna této matici (staci volit « = a, 8 =b, v =¢,0 =d, p =e€, v = f). Tim jsme

dokézali, ze (B) = R3? a B je tedy béaze linearniho prostoru matic R*2. Nazyvame ji standardni bazi.
Dimenze linearniho prostoru R>?2 je podet prvka baze, je tedy rovna Sesti.

5.6. Priklad. Plati dim R"™"™ = m - n. Analogicky jako v piikladu 5.5 lze totiz sestrojit bazi linearniho
prostoru R™"™, kterd ma m - n prvk.

5.7. Véta. Linearni prostor jednosloupcovych matic R™! je izomorfni s linedrnim prostorem R™. Line-
arni prostor jednoradkovych matic RY™ je rovnéz izomorfni s linedrnim prostorem R".

Dukaz. Véta je dusledkem véty 4.51.

5.8. Poznamka. Mezi linedrnim prostorem R™ a linearnim prostorem R™! budeme pouzivat nasledujici
izomorfismus: slozky vektoru z R™ napiSeme po fadé (misto do fadku) do sloupce. Vzhledem k tomuto
izomorfismu ¢asto ztotozitujeme vektory z R™! s vektory z R™ a mluvime o sloupcovych vektorech.
Analogicky vektory z RY" nazyvame rddkové vektory a také je ztotoziujeme s vektory z R™.

5.9. Poznamka. V néasledujicim textu si ukdzeme, jaké vlastnosti ma modifikace matice Gaussovou
eliminacni metodou. Na matici v tomto kontextu budeme pohlizet jako na matici fadkovych vektort
kladenych pod sebe. Pfesnéji, matice R"™ obsahuje m fadkovych vektort (fadka matice), kazdy z nich
je z linedrniho prostoru RY™. Tento linedrni prostor podle poznamky 5.8 ztotoziiujeme s linedrnim
prostorem R™.

5.10. Definice. Symbolem A ~ B oznacujeme skutecnost, ze matice B vznikla z matice A konecnym
poc¢tem kroki podle Gaussovy elimina¢ni metody. Za krok Gaussovy eliminac¢ni metody je povazovano
prohozeni fadki, pronasobeni fadku nenulovou konstantou, pri¢teni nasobku fadku k jinému, odstranéni
nulového tadku nebo pridani nulového radku.

5.11. Véta. Relace ,~“ je symetricka, tj. A ~ B pravé tehdy, kdyz B ~ A.

Dukaz. Stac¢i ukazat, ze po provedeni jednoho kroku podle Gaussovy eliminaéni metody se 1ze pomoci
dalsich kroku podle Gaussovy elimina¢ni metody vréatit k ptvodni matici.

(1) Prohozeni dvou libovolnych fadkt mezi sebou. Staéi prohodit tytéz fadky mezi sebou jesté jednou
a mame puvodni matici.

(2) Vynésobeni jednoho faddku nenulovym redlnym ¢islem «. Sta¢i vynédsobit tento fadek ¢islem 1/
a dostavame puvodni matici.

(3) Pfic¢teni a-nasobku né&jakého fadku a k radku b (fadek a se v tomto kroku opisuje). K piivodni
matici se pak vratime tak, ze k pravé zménénému faddku pficteme (—a)-nésobek fadku a.

(4) Vynechéni nebo ptidani nulového fadku. Jestlize nulovy fadek pti pfechodu k matici B vyne-
chame, tak jej zas pfi navratu k matici A pridame. Pokud jej pfi prechodu k matici B pfidame, pak jej
pri navratu k matici A odebereme.

5.12. Poznamka. V nékteré literatufe se misto kroku (3) uvadi pficteni linedrni kombinace ostatnich
fadki ke zvolenému fadku b. Tento krok lze samoziejmé nahradit koneénym opakovanim kroku (3).

V jiné literarute se nékdy neuvadi prohozeni radku jako samotny krok Gaussovy eliminacni metody,
protoze tento krok lze (ponékud tézkopadné) provést opakovanym pouzitim kroku (3) a v zavéru aplikaci

kroku (2):

a a a—(a+b)\ [ -b —b b

b a+b a+b ~\a+b a al’
5.13. Definice. Mnozinu vSech fadka matice A znac¢ime r: A. Linearni obal mnoziny vSech fadka ma-
tice A je tedy oznacen symbolem (r: A).
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Linedrni algebra 5. Matice

5.14. VétaX* Je-li A ~ B, pak (r: A) = (r: B). Jinymi slovy: Gaussova elimina¢ni metoda zachoviva
linearni obal radkt matice.

Dukaz. Dokédzeme nejdiive pomocné tvrzeni: jestlize A; je matice, kterd vznikne z matice A jednim
krokem podle Gaussovy eliminaéni metody, pak (r: A1) C (r: A).

Vsechny radky matice A; lze zapsat jako linedrni kombinaci fadkt matice A. Je pfitom jedno, zda
matice A; vznikla prohozenim fadku, pronasobenim jednoho fadku nenulovym redlnym ¢islem, pfi¢tenim
nasobku jednoho faddku k jinému, odebranim nebo pfidanim nulového fadku. Plati tedy, ze r: A; C (1: A).
Podle véty 2.37 je (r: A1) C ((r: A)) = (r: A), takze (r: A1) C (r: A).

Pomocné tvrzeni mame dokdzéno. Pokud toto tvrzeni uplatnime opakované (matice B vznikla z ma-
tice A po koneéné mnoha krocich podle Gaussovy elimina¢ni metody), mame vysledek (r:B) C (r: A).
Tvrzeni dokazované véty nyni plyne ze symetrie relace ,,~“, tj. z véty 5.11.

Obréacené tvrzeni k této vété ,jestlize (r: A) = (r: B), pak A ~ B* dokéazeme v odstavci 6.53.

5.15. Pi¥iklad. Radky matice A i matice B uvedené nize maji podle véty 5.14 stejné linearni obaly.
Tyto obaly tvoii podle véty 2.39 néjaky linearni podprostor linedrniho prostoru RP.
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Snadno ovéfime, ze fadky matice B jsou linedrné nezavislé. Takze tyto fadky tvoii bazi linearniho
podprostoru (r: BY = (r: A). Vidime tedy, ze dim(r: A) = 3.

5.16. Definice* Hodnost matice A zna¢ime hod(A) a definujeme hod(A) = dim(r: A).

5.17. VétaX* Je-li A ~ B, pak hod(A) = hod(B). Jinymi slovy, Gaussova eliminaéni metoda neméni
hodnost matice.

Dukaz. Véta je jednoduchym disledkem véty 5.14 a definice 5.16.

5.18. Priklad. Matice B z prikladu 5.15 mé ziejmé hodnost 3. Véta 5.17 ndm zaruci, Ze i matice A
z tohoto piikladu mé hodnost 3.

5.19. Poznamka. Pozorny Gtenar si jisté v§iml, Ze v definici 4.24 jsme pouzili pojem ,hodnost* v kon-
textu linearniho zobrazeni. Nyni jsme definovali hodnost matice. Zatim je rozumné toto vnimat jako
dva razné pojmy, kazdy ma svou definici. Také budeme definovat zvl4st inverzi matice, t¥ebaze definice
inverzniho zobrazeni uz zaznéla. V tuto chvili se zaméfime pouze na vlastnosti matic, budeme hledat
napfiklad algoritmy pro vypocet hodnosti matice a teoretické disledky tohoto pojmu. Pozd€ji budeme
schopni sestavit izomorfismus mezi linearnim prostorem matic a linedrnim prostorem linearnich zobra-
zeni. Pak ukazeme, ze uvedené pojmy se ve smyslu tohoto izomorfismu shoduji.

5.20. Véta. Hodnost matice je maximalni pocet linedrné nezavislych fadktt matice. Presnéji feceno,
hodnost je pocet prvkt nejvétsi linearné nezavislé podmnoziny z mnoziny fadkd matice.

Dikaz. Zkoumanou matici ozna¢im symbolem A. Jsou-li fadky matice A lineadrné nezavislé, polozim
A = A’ jinak odeberu postupné z A radky, které jsou linearni kombinaci ostatnich, jako v pfikladu 3.13.
Po kone¢né mnoha odebranich vznikne matice A’, kterd ma linedrné nezavislé radky a (r: A) = (r: A’).
Proces vzniku matice A’ samozifejmé nemusi byt jednoznacny. OvSem Fddky matice A’ jsou v kazdém
pripadé podmnozinou fadka matice A, kterda je nejpocetnéjsi z téch podmnozin, které jsou linedrné
nezévislé. Raddky matice A’ jsou totiz bazi podprostoru (r: A) a kdyby existovala podetnéjsi linedrné
nezavisld mnozina se stejnym linedrnim obalem, byla by také bazi téhoz podprostoru. To ale neni mozné,
nebot dvé baze stejného linedrniho (pod)prostoru maji podle véty 3.18 stejuy pocet prvki. Pocet Fadki
matice A’ je podle definice 5.16 roven hodnosti matice A.

5.21. Poznamka. Casto je hodnost matice definovana jako maximalni pocet linedrné nezévislych fadku
matice. Je ovSem potfeba si velmi pec¢livé uvédomit, co slovo ,,maximélni* v této formulaci znamena, a
je potfeba z takové definice umét dokazat vétu 5.17.
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5.22. Poznamka. Matice B v piikladu 5.15 je typickou ukdzkou matice, kterd vznikne po ukonceni
pfimého chodu Gaussovy elimina¢ni metody. Jednd se o matici, ve které kazdy nasledujici fadek ma
aspoil o jednu nulu v souvislé fadé nul (psané z leva) vice, nez fadek predchozi. Pfitom matice neobsahuje
nulové fadky. Takovym maticim fikdme schodovité (rozhrani mezi nulovymi a nenulovymi prvky tvori

schody).

5.23. Definice. Necht matice A méa fadky a1, as,...,a, a necht zddny z nich neni nulovy. Necht pro
kazdé dva po sobé jdouci fadky a;, a;+1 plati: mé-li fadek a,; prvnich k slozek nulovych, musi mit fadek
a;4+1 aspon prvnich k + 1 slozek nulovych. Pak matici A nazyvame schodovitou matici

5.24. Véta. Schodovita matice ma linearné nezavislé radky.
Duikaz. Linedrni nezavislost ovéfime z definice. Nechf matice A méa radky ai,as,...,a, a polozme
a1a1+a2a2+"'+anan = 0.

Po prevedeni této rovnosti do soustavy rovnic odpovidaji koeficienty jednotlivych rovnic sloupctim ma-
tice A. Pritom tato soustava méa vzdy pouze trivialni feSeni. Z prvni nenulové rovnice totiz okamzité
plyne, ze a; = 0. Dosazenim tohoto vysledku do ostatnich rovnic dostaneme z nékteré z nasledujicich
rovnic vysledek as = 0. Znovu dosadime. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme
a; =0Vie {1,...,%}.

5.25. VétaX* Kazdou matici lze pfevést koneénym poctem krokit Gaussovy eliminac¢ni metody na scho-
dovitou matici.

Dukaz. Plyne z popisu pfimého chodu Gaussovy eliminac¢ni metody, ktery je podrobné popsan v tvodni
kapitole této uc¢ebnice.

5.26. Algoritmus. Predchozi véta nam spole¢né s vétou 5.17 dava zaruky, ze hodnost libovolné matice
muzeme spocitat postupem, jaky jsme zvolili v prikladu 5.15. Tedy pfi vypoctu hodnosti matice A ji
prevedeme Gaussovou elimina¢ni metodou na schodovitou matici B a v ni spoc¢itame pocet nenulovych
radktl. Tento pocet je roven hodnosti matice B, protoze jeji fadky jsou podle véty 5.24 linearné nezavislé
a tvori tedy bazi svého linearniho obalu. Kone¢né hod A = hod B diky vété 5.17.

5.27. Poznamka. Je ziejmé, Ze matice, kterd vznikne ze schodovité matice prehozenim nékterych
sloupcli, mé také linedrné nezavislé fadky. Nemusime tedy nutné pii hledani hodnosti matice vytva-
fet v jednotlivych etapach Gaussovy elimina¢ni metody nulové prvky v tésné nésledujicich sloupcich.
Je-li to z néjakych diivodt vyhodné, mizeme nejprve treba vytvorit nuly pod prvnim fadkem v osmém
sloupci, pak opiseme prvni a druhy radek a vytvarime nuly ve tfetim sloupci atd. Tento sofistikovanéjsi
postup doporucujeme ale pouzit jen tehdy, kdyz jste dikladné seznameni s klasickym postupem pfimého
chodu Gaussovy elimina¢ni metody. Jinak muze velmi snadno dojit k omylam.

5.28. Poznamka. Postup pfimého chodu Gassovy eliminaéni metody podle poznamky 5.27 se muze
hodit ve dvou pripadech.

(1) Pocitdame modelové piiklady a snazime se drzet malych celych ¢isel. P¥itom v prvnim sloupci jsou
nesoudélnd ¢isla, coz vede po eliminaci ke zbyte¢né velkym celym ¢islim. Poznamenejme ale, Ze modelové
priklady ze skript se v praxi vétSinou nevyskytuji, takze podstatnéjsi pro nas bude druhy pripad vyuziti.

(2) Pfi implementaci Gaussovy eliminaéi metody do podcitace je vhodné se snazit minimalizovat
zaokrouhlovaci chyby. Ty mohou nezddoucim zpusobem ovlivnit vysledek, pokud se napriklad snazime
délit ¢islem blizkym nule. Algoritmus by mél vyhledat optimélni cestu pii feSeni Gaussovou eliminac¢ni
metodou, aby se pokud mozno vyhnul délenim takovymi cisly.

5.29. Poznamka. Numerické vyhodnocovani hodnosti matice v pocitaci ma sva tskali, kterd vyplyvaji
z moznych zaokrouhlovacich chyb. Hodnost je definovina jednozna¢né jako pfirozené ¢islo (nebo nula),
ale v praktickych situacich se miize stat, Ze toto ¢islo nelze zjistit zcela presné. Podivejme se kuptikladu
na tuto matici:

C— 28,33333 11,33333
~ \ 56,66667 22,66667 )’
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Kdybychom ¢&isla v této matici povazovali za zcela pfesnd, museli bychom ¥ici, Ze hod(C) = 2. Pokud ale
pripustime, Ze na poslednim desetinném misté mohou byt zaokrouhlovaci chyby, pak nemame jistotu, zda
hodnost této matice neni ndhodou rovna jedné. Dobfe implementovany algoritmus Gaussovy eliminacni
metody v pocitaci by nas mél upozornit, je-li vysledek skuteéné zarucen, nebo zda muize dojit k zavaznym
chybam, jako v této matici. Takovym maticim, jako matice C v tomto piikladé, fikame numericky
nestabilni matice.

Problematiku numerickych metod v tuto chvili opustime, protoze se vénujeme algebte.

5.30. Poznamka. Ve vété 5.14 jsme ukézali, ze Gaussova elimina¢ni metoda zachovava linedrni obaly
radkid matice a dale véta 5.17 ukazuje, ze Gaussova elimina¢ni metoda zachovava hodnost matice. Z toho
plyne, Ze Gaussova elimina¢ni metoda zachovava linedrni zavislost resp. nezavislost fadku. Presnéji to
zformulujeme v nasledujici vété 5.32. Nejprve ale potiebujeme dokazat nasledujici vétu.

5.31. Véta* Matice A ma linedrné nezavislé fadky pravé tehdy, kdyZ jeji hodnost je rovna poctu jejich
radku.

Dukaz. Necht ma A linedrné nezavislé fadky. Pak tyto fadky tvori bazi podprostoru (r: A), takZe jejich
pocet je roven dimenzi tohoto podprostoru, neboli hodnosti matice A. Necht naopak mé matice A
linearné zavislé radky. Pak je potfeba odebrat aspon jeden fadek procesem popsanym v prikladu 3.13
tak, abychom dospéli k linedrné nezavislym radktm, jejichz linedrni obal je stejny jako (r: A). Tato
linedrné nezavisld mnozina je bazi podprostoru (r: A) a ma méné prvkl nez je pocet fadk matice A.
Hodnost matice A je tedy mensi nez pocet jejich radki.

5.32. VétaX* Necht A ~ B oznacuje, Ze matice B vznikla z A kone¢né mnoha kroky Gaussovy elimina¢ni
metody, pricemz krok odebrani nebo pfidani nulového fadku neni povolen. Pak fadky matice A jsou
linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz jsou linearné nezavislé radky matice B.

Duikaz. ProtoZe jsme zakazali odebirani a pridavani fadki, ma matice A stejny pocet fadku jako ma-
tice B. Podle véty 5.17 Gaussova elimina¢ni metoda zachovava hodnost a je tedy v obou pfipadech
tato hodnost rovna poctu fadk nebo mensi nez pocet radkt. Podle véty 5.31 to znamend, ze v obou
pripadech jsou rfadky lindrné nezévislé nebo jsou v obou pripadech linedrné zavislé.

5.33. Algoritmus. Véta 5.31 ndm dava navod, jak vyhodnotit linedrni zavislost ¢i nezavislost vektoru
z R™. VySetfované vektory staci zapsat do Ffadki matice a spocitat elimina¢ni metodou hodnost této
matice (viz algoritmus 5.26). Je-1i hodnost mensi, nez pocet ¥adk, jsou tyto fadky linedrné zavislé. Jinak
jsou linearné nezavislé.

5.34. Priklad. Vektory (1,2,3,4,5),(2,3,4,4,7),(1,1,1,3,4),(3,5,7,8,12) jsou linedrné zavislé, protoze
odpovidajici matice ma hodnost 3, jak jsme jiz spocitali v pfikladu 5.15.

5.35. Algoritmus. Véta 3.26 spolecné s definici hodnosti matice jako dimenzi linearniho obalu fadka

matice 5.16 ndm dava ndvod, jak vyhodnotit, zda dva linearni obaly jsou stejné. Necht wy, uo, ..., ug
a v1,v2,...,Uy jsou vektory z R™ a cilem je ovéfit, zda (uy, us, ..., ur) = (v1,va,...,0n), Do fadkl
matice A zapiSeme vektory i, us,. .., ui, do fadkd matice B zapiSeme vektory vy, vs, ..., v,, a koneéné

do radkt matice C zapiseme fadky obou matic spolecné. Pak uvedené linearni obaly se rovnaji, pokud
hod A = hod B = hod C. Pritom na vypocet hodnosti mame algoritmus 5.26.

5.36. Piiklad. Ovéfime, ze ((1,2,4,2),(2,5,0,3),(4,9,8,7)) = (1,3, —4,1), (3,7, —4, 4)).

af2503)o(b2 L 2 L2

- “lo 1 -8 -1)° 25 0 3 1 2 4 9
01 -8 —1

B_ (13 —4 1 13 —4 1 13 -4 1

“\3 7 -4 4 01 -8 —1)° 3.7 44

Protoze hod A = hod B = hod C = 2, uvedené linearni obaly se rovnaji.
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5.37. Algoritmus. Véta 3.27 spole¢né s definici hodnosti matice 5.16 nam dava navod, jak poznat, Ze
néjaky vektor v € R™ je prvkem linedrniho obalu (uq, us, ..., u;), kde vektory ui, ua, ..., u; jsou také
prvky z R™. Stac¢i do matice A zapsat po radcich vektory wy, us,...,u; a do fadkt matice B napsat
totéz, ale navic tam pridat radek v. Pak v lezi v uvedeném linearnim obalu, pravé kdyz hod A = hod B.
Pritom na vypocet hodnosti mame algoritmus 5.26.

5.38. Priklad. Ovéfime, zda (1,1,12,3) € ((1,2,4,2),(2,5,0,3),(4,9,8,7)).

(1 2 4 2 B— (1 2z 4 2
01 -8 —-1)° B 01 -8 —-1)°

Protoze hod A = hod B = 2, lezi vektor (1,1,12,3) v uvedeném linedrnim obalu.

1 2 4 :)1
A=[2 5 0 8
4 9 8

- W N
— N
—= O Ut N
[

W W N

2

5.39. Definice. Nechf A = (a; ;) € R™". Matici AT = (a;;) € R™™ nazjyvame transponovanou matici

k matici A. Matice A” tedy vznikne z matice A pfepsanim Fadkt matice A do sloupcii matice AT,
respektive pfepsanim sloupctt matice A do fadkd matice A”.

5.40. Priklad.

Je—litfebaA<i ; 3), pak je AT =

W N
S O

5.41. Véta. Pro kazdou matici A plati: (AT)T = A.
Dikaz. Véta plyne piimo z definice 5.39.
5.42. Véta* Pro kazdou matici A € R™" plati: hod(AT) = hod(A).

Diikaz (pro hloubavé ¢tenaie). Ukazeme nejprve, ze hod(AT) > hod(A). Necht A € R™" a ozna¢me
k =hod(A). Podle véty 5.20 existuje k linedrné nezavislych fadka matice A. Oznacme je by, ba, ..., by.
ZapiSme si, co to znamena, Ze tyto fadky jsou linedrné nezavislé. Pro

a1b1+a2b2+~~~+akbk:o

musi byt a; = 0Vi € {1,...,k}. Tento pozadavek vede na soustavu rovnic, kterd musi mit jediné trividlni
feSeni:
o1 b +anby + -+ apby =0,
a1 big+anbao +:::+ak br2 =0, (5.1)
a1 by, +agbyy, +-- -+ apby, =0.

Koeficienty jednotlivych rovnic soustavy (5.1) odpovidaji ¢astem sloupcii matice A. Castmi sloupcii
v tomto dikazu budeme oznacovat usporadané k-tice obsahujici jen ty prvky z daného sloupce, které lezi
ve vybranych fadcich by, be, ..., br. Aby bylo zaruéeno pouze trividlni Feseni soustavy (5.1), musime po
pfimém chodu Gaussovy elimina¢ni metody dostat schodovitou matici o k-fadcich (méné fadkt by vedlo
na nekone¢né mnoho feseni). To podle vét 5.20 a 5.14 znamend, Ze existuje k linedrné nezavislych ¢asti
sloupcii matice A. Tytéz celé sloupce matice A jsou linedrné nezavislé (kdyby byly zévislé, pak by stejnéd
netrivialni linearni kombinace celych sloupct davala nulovy vektor i na ¢astech sloupcti, ale my vime, ze
¢asti sloupci jsou linedrné nezavislé). Mame tedy zaruceno, ze v matici A je aspon k linedrné nezavislych
sloupcti (zatim neni vylouceno, ze jich mfize byt vice). Podle véty 5.20 tedy je hod(AT) > k = hod(A).

Méme hod((AT)T) > hod(AT) > hod(A), a piitom podle véty 5.41 je (AT)T = A, takize vSechny
uvedené hodnosti se rovnaji.

5.43. Poznamka. Ukazali jsme, Ze hodnosti matice A a A7 se rovnaji. To vysvétluje, pro¢ jsme ne-
definovali zvlast ,fadkovou“ hodnost matice jako dimenzi linedrniho obalu Fadka a zv1ast ,sloupcovou
hodnost jako dimezi linearniho obalu sloupcti. Tato ¢isla jsou podle véty 5.42 stejna.
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5.44. Véta. Necht A € R™". Pak hod(A) < min(m,n).

Dukaz. Hodnost matice je mensi nebo rovna pocétu fadkt z véty 5.20 a je mensi nebo rovna poctu
sloupct z véty 5.42.

5.45. Poznamka. Na konci kapitoly tfeti jsme uvedli ,,pfilepek® o spojeni a priniku podprostort. Nyni
mame k dispozici vétu 5.14, tedy aparat, pomoci kterého si muzeme tuto problematiku ilustrovat na
prikladech.

5.46. P¥iklad. Jsou déany linedrni podprostory M a N linearniho prostoru R® pomoci linedrnich obalfi:

M ={(1,2,0,1,1),(1,3,1,3,4),(3,5,2,4,5)),
N =((1,1,3,4,3),(1,0,2,2,0),(2,1,3,2,3),(0,1,2,4,3)).

Najdeme bazi a dimenzi prostorda M, N, MNN a MV N.
Podle véty 5.14 zachovava Gaussova elimina¢ni metoda linearni obal fadkt matice, takze budeme
eliminovat nésledujici matice:

12011 1 2011 12011
M: 13134 ~10 1123 ~101123],
35245 0-1212 00335
11343 1 1 3 4 3 11343
N 10220 (0-1-1-2-3| [01123] (1)1:13;12
' 21323 0-1-3 -6 -3 00240 00120
01243 0 1 2 4 3 00120

Podle véty 5.24 jsou fadky matic zapsanych nejvice vpravo linearné nezavislé. Linearni obal téchto radku
zustal zachovan a je roven M, respektive N. Mame tedy:

béze M: {(1,2,0,1,1),(0,1,1,2,3),(0,0,3,3,5)}, dim M = 3,
béze N: {(1,1,3,4,3),(0,1,1,2,3),(0,0,1,2,0)}, dimN = 3.

Vzhledem k tomu, ze t¥i vektory, kterymi je zadan podprostor M, jsou linedrné nezavislé, mizeme zapsat
i jinou bazi M: {(1,2,0,1,1),(1,3,1,3,4),(3,5,2,4,5)}. Vektory, kterymi je zaddn podprostor N jsou
linearné zavislé, takze netvori bazi.

Plati M V N = (M U N) = (baze M U baze N), takze bazi tohoto podprostoru najdeme eliminaci
nasledujici matice:

12011
1 2011 12011 120 11

01123 120 11
0 1123 01123 011 23

00335 011 23

MV N : ~]10 0335 ~]1]00335|~1003 35|~ ,

11343 003 35
0-1332 00455 000-35

01123 000-35
0 0120 00120 000-35

00120

béze MV N: {(1,2,0,1,1),(0,1,1,2,3),(0,0,3,3,5),(0,0,0,-3,5)}, dim(M Vv N)=4.
Podle véty 3.45 mame okamzité dimenzi priniku:
dim(M N N) =dimM +dim N —dim(M VN) =3+3 -4 =2,

bohuzel nalezeni baze priniku dé jesté trochu préace. Vektory spolecné obéma podprostorim musi jit
zapsat jako linearni kombinace baze M i linearni kombinace baze N:

« (17 2’ 07 ]‘7 1) + 5 (0’ 17 ]‘7 27 3) + ’Y (0707 37 3’ 5) =a (17 17 37 4’ 3) + b (07 1’ 17 273) + C(O’ 07 17 27 0)' (5'2)
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7 tohoto pozadavku nadm vychézi soustava péti rovnic o Sesti nezndmych «, (3,7, a,b,c. Eliminujeme
matici této homogenni soustavy.

1 00-1 0 0 100-1 0 0
2 10-1-1 0 010 1-1 0 5(1)8_}_(1)8
013-3-1-1]~]013-3-1-1]~--n~ 00 3 -4 0—1
1 2 3—-4-2-2 0 2 3-3-2-2 000 1 0 1
1 35-3-3 0 03 5-2-3 0
Volime b = t, ¢ = u, pak vychazi a = —u. Ostatni hodnoty proménnych nemusime pocitat a vratime se

k pravé strané rovnosti (5.2). Vektory, které jsou spole¢né obéma prostoriim, museji tedy spliiovat:
—u(1,1,3,4,3) +£(0,1,1,2,3) +u(0,0,1,2,0) = ¢ (0,1,1,2,3) + u(—1,—1,-2, -2, —3).

Je tedy M NN = ((0,1,1,2,3),(1,1,2,2,3)) a tyto dva vektory tvoii jednu z moznych bazi linearniho
prostoru M NN. Ze priinik obsahuje vektor (0, 1, 1,2, 3) n4s nepiekvapi, protoze tento vektor byl soucasti
obou béazi podprostorit M i N. Soustavu jsme pocitali jen kvili tomu, abychom nasli ten druhy vektor.

5.47. Shrnuti. Mnozina matic R™" tvoii linedrni prostor. Vektory z R"™ mizeme ztotoznit s maticemi
z RY™ (¥fadkové vektory) nebo s maticemi z R™?! (sloupcové vektory). Rddkové vektory mtizeme klast
pod sebe a tvorit matice, nebo muzeme sloupcové vektory klast vedle sebe a rovnéz dostavame matice.

Hodnost matice je dimenze linedrniho obalu fadkd /5.16/, coZ je totéZ jako dimenze linearniho obalu
sloupcii /5.42/. Na vypocet hodnosti matice se pouziva algoritmus 5.26.

V této kapitole jsme si ukazali algoritmy vychézejici z toho, ze dané radkové vektory zapiSeme pod
sebe a vytvorime matici, jejiz hodnost vypocitame. Algoritmus 5.33 umozni rozhodnout, zda jsou vektory
linedrné zavislé ¢i nezavislé. Algoritmus 5.35 umozni ovéfit rovnost obalt a algoritmus 5.37 odpovi na
otazku, zda vektor lezi v linedrnim obalu dangch vektori.
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6. Nasobeni matic

6.1. DefiniceX® Nechf A = (a;;) € R™" a B = (b; ) € R™P. Pak je definovan soucin matic A - B
(v tomto poradi) jako matice typu (m, p) takto: kazdy prvek c¢; , matice A - B je ddn vzorcem

n
Cik = Q41 bl,k+ai72b27k+~-~+ai,nbn,k :Zai,j ijg, 1€ {1,...,m}, ke {1,...,p}. (6.1)
J=1

6.2. Poznamka. VSimneme si, Ze nasobeni je definovano jen tehdy, pokud pocet sloupct prvni matice
je roven poctu fadkid druhé matice. Vysledna matice ma stejny pocet fadkt, jako prvni matice a stejny
pocet sloupcti, jako druhd matice. Nazorné:

fe) o
o o o o o
o o
o o o o
m n o - ] = m
fe) o fe) fe) fe)
o fe)
n ’ p
p

Kazdy prvek matice A - B pfitom musime pocitat podle vzorce (6.1) jako soucet soucint odpovidajicich
prvkd fadku prvni matice a sloupce druhé matice. Zacatec¢nici mohou pouzit tzv. ,,dvouprstovou vizualni
metodu®: pfi vypoctu ¢isla ¢; j piilozte ukazovacek levé ruky na zacatek i-tého fadku prvni matice a
ukazovacek pravé ruky na zacatek k-tého sloupce druhé matice. Pak pronasobte mezi sebou ¢isla, na
ktera ukazuji prsty, a vysledek ulozte do scitaci paméti. Posurite levy prst na dalsi prvek v fadku a pravy
prst na dalsi prvek v sloupci. Znovu vynasobte a prictéte vysledek ke scitaci paméti. Posunujte dale levy
prst v fadku a pravy prst ve sloupci, nasobte a séitejte ve s¢itaci paméti tak dlouho, dokud nevycerpate
cely fadek prvni matice. To se stane podle definice v okamziku, kdy téZ vycerpate cely sloupec druhé
matice. Vysledek s¢itaci paméti pak napiste jako prvek c; ,, do postupné budované vysledné matice A -B.

6.3. Piiklad.

1 2 3 4 :1)) i 1-1+2-3+3-5+4-2 1-242-443-64+4-7 30 56
5 6 7 8 5 6| = 5:146-3+7-54+8-2 5-246-44+7-64+8-7 | =74 132
0 2 10 9 7 0-1+2-3+1-54+0-2 0-24+2-44+1-6+0-7 11 14

6.4. Priklad *

11 1 1\ (0 0 1 1 1 1\ 2 2
(1 1)'(—1 —1)‘(0 0)’ (—1 —1)'(1 1)‘(—2 —2)‘
Tento priklad ilustruje, ze nasobeni matic obecné nesplnuje komutativni zdkon ani pro ¢tvercové matice,
tj. existuji matice A, B, pro které neplati A - B = B - A. Pokud nékterd z matic A, B neni ¢tvercova,
pak sou¢in B - A nemusi byt vibec definovan, prestoze soucin A - B definovan je.

Priklad dale ukazuje, ze neni splnéna ani vlastnost nuly, na kterou jsme zvykli pfi ndsobeni realnych
Cisel: je-li a # 0, b # 0, pak ab # 0. V prikladu ndsobime dvé nenulové matice, a pfitom dostéavame
matici nulovou.

Musime si z toho odnést ponauceni, ze nasobeni matic nespliiuje vSechny vlastnosti, na které jsme
zvykli, a proto pfi Gpravach vzorcti obsahujicich nasobeni matic si musime dat pozor, co mizeme v dané
situaci udélat.

Nabizi se prirozena otazka, zda nasobeni matic spliuje aspon néjaké zakony, na které jsme zvykli
(jinak by bylo skoro zbyte¢né tuto operaci nazgyvat nasobenim). Néasledujici véta ukazuje, ze ndsobeni
matic je asociativni a také distributivni vzhledem ke s¢itani matic.
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6.5. Véta* Necht o € R a matice A, B, C jsou odpovidajicich typt tak, aby niZe uvedené souciny a
soucty byly definovany. Pak plati

) (A-B)-C=A-(B-C) (asociativni zdkon),

) (A+B)-C=A-C+B-C (distributivni zédkon),

) C-(A+B)=C-A+C-B (distributivni zdkon),
)
)

—

2

w

4
)

(
(
(
( a(A-B)=(aeA)-B=A"(aB),
(5) (A-B)T =BT.AT.

Dukaz. Jako cviceni doplitte ke kazdému vzorci véty predpoklady o typech matic. Tyto predpoklady se
budou pro rizné vzorce lisit. V tomto dikazu predpokladdme typy matic (m,n), (n,p) a (p,q).

(1) Oznaéme A = (a;;), B = (bj1), C = (cka), A-B = (di), B-C = (fj1), (A-B)-C = (gia),
A -B-C)=(hjyy)proie{l,....m}, je{l,....n}, ke{l,...,p}, L € {1,...,q}. Jde o to ukazat, ze
giy = h;y pro vechna i € {1,...,m} al e {l,...,q}. Podle definice 6.1 je

n p
diy = E aijbjk,  fi1= E bjk Crl,
J=1 k=1

takze plati

P n
= e =3 (z ) ¥ (z a0ty ) ~x
k=1 -

k=1 k=1

n p
hig =Y _aij fi1 = E i, (E bj.k %l) => < ai,j bjk Ck,l> =Y
j=1 =1 k=1

j=1

3

Vysvétlime si, pro¢ plati X =Y. Volme 4, [ pevné. Souciny a; ; - b; . - cx,; mizeme zapsat do tabulky, ve
které index j odpovida radku tabulky a index k sloupci. Hodnota X pak znamena soucet sloupcovych
mezisouctll v tabulce a hodnota Y soucet fadkovych mezisouc¢ti. Kazda tcetni vi, ze obé hodnoty musi
dat stejny vysledek. My ostatni to snadno nahlédneme.

(2) Oznacme A = (aw-), B= (b@j), C= (Cng), (A+B)C = (di,k) proi € {1, R ,m},j S {1, R ,n},
ke {1,...,p}. Pak podle definic 6.1 a 5.3 plati

dije = (@i +big) i =D (@i cin+bijcin) =D aijcin+ Y bijcin,
j=1 j=1 j=1 j=1
coz odpovida prvkiim matice A-C + B - C.
(3) Diikaz bychom provedli obdobné, jako v pfipadé (2).
(4) Oznaéme A = (a;;), B=(b;x) proi € {1,...,m}, j€{l,...,n}, ke {1,...,p}. Plati

n
e Zaw ik = Zaaw ik = Z(aai,j)bj,k =Y aij (abjp),

j=1 j=1

coz dokazuje vzorec: (4).

(5) Ozna¢ime A = (a;;), B = (bjx), C = A-B = (c;x), ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n},
ke{l,...,p}. Je tedy AT = (aj,), BT = (Bk;), kde oj; = aij, Br; = bjx. Oznaéme jesté soucin
D =BT . AT = (dy ;). Podle definice ndsobeni je

n n
Cik = E aijbjr = E Br,j i = di,
=1 =1

takze DT = C, coz dokazuje vzorec (5).

6.6. Priklad. Necht A, B, C jsou ¢tvercové matice. Spoc¢itame (A + B) - (B + C). Podle (3) ve vété 6.5
je(A+B)-(B+C)=(A+B)-B+(A+B)-C=A-B+B-B+ A -C+B-C. Misto zapisu B-B
budeme uzivat zkratku B2. Koneény vysledek je A-B+B2+A-C+B-C.

Jiny piiklad: (A+B)?>=(A+B)-(A+B)=(A+B)-A+(A+B)-B=A?+B?+A-B+B-A.
Tento vysledek obecné nelze zjednodusit, protoze nasobeni matic neni komutativni. Pouze tehdy, kdyz
pro tyto matice plati A - B = B - A, miizeme pséat vysledek ve tvaru A2 +2A - B 4 B2,
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6.7. Poznamka. Matice mize vzniknout sestavenim mensich matic vedle sebe anebo pod sebe. Napii- Blokové
klad: ndsobent

1 2 6
A, = L2 . Ay = 6 ., A3=(8 9), A,=(0), B= A As) gy o
3 4 7 A; A, s 0 0

Zde na matici B mtzeme pohlizet jako na matici sestavenou napriklad z blokt Ay, As, A3, A,. Bloky
kladené vedle sebe museji mit samoziejmé stejny pocet fadki a bloky kladené pod sebe museji mit stejny
pocet sloupcti.

6.8. Véta. Necht A a B jsou matice sestavené po blocich takto:
Ain Alp Bi:1 Bio
A= ' <), B= ' ’
(A2,1 Aso Bo1 Bapo
Necht uvedené bloky jsou matice takového typu, Ze nésobeni matic A; ; - B; ; je definovano pro vSechny
pripady, které se vyskytuji v nasledujicim vzorci. Pak

A-B— Ai1-Bii+Ai2-Ba1 Aj1-Biao+Ai2-Bao
As1-Bii1+A22-Ba1 Ay -Biao+Azs-Boo

Dikaz. Prvek c¢; ) soucinu A - B se pocita

z prvki i-tého radku matice A a k-tého sloup- k

ce matice B. Prochéazi-li i-ty fadek bloky Aj; . 1. Gsek 2. tsek T

a Aj o a k-ty sloupec bloky B; 1 a Ba 1, pak ‘' ‘

zfejmé soucin A, ; - By ; pracuje s prvky prv- Ay Ay 1. asek B, B>

niho tseku i-tého fadku matice A a prvniho
tseku k-tého sloupce matice B a dalsi sou-
¢in Ay - Bgg bere prvky z druhého tseku Aoy Ao, ;
i-tého fadku matice A a druého tiseku k-tého 7 7 2. Gsek| |Bo 1| Boo
sloupce matice B. Prvek ¢; ;. je podle definice =
maticového soucinu 6.1 souctem odpovidaji-

cich prvkt na i-tém fadku a k-tém sloupci v maticich A;; - B1 1 a A2 - Ba 1. Analogicky je mozno
argumentovat v pripadé, Ze i-ty radek nebo k-ty sloupec prochézeji jinymi bloky. Obtizné se o tom mluvi,
lepsi je si toto maticové nasobeni ,nakreslit* (viz obrazek).

¢; x = prvek, ; matice Ay - By = (1. sek i-tého fadku A) - (1. usek k-tého sloupce B)
¢y = prvek, ; matice Aj - By = (2. isek i-tého fadku A) - (2. usek k-tého sloupce B)
cik = prvek, , matice A - B = (cely i-ty fadek A) - (cely k-ty sloupec B) = ¢; , + ¢} ;.

6.9. Véta. Necht A a B jsou matice sestavené po blocich takto:

Ain A 0 A, Bii1 Bipo ... By,
A — Ag_yl A272 . Agm/ ’ B— B271 B272 . Bgﬁp
Am,l Am,2 e Am,n Bn,l Bn,2 e BnA,p

Necht uvedené bloky jsou matice takového typu, ze nasobeni matic A; ; - B, je definovano pro vSechna
ie{l,....m}, j €A{l,....,n}, k € {1,...,p}. Tedy pocet sloupcti bloku A, ; je roven poctu radku
bloku B ;.. Pak

Cii Cip ... Cyy :
C=AB= Cor G2z G , kde C;j= ZAi,j “Bjk
Cm71 Cm,Q A Cm,p j=1

Dukaz. Je ziejmé, ze C, j je blok typu (u;, vy), kde u; je pocet Fadki bloku A, 1 a vy je pocet sloupcti
bloku By j, a tento typ maji vSechny souciny A; ;- Bj i pro vSechna j € {1,...,n}, takze soucet soucint
ve vzorci pro C;j, je definovan. Vétu lze dale dokdzat analogicky, jako vétu predchozi. Kazdy radek
matice A a sloupec matice B se nyni rozdé€li na n tseka.
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6.10. Poznamka. PovSimneme si, ze pokud volime ve vété 6.9 za bloky ,matice s jedinym ¢islem*
(matice z RY1), pak véta rozepisuje definici maticového ndsobeni. Zajimavé jsou pro nas jesté piipady,
kdy matice A je rozepsana do radkovych bloki nebo matice B je rozepsana do sloupcovych blokt. To je
formulovano v nasledujicich vété.

6.11. Véta. Necht A € R™", B € R™P. Necht matice B je zapsana po sloupcich: B = (by by ... b,),
tj. by, jsou sloupcové vektory z R™!. Pak

A-B=(A-by A-by ... A-b))

Dukaz. Staci v predchozi vété 6.9 volit matici A obsahujici jediny blok a matici B obsahujici jako bloky
své sloupce. V terminologii predchozi véty tedy m = n = 1 a p = pocet sloupct matice B.

6.12. Poznamka. Véta 6.11 se da lapidarné formulovat takto: sloupce maticového souc¢inu A -B obsahuji
souciny celé matice A s odpovidajicimi sloupci matice B. Analogicky lze dokazat, Ze fadky maticového
soucinu A - B obsahuji souciny odpovidajicich radkd matice A s celou matici B. Tuto vétu si pfesné
zforuluje jiz laskavy ¢tenar sam.

6.13. Poznamka. Rozdélme v maticovém soucinu A - B matici A na fadky a soucasné matici B na
sloupce. Pak véta 6.9 nam rikd, ze kazdy prvek soucinu ¢; ; se pocita jako maticovy soucin i-tého radku
matice A s k-tym sloupcem matice B. Kazdy takovy souéin je roven sumé ve vzorci (6.1). TakZe timto
pohledem neziskame nic jiného, nez primo definici maticového nasobeni 6.1.

Jiny pohled na maticovy soucin dostaneme tim, ze matici A rozdélime na sloupce a matici B na
radky. Pak je A - B podle véty 6.9 souctem vSech soucinti j-tého sloupce matice A s j-tym rfadkem
matice B pro j € {1,2,...,n}. Kazdy takovy soucin je tentokrat matice typu (m,p). Maticovy soucin
ssloupec krat fadek” totiz vytvori matici typu (m, p), kde m je pocet prvka ve sloupci a p je pocet prvki
v fddku. Na druhé strané maticovy soucin ,Fadek krat sloupec* vytvoii matici typu (1,1), tedy matici
s jedinym prvkem.

6.14. Priklad. Jiny pohled na maticovy souéin z pfedchozi pozndmky ilustrujeme na piikladu 6.3.
Matice vynasobime tak, ze prvni matici rozdélime na sloupce a druhou na radky. Dostavame

1 2 3 4 ; i 1 2 3 4
56 7 8 el =] 6 ]38 [T (5 6)+[8]-(2 7)=
0210 0 2 1 0
2 7
12 6 8 15 18 8 28 30 56
=5 10)+[18 24|+ (35 42| +|16 56|=|(74 132
0 0 6 8 5 6 0 0 11 14

6.15. Poznamka. Mame za kol vynasobit dvé ¢tvercové matice z R™™. Jak je to vypocetné naro¢né?
Predpokladejme, ze nasobeni ¢isel je podstatné ,drazsi“ operace nez sc¢itani, takze se zaméfime na pocet
potfebnych nésobeni dvou ¢isel a pocet s¢itani budeme zanedbavat.

Pokud budeme postupovat pfi nasobeni ¢vercovych matic podle definice 6.1, budeme potiebovat
pro vypocet kazdého prvku vysledku n operaci a téch prvka je n?, takze dohoromady potfebujeme n3
operaci nasobeni. Lze na tom nékde usetrit? V néasledujicim textu ukézeme, ze ano, pokud pouzijeme
rekurzivni blokovy pfistup k nasobeni matic. Uvedeme nejprve klasickou rekurzi pro nasobeni a nasledné
tzv. Strasseniiv algoritmus, ktery rozsifuje klasickou rekurzi a usetfi operace.

6.16. Algoritmus (klasicka rekurze). Predpoklddejme, Ze ndsobime ¢tvercové matice A a B z R™ a
7e navic existuje ptrirozené m tak, ze n = 2. Jinymi slovy, kazdou matici 1ze rozkajet na ¢tyfi ¢tvercové
bloky stejné velké a tyto bloky lze znovu takto rozkrajet az na troveil matic typu (1, 1). Jak se zachovat,
pokud tento predpoklad neni splnén, je zminéno v poznamce 6.21.

Provedme vyse zminéné rozdéleni matic A a B do blokl a pouzijme vétu 6.8:

A; A\ (By By _ (Ai-Bi+A;-B; A;-By+ Ay By
As A, ) By, B,) "\ A, Bi+A, B, A;-B,+A, B,

Vidime, Ze algorimtus na nasobeni matic rekurzivné vola sebe sama celkem osmkrat, ovsem bloky, které
se nyni nasobi, jsou z R"/%"/2_ Rekurzi miizeme nechat pokracovat az na trovéi bloki z R>! a teprve
v tom pripadé nasobime odpovidajici ¢isla mezi sebou.
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6.17. Poznamka. Kolik potfebuje klasickd rekurze operaci ndsobeni ¢isel? Je-li F/(n) pocet potiebnych
operaci pro vypocet souc¢inu matic z R™", kde n = 2™, pak plati:

F(n) = 8F(n/2) = 8(8F(n/4)) = 8(8(8F(n/2%))) = --- = 8™F(n/2™) = 8™F(1) =
=8™ = (2%)™ = 2% = (2™)3 = 3.

Potiebujeme tedy stejny pocet operaci, jako kdybychom pouzili definici.

6.18. Algoritmus (Strassen). Necht dvé ¢tvercové matice A a B z R™" splituji stejné predpoklady,
jako v predchozim algoritmu, tj. n = 2™ a rozdélme matice A, B do blokt, jako pred chvili. Vypocteme
pomocné matice:

Xi=(A1+Ay) - (Bi1+By), Xo=(As+A4) B, Xz=A; -(B,—By), Xy=A, (Bs—By),
Xs=(A1+A5) By, Xg=(A3— A1) - (B1+By), X;r=(Az—Ay) (Bs+By)

Ctenaf si jako cvi¢eni ovéii, Ze plati:

Ar Ay (Br By _ (Xi+Xy—-X;5+X7 X3+ X5
A; Ay B; B, Xa + Xy X —Xo+X3+Xg )"

PovsSimneme si, Ze nyni jsme potiebovali pouze sedm maticovych nasobeni, takze volame rekurzivné sebe
sama jen sedmkrat.

6.19. Poznamka. Kolik potfebujeme ve Strassenové algoritmu operaci ndsobeni jednotlivych ¢isel?
Pfedpoklddejme matice z R™™ a n = 2™, neboli m = logyn. Necht F'(n) je pocet operaci nasobeni
pouzitych ve Strassenové algoritmu, ktery sestavuje souéin matic z R™™. Pak

F(n)=7F(n/2) =7(7F(n/4)) = 7(7(TF(n/2%))) = - - - = T"F(n/2™) = T"F(1) =
—7m — (210g2 ’7)log2 n _ 210g2 7-logon _ nlog2 7T - n27807.

Cislo n28%7 je jisté mensi nez n3, takze Strassentiv algoritmus Setii podet nésobeni. Pro velké n je Gspora

natolik vyrazna, ze prestane byt nevyhodou, Ze potfebujeme ponékud vice s¢itani. V knihovnach pro
nasobeni velkjch matic se proto typicky pouziva Strassentv algoritmus.

6.20. Poznamka. V ¢lanku [7] Don Coppersmith a Shmuel Winograd uvadéji algoritmus, ktery mé
jesté lepsi slozitost: n2376, oviem pridava tolik dodateénych reZijnich operaci a paméfovich narokd, Ze
by byl uzite¢ny jen pro tak rozsahlé matice, které se v soucasné dobé nevejdou do pocitace. Pouziva se
tedy jen jako teoretickd dosud znama nejlepsi mez slozitosti pro maticové nasobeni. Dosud pfitom neni
dokézano, jaka je skutecna nejlepsi mez, tj. zda by bylo mozné toto cislo jesté vylepsit.

6.21. Poznamka. Pokud nasobime matice, které nejsou ¢vercové nebo nejsou typu (2™,2™), pak je
potfeba rozsitit matice o nulové fadky nebo sloupce nebo oboji tak, aby rozsifené matice byly typu
(2™, 2™). Pak je mozné pouzit vySe uvedené rekurzivni algoritmy. V nich mtizeme hlidat rozsah indexii
jednotlivych blokt a pokud je cely blok v prostoru, kde jsou jen nuly, nemusi algoritmus soucin pocitat
a rovnou vrati jako vysledek nulovy blok. Je to pouze technickd vychytavka vyse popsanych algoritmi,
kterd neovlivni teoretické vysledky, o kterych jsme se zminili diive. Ve vysledku je pak potfeba zpétné
odebrat rozsifujici fadky a sloupce (které stejné vyjdou nulové).

6.22. Definice. Necht je dana ¢tvercova matice A € R™". Pokud matice B spliiuje rovnost A-B = B-A,
rikdme, ze matice B komutuje s matici A.

6.23. Priiklad. Zabyvejme se vlastnostmi matic B, které komutuji s pevné danou ¢tvercovou matici
A € R™"™. Naptiklad matice A komutuje sama se sebou, nebof souc¢in A - A je pro ¢tvercovou matici
definovan a prohozeni ¢initelt viibec nepozname.

Matice B komutujici s A musi mit stejny pocet fadki jako matice A sloupcii (aby bylo definovano
A - B) a také musi mit stejny pocet sloupcti jako matice A fadka (aby bylo definovdno B - A). To
prakticky znamend, Ze matice B musi byt také ¢tvercova, typu (n,n).
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7 ptikladu 6.4 vime, ze ne vSechny matice z R™" komutuji s danou ¢tvercovou matici. Takze
mnozina ¢tvercovych matic komutujicich s danou matici A bude tvofit pomnozinu vSech ¢tvercovych
matic. Ukdzeme, Ze tato podmnozina je linedrnim podprostorem vsech ¢tvercovych matic.

Podle definice 1.19 staci ukéazat, ze pokud jsou B a C komutujici matice s matici A a a € R, pak
téz B 4+ C a a B jsou komutujici matice. Pfedpokladejme tedy, ze plati A-B=B-A, A-C=C-A.
V nésledujicim vypoctu pouzijeme véty 6.5, vzorce (2) az (4) a naSeho predpokladu.

A - B+C)=A-B+A-C=B-A+C-A=(B+C)-A,
A - (aB)=a(A-B)=a(B-A)=(aB)-A.

6.24. Priklad. Najdeme bazi a dimenzi linedrniho podprostoru M vsech matic komutujicich s matici
1 2
()
Podle predchoziho piikladu museji byt matice komutujici s matici A rovnéz typu (2, 2). Pfedpoklddejme,
ze matice B lze zapsat ve tvaru
a b
B - ( d) |
Jednotlivé souciny pak vypadaji nasledovné
a b\ (1 2\ _(a+3b 2a+4b 1 2\ (fa b\ _[(a+2c b+2d
¢ d 3 4) \c+3d 2c+4d)’ 3 4 ¢c d) \3a+4c 3b+4d )’
Tyto souciny se maji rovnat. Podle pozndmky 5.2 se dvé matice rovnaji, pokud se vzadjemné rovnaji

vsechny jejich odpovidajici prvky. To néas vede ke ¢tyfem rovnicim o ¢tyfech neznamych, které upravime
Gaussovou elminina¢ni metodou.

3b—2c =0 0 3 -2 0
2a + 3b —-2d=0 2 3 0 -2 (2 3 0 -2 2a + 3b -2d=0
—3a —3c+3d=0 -1 0 -1 1 0 3 -2 0 3b—2c =0
—3b+2c =0 0 -3 2 0

Proménné ¢ a d mtzeme volit libovolné. Uvedené dvé rovnice nam umoznuji dopocitat proménné b a a
takto: b = 2/3 ¢, a = d—c. VSechny matice, které komutuji s matici A jsou tedy uréeny dvéma parametry:

d—c 2¢ -1 2 10
— 3 — 3
B ( . d> c< ) 0>+d(0 1), ceR, deR.

Linearni prostor vSech komutujicich matic M se nam podarilo vyjadrit jako mnozinu vSech linearnich
kombinaci dvou konstantnich matic. Tuto skutecnost zapiseme pomoci linedrniho obalu takto:

u= (DG D6

Posledni tpravu (prondsobeni prvni matice tfemi) jsme nemuseli délat, pokud se spokojime se zlomkem
ve vysledku. V modelovych piikladech se dosti casto snazime dostat vysledek vyjadiitelny v malych
celych ¢islech. Neni to samoziejmé nasi povinnosti, pouze pak vysledek lépe vypada a nas vice potési.

ProtoZe posledni dvé uvedené matice jsou linearné nezavislé (to snadno zjistime) a jejich linedrni
obal je cely podprostor M, méame vysledek:

[ . -3 2 10 R _
BazeM-{( 3 0),(0 1)}, tj. dim M = 2.

6.25. Poznamka. V definici 5.1 jsme zavedli matice, jejiz prvky jsou redlnd nebo komplexni ¢isla.
Obcas se muzeme setkat s maticemi, jejiz prvky jsou vektory, tedy prvky libovolného linearniho prostoru.
Protoze lze prvky linedrniho prostoru podle definice 1.6 nasobit redlnym cislem, lze pfirozené definovat
téz maticové nasobeni A - B, kde A = (a; ;) € R"™" je matice redlnych ¢isel a B = (b; 1) je matice typu
(n, p) obsahujici vektory linedrniho prostoru L, tedy B € L™P. Vyslednd matice A - B je z mnoziny L™
a pro jeji prvky c; ;. plati:

n
Cik=0i1big+ai2byg+ + ainbnr =Y aijbjk.
Jj=1
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6.26. Piiklad. Necht A € RY" je matice redlnych ¢isel a B € L™! Pak soucin A-B je linearni kombinace
vektora z B, pricemz prvky z A jsou koeficienty této linearni kombinace. Nazorné:

by

by
(a1, az, -+, an) | . [=arbi+azby+-- +anby.

b,
6.27. PoznamkaX* Predchozi pfiklad ndm poskytuje dalsi pohled na maticové ndsobeni. Pfedpokladejme
matice A € R™™ B € R"?, C = A-B € R"™?. Na matici B se divejme jako na jednosloupcovou matici
jejich radkt. Prvni fadek vysledné matice C obsahuje linearni kombinaci fadkd matice B, pricemz

koeficienty této linedrni kombince jsou v prvnim fddku matice A. Také kazdy k-ty fadek matice C
obsahuje linedrni kombinaci vSech fadkt matice B a jeji koeficienty jsou v k-tém rfadku matice A.

6.28. Véta* Necht A € R™", B € R™?. Pak hod(A - B) < hod A a také hod(A - B) < hod B. Jinymi
slovy: hodnost maticového soucinu neni vétsi nez hodnosti jednotlivych ciniteld.

Duikaz. Podle poznamky 6.27 vime, Ze fadky matice AB jsou linedrnimi kombinacemi fadkt matice B.
Takze r: AB C (r:B), tj. (r: AB) C ((r:B)) = (r: B). Podle véty 3.22 tedy je dim(r: AB) < dim(r: B),
neboli hod(A - B) < hod B.

Protoze plati véty 5.42 a 6.5, miizeme psat hod(A - B) = hod(A - B)T = hod(B” - AT) a z pravé
dokézané nerovnosti plyne, ze hod(B” - A”) < hod AT = hod A. Dokézali jsme hod(A - B) < hod A.

6.29. Definice. Ctvercovou matici E € R™" nazyvame jednotkovou matici, pokud pro jeji prvky €i,j
plati: e; ; =0 pro i # j a e; ; = 1 pro ¢ = j. Nazorné:

100 --- 0
E— 01 0 0
000 --- 1

6.30. Poznamka. Z definice maticového nasobeni okamZité plyne, Ze pro kazdou ¢tvercovou matici
AcR" jeE-A=A-E = A. Jednotkova matice ma tedy stejnou vlastnost vzhledem k néasobeni,
jako jednicka pii nasobeni redlnych cisel. Pro redlné ¢isla taky plati, ze 1-a =a-1 =a.

Vsimneme si také, ze jednotkova matice je komutujici s kazdou ¢tvercovou matici.

6.31. Poznamka. Vratme se k ptrikladu 6.24. Tam jsme nasli bazi, ve které je jednotkova matice. To nas
neprekvapi, protoze jednotkova matice je komutujici s kazdou matici. Dale s matici A komutuje stejna
matice A. Pokud vime, ze dim M = 2 a matice A a E jsou linearné nezavislé, mizeme rovnou prohlasit,
Ze hledand baze linearniho podprostoru M je {A, E}. Zdalo by se, zZe jsme vypocty v prikladu 6.24 délali
zbytecné. Neni to tak docela pravda, protoze dopfedu nevime, zda dimenze hledaného prostoru bude
rovna dvéma.

6.32. Poznamka. V definici 6.29 jsme zavedli jednotkovou matici s podobnymi vlastnostmi, jako ma
realné ¢islo 1. Vratme se znovu ke srovnani s redlnymi ¢isly. Pro kazdé nenulové redlné ¢islo a existuje
realné cislo b takové, ze ab = 1. Takové redlné ¢islo obvykle nazyvame prevracenou hodnotou c¢isla a
a oznacujeme 1/a nebo téZ a~!. Analogicky definujeme ,pievrdcenou hodnotu matice*, tzv. inverzni
matici.

6.33. Definice* Necht A € R™" je étvercova matice a E € R™" je jednotkova matice. Matici B € R™",
ktera splnuje vlastnost A-B = E = B - A nazyvame inverzni matici k matici A. Inverzni matici k matici
A oznacujeme symbolem A 1.

6.34. Véta. Pokud k matici A existuje inverzni matice, pak je tato inverzni matice jednoznacné urcena.

Dukaz. Necht mé ¢tvercova matice A dvé inverzni matice B a C. Ukazeme, ze pak B = C. Plati:
B=B-E=B-(A-C)=(B-A)-C=E-C=C. (6.2)

Zde jsme po fadé vyuzili: pozndmku 6.30, vlastnost, ze C je inverzni matice k A, vlastnost (1) z véty 6.5,
vlastnost, ze B je inverzni matice k A, a konecné znovu poznamku 6.30.
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6.35. Definice* Ctvercova matice A € R™" se nazyva requldrni, pokud pro A existuje inverzni matice.
Ctvercova matice A € R™" se nazyva singuldrni, pokud neni regularni.

6.36. Véta. Matice A je regularni pravé kdyz hod A = n, kde n je pocet radka matice A.

Diikaz. Necht A je regularni, takze existuje A~! tak, ze A-A~! = E. Podle véty 6.28 se hodnost matice
sou¢inem nezvétsi. Tedy hod E = hod(A - A=1) < hod A. Zjevné je hod E = n, takze musi hod A = n.

Necht hod A = n. Takze fadky matice A jsou linedrné nezavislé a tvoii bazi R™. Oznaéme ji (B).
Soutadnice i-tého Fadku matice E vzhledem k (B) napi$me do i-tého fadku matice B. Ziejmé je B-A = E
(viz poznamku 6.27). Protoze hod A = hod AT, jsou i sloupce matice A linedrné nezévislé a tvoii béazi
(B') linedrniho prostoru R™. Soufadnice i-tého sloupce matice E vzhledem k (B’) napiSme do i-tého
sloupce matice C. Zfejmé je CT - AT = E, neboli A-C=ET =E. Zrovnosti B-A=EaA-C=E
plyne B = C. Pro¢? Staci zopakovat vypocet (6.2), ktery jsme provedli v dikazu véty 6.34. Podle definice
je B inverzni matice k matici A. Matice A je tedy regularni.

6.37. Véta. Necht A € R™"™. Z existence matice B takové, ze B - A = E, plyne, ze A je regularni a B
je jeji inverzni matice. Z existence matice C takové, ze A - C = E, plyne, ze A je regularni a C je jeji
inverzni matice.

Dukaz. Staci trasovat dtikaz predchozi véty. Z existence B a z véty 6.28 plyne, ze n = hod(B-A) < hod A,
takze hod A = n. Nyni sestavime matici C jako v pfedchozim dtikazu a ukazeme, ze A - C = E a navic
B = C, takze je to inverzni matice k matici A. Vyjdeme-li z existence matice C, postupujeme obdobné.

6.38. Poznamka. Predchozi véta fika, ze v definici 6.33 je jedna z rovnosti A-B =E, B-A =E
,hadbyteéna“, protoze z jedné rovnice plyne druhd a z druhé plyne prvni.

6.39. Véta. Necht A € R™"™ a B € R™" jsou reguldrni ¢tvercové matice. Pak matice A - B je rovnéz
reguldrni matice typu (n,n).

Dukaz. Matice A - B je ¢tvercova typu (n,n). To plyne pfimo z definice maticového sou¢inu. Stac¢i tedy
dokéazat, ze je regularni. Podle definice 6.35 je matice regularni pravé tehdy, kdyz k ni existuje inverzni
matice. Podle pfedpokladu k matici A existuje inverzni matice A~! a k matici B existuje inverzni matice
B~!. Staci ukazat, Ze existuje inverzni matice k matici A -B. Hledan inverzni matice je tvaru B—1- A1,
protoze:

B! A1) (A-B)=B'-(A'-A) . B=B ' E-B=B ! B=E.

6.40. Priklad* Na jednoduchém piikladu ukdZeme obvykly postup hled4dni inverzni matice k dané

matici A. Teprve pak dokdzeme, Ze tento postup je opravnény a vzdy vede k inverzni matici.
Nasim tkolem bude najit inverzni matici k matici

1
A= -1
2

N O N
—_ =W

Vedle prvkii matice A napiSeme prvky jednotkové matice stejného typu (oddélime od sebe pro ptrehlednost
svislou ¢arou) a déle pouzijeme Faddkové Gpravy Gaussovy eliminaéni metody na matici (A|E) jako celek.
To znamend, ze pracujeme s fadky délky 2n, v nasem konkrétnim pfipadé s fadky o Sesti prvcich.
P1i eliminaci se snazime vlevo od svislé ¢ary dostat postupné jednotkovou matici.

123|100 1 2 3] 1 0 0 1 2 3|1 0 0
-1 01|01 0]|~(0 2 4| 1 1 O0f~|0 2 4|1 1 0]~
2 2 100 1 0 -2 -5 | -2 0 1 0 0 1|1 -1 -1
1 2 0]-2 3 3 100 1 -2 -1 1 -2 -1
~({o 2 o0|-3 5 4|~|010]|-2 2 2|, A'l=[(-2 5 2
0 0 1| 1 -1 -1 0 01 1 -1 -1 1 -1 -1

Pti pfechodu z matice A na matici E v levém bloku jsme nejprve prevedli matici A na schodovitou matici
stejné, jako je popsdno v tvodni kapitole o Gaussové elimina¢ni metodé (tzv. primy chod eliminacni
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metody). Jsou-li ve schodovité matici na diagonale nenulové prvky, lze pokracovat tzv. zpétnym chodem
eliminacni metody. V ném nejprve nasobime posledni fadek vhodnymi konstantami a pficitame k radktm
nad nim. Tim dostédvame nuly v poslednim sloupci nad nenulovym prvkem na pozici (n, n). Pak p¥i¢itame
nasobky predposledniho Ffadku k predchozim a ziskdme nuly v predposlednim sloupci. Takto postupné
pokracujeme az dostaneme matici s nenulovymi prvky na diagonale a s nulovymi prvky jinde. Kazdy
radek takové matice vynasobime pievracenou hodnotou jeho diagonalniho prvku a dostavame matici E.

Tvrdime, Ze hledand inverzni matice k matici A je zapsana vpravo od svislé ¢ary v posledni tpravé.
Zformulujeme to jako algoritmus:

6.41. AlgoritmusX* Pokud (A |E) ~ (E|B), kde ,,~“ znamen4 kone¢né mnoho fddkovych tiprav matice
podle Gaussovy elimina¢ni metody, pak B = A~!.

Zvidavy Ctenar se opravnéné pta, proc tato metoda dava inverzni matici. Sformulujeme tuto vlastnost
jako vétu 6.43. Nejprve si ale povS§imneme dulezité vlastnosti Gaussovy eliminace.

6.42. VétaX* Necht A ~ B jsou dvé matice. Pak existuje matice P takova, ze B =P - A.

Dukaz. Protoze podle véty 5.14 je (r: A) = (r: B), jsou fadky matice B linedrnimi kombinacemi fadk
matice A. ZapiSeme-li koeficienty téchto linedrnich kombinaci do radkd matice P, dostavame podle
poznamky 6.27 vztah P - A = B.

6.43. Véta. Necht A € R™"™ a necht lze provést (A |E) ~ (E|B), kde ,~“ oznacuje koneény pocet
fadkovych tprav podle elimina¢ni metody a E znaé¢i jednotkovou matici z R™". Pak B = A1,

Dukaz. Podle véty 6.42 existuje matice P takova, ze
(AJE)~ (E|B)=P-(A|E) = (PA|PE).

Protoze B = PE, je P = B. Protoze E = PA, je E = BA. Podle véty 6.37 je B inverzni matice
k matici A.

6.44. Poznamka. Kdybychom napsali jednotkovou matici pod matici A a aplikovali na sloupce této
»dvojmatice“ sloupcové tpravy podle Gaussovy eliminacni metody a ziskali nakonec v horni ¢asti ma-
tici E, pak je ve spodni ¢asti matice inverzni. Pfi diikazu tohoto tvrzeni bychom postupovali analogicky
jako pri radkové metodé, jen maticemi P;, které ,,emuluji“ sloupcové tipravy, bychom néasobili matici A
zprava a nikoli zleva.

Rozmyslete si, ze neni mozné pii metodé hledani inverzni matice kombinovat fadkové i sloupcové
operace dohromady. Nardzi to na skutecnost, Zze nasobeni matic neni komutativni.

6.45. VétaX Nechf A € R™" je ¢tvercova matice. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) A je regularni,

(2) A mé inverzni matici A1,

(3)

(4) Maticova rovnice AX = B s neznadmou matici X € R™™ maé feSeni pro kazdou B € R™"™.
(5) A ~ E, tj. existuje konecné krokt Gaussovy elimina¢ni metody, které prevedou A na E.

Dukaz. (1) < (2) piimo z definice reguldrni matice. (2) < (3) z véty 6.36.

Ekvivalence zbyvajicich podminek vyplyne z implikaci (2) = (4) = (3) = (5) = (2).

(2) = (4): protoze A~'B uvedenou rovnici fesi. Skute¢né je A(A7'B) = (AA~!)B = EB = B.

(4) = (3): Je-li CfeSeni rovnice AX = E, pak musi podle véty 6.28 byt hod E = hod(A-C) < hod A.
Protoze hod E = n, musi hod A = n.

(3) = (5): Protoze eliminace neméni hodnost, musi se po pfimém chodu Gaussovy eliminace matice
A promeénit ve schodovitou matici s nenulovymi fadky, tedy s nenulovymi ¢isly na diagonale. Pak lze
provést zpétny chod eliminace a prevést puvodni matici A na E.

(5) = (2): Je-li A ~E, pak (A |E) ~ (E| A™!) podle véty 6.43.
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6.46. Poznamka. Dalsi ekvivalentni podminkou regularity matice A je linedrni nezévislost jejich fadki
(podle véty 5.31) coz je ekvivalentni s linedrni nezdvislosti sloupcii (podle véty 5.42) a to je ekvivalentni
s regularitou matice AT, V nésledujici kapitole si jesté ukdzeme, Ze A je regularni pravé tehdy, kdyz ma
nenulovy determinant (véta 8.27).

Pro singuldrni matice lze zformulovat analogické podminky: A je singulérni, pravé kdyz neexistuje
inverzni matice, pravé kdyz AX = B nem4 feSeni pro né€které matice B, pravé kdyz hod A < n, pravé
kdyz A m4 linearné zavislé fadky /sloupce, praveé kdyz AT je singulérni, pravé kdyz nelze A prevést na
E konecné mnoha kroky Gaussovy elimina¢ni metody, pravé kdyz ma nulovy determinant.

6.47. Poznamka. ProtoZze podle véty 6.45 je matice A regularni pravé tehdy, kdyz A ~ E, mame
zaruceno, ze metoda vypoctu inverzni matice neselze pro zadnou regularni matici. Jinymi slovy, ma-li
matice inverzni matici, pak pijde provést eliminaci (A|E) ~ (E|B), coZz je podminkou ke spusténi
algoritmu 6.41.

6.48. Poznamka. Maticové rovnice z podminky (4) lze fesit ,vyndsobenim obou stran rovnice matici
A~1 zleva“. Tim se AX = B pievede na X = A~!B. Dale lze fesit maticové rovnice XA = B (pro
matice X, B € R"™") ,vyndsobenim obou stran rovnice matici A~! zprava“. Tim dostdvame X = BA 1.
Situace je tedy podobna jako s ¢iselnou lindrni rovnici ax = b jen s tim rozdilem, Ze musime mit na paméti,
7e neni splnén komuntativni zakon souc¢inu matic, takze A~!'B nemusi byt totéz jako BA 1.

Mnoho maticovych rovnic lze na maticové rovnice AX = B nebo XA = B prevést, jak ukazuje
nasledujici priklad.

6.49. Priklad. Najdeme matici X takovou, aby byla splnéna rovnice
A-X-X+4A=0,

kde A € R3? je matice z piikladu 6.40 a O je nulova matice stejného typu.
Hledand matice musi byt ¢tvercova typu (3, 3), jinak by nebylo definovéno sé¢itani. Rovnici postupné
upravime (d&vame si pozor na to, ze nemusi platit komutativni zdkon).
A-X-X=-4A tj

A-X-E-X=-4A tj. (A-E)-X=-4A.

Pokud existuje matice (A — E)~!, pak po prondsobeni obou stran rovnice touto matici zleva dostdvame
X=(A-E)"' (-4A)=—-4(A-E)'-A.
Je tedy potfeba najit inverzni matici k matici A — E (napfiklad metodou popsanou v piikladu 6.40).

Nalezenou inverzn{ matici vynasobime ¢tyimi a nakonec provedeme maticové nasobeni 4 (A —E)~!- A
podle definice. Nize uvadime jednotlivé mezivypocty:

1 3 5
0 2 3 3 3 1 -2 6 5
A-E=|-1 -1 1], A-E)'= i -3 -3 4A-E)y'= 2 -6 3|,
2 2 0 0o 1 1 0 4 2
-2 6 5 1 23 -2 -6 -5
X=-4A-E)y'"A=—-| 2 -6 -3 -1 0 1]=|-2 2 3
0 4 2 2 21 0 —4 —6

6.50. Poznamka. Z véty 6.28 vime, ze hodnost matice se miize zmensit, pokud ji vynasobime néjakou
matici. Nyni ukazeme, ze hodnost matice se nezméni, pokud ji vynasobime reguldrni matici. Pfipomeneme
nejdrive vétu 6.42, ktera rika, ze kazdému elimina¢nimu procesu A ~ B prislusi matice P tak, ze
B =P - A. Tato véta se da v jistém smyslu obratit:

6.51. Véta. Necht A, B € R™"™. Necht P € R™™ je regularni matice a necht B =P - A. Pak A ~ B.

Dukaz. Protoze P je regularni, je podle podminky (5) z véty 6.45 P ~ E a ze symetrie relace ~ plyne
tézE~P. Tedy (E|A) ~ (P|X)=P(E|A) = (P|PA) = (P|B). Stejnou eliminaci provedeme pouze
s pravym blokem, tj. dostavame A ~ B.
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6.52. Véta. Necht A je libovolna matice (ne nutné étvercovd) a P, Q jsou reguldrni matice takové, ze
je definovano néasobeni P - A a A - Q. Pak hod A = hod(P - A) = hod(A - Q). Jinymi slovy: nasobeni

regularni matici neméni hodnost.

Dikaz. Ozna¢me B = P - A. Podle véty 6.51 je A ~ B, takze hod A = hod B podle véty 5.17.
K diikazu hod A = hod(A - Q) staci podle (5) véty 6.5 piejit k transponovanym maticim a pouzit
piedchozi vysledek spoleéné s vétou 5.42: hod(A-Q) = hod(A - Q)T = hod(QT - AT) = hod AT = hod A.

6.53. Véta. A ~ B pravé tehdy, kdyz (r: A) = (1: B).

Dukaz. Implikaci ,je-li A ~ B, pak (r: A) = (r: B)“ jsme dokazali v odstavci 5.14. Nyni tedy predpo-
klddame (r: A) = (r: B) a najdeme takovy eliminac¢ni proces, ktery pfevede matici A na matici B.

Nejprve najdeme schodovité matice s nenulovymi fadky A’ a B’ takové, ze A ~ A’ a B ~ B'.
To je mozné diky vété 5.25. Staci tedy ukézat, ze A’ ~ B’. Z véty 5.14 plyne, ze (r: A) = (r: A’) a
(r:B) = (r: B’) a z pfedpokladu (r: A) = (r: B) plyne (r: A’) = (r: B’). Matice A’ i B’ maji linedrné
nezdvislé radky a jejich pocet je v obou pripadech roven k¥ = hod A = hod B = hod A’ = hod B’. Kazdy
fadek matice B’ je linedrni kombinaci fadka matice A’, takze existuje ¢tvercovd matice P (koeficient
téchto linedrnich kombinaci), pro kterou je P - A’ = B’. Z véty 6.28 plyne, ze hod P = k, coz je pocet
fadki matice P. Takze P je podle véty 6.36 regularni. Po pouziti véty 6.51 vidime, ze A’ ~ B'.

6.54. PiikladX* Jestlize A ~ B, pak podle véty 6.42 existuje matice P takova, ze B = PA. Podivejme FElementdrni
se, jak vypadad matice P v pripadé jednotlivych elementarnich kroki Gaussovy eliminac¢ni metody. matice
(1) Necht B vznikla z A prohozenim i-tého fadku s j-tym. Snadno ovéiime, ze B = Py - A, kde P,
je ¢tvercova matice, kterd vznikla z E prohozenim i-ého radku s j-tym.
(2) Necht B vznikla z A vyndsobenim i-tého Fddku nenulovou konstantou «. Snadno ovéfime, Ze
B =P, - A, kde P5 je ¢tvercova matice, kerd vznikla z E vynasobenim i-ého fadku konstantou a.
(3) Necht B vznikla z A pfi¢tenim a-ndsobku j-tého fadku i-tému. Snadno ovéfime, ze B = P3 - A,
kde Pj3 je ¢tvercova matice, kera vznikla z E zaménou nuly za prvek a na pozici i, j.

6.55. Definice. Matice typu Py, Py a P3 z prikladu 6.54 se nazyvaji elementarni matice.

6.56. Véta. Symbolem A ~ B v této vété znacime skutecnost, ze matice B vznikla z matice A konecné
mnoha kroky Gaussovy eliminac¢ni metody, pficemz neni dovolen krok vynechani nebo pridani nulového
radku. Plati: A ~ B pravé tehdy, kdyz existuje regularni matice P takova, ze B =P - A.

Dukaz. Implikace ,je-li P regularni, pak PA ~ A“ je dokazana ve vété 6.51. Je ovsem potieba dukaz
véty projit znovu a uvédomit si, ze nebylo nutné pouzit krok vynechani nebo pfidani nulového Fadku.
Nyni dokazeme opac¢nou implikaci. Pfredpokladejme, ze A ~ B. Pak

B=C,, (Cp_1---(Cy-(C1-A))--)=(Cp-Cp_1---C3-C1)-A=P-A,
kde Cj, je elementarni matice jednoho z typa Pi, Po a Pg3, kterd ,emuluje” provedeni k-tého kroku

elimina¢ni metody. Jednotlivé elementarni matice jsou ziejmé regularni, protoze maji linedrné nezavislé
radky. Matice P, ktera je sou¢inem téchto elementarnich regularnich matic, je podle véty 6.39 regularni.

6.57. Poznamka. V nésledujicich odstavcich budeme pracovat se skupinou vektort @y, s, ..., x, € L  Linedrni
a dalsi skupinou vektort yi1,yo, ..., yn € L, kterd vznikne jejich linedrnimi kombinacemi. Tedy kombinace
skupin vek-

Y1 =111+ + Q1 pTn, Y2 =211+ F Ty, -, Ym = Q1T+ Oy Ty toru z L

Tyto rovnosti lze v souladu s poznamkou 6.25 zapsat jako maticovy soucin

Y1 Ll
Y2 T2

=A. , struéné Y = A - X,
ym wn

kde A = (o ;) € R, X = (z1, @2, ..., x,)T € LYY = (y1,Y2,...,ym)T € L™
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6.58. Véta. Oznacme A = (o ;) € R"™, X = (1, @2, .. Lxn)T e LY = (y1, 92, ym) T € L0
a necht Y = A - X. Oznacme jesté a1, as,...,a,, € R" fadky matice A a necht b = (81,52, ..., 0n) je
néjaky vektor z R™ a z = By y1 + B2 y2 + - - - + B Ym- Pak plati

(1) b € {ay,as,...,a,) pravé tehdy, kdyz z € (y1,Y2, .., Ym)-

(2) Jsou-li @1, xs,...,x, linedrné nezdvislé v L, pak ai,as,...,a,, jsou linedrné nezavislé v R™ pravé
tehdy, kdyz y1,ys, ..., Ym jsou linedrné nezavislé v L.

(3) Jsou-li @1, @, ..., x, linedrné nezdvislé, pak dim(ay,as, ..., a,) = dim{y, ys, ..., Ym).

(4) Je-lim =n a ay,as,...,a, jsou linedrné nezavislé, pak (x1, T2, ..., %n) = (Y1,Y2,- -, Yn)-

Dukaz. (1) Necht b € (ay,as,...,a,), tedy b="~1a1+v2 a2+ -+vmam, tj. b = (v1,72, .- ., Ym) - A.
Protoze A-X =Y, je (71,72, -, ¥m) Y = (71,72, - s Ym) - A-X =b-X = z. Takze z € (y1,Y2, ..., Ym)
a linearni kombinace vektoru y1,yso, . . ., Ym, ktera tvoii z, ma stejné koeficienty, jako linedrni kombinace
vektort aq,aq, ..., a,,, kterd tvori b.

Necht nyni z € (y1,y2,...,Ym), tedy 2z = (71,72, ---,%m) - Y. Protoze A - X = Y, musi byt
b-X=z= 0,7, 7m) Y = (1,72, -,7m) - A - X, takze je b = (71,72,...,7Vm) - A. Vektor b je
tedy linearni kombinaci fadkt matice A s koeficienty v1,72, ..., Vim.-

(2) Necht nejprve jsou vektory ai,as,...,a,, linedrné nezavislé. Oznacime symbolem o nulovy
vektor v L a ukazeme, Ze linedrni kombinace (v1,72,...,%m) - Y = o musi byt pouze trividlni. P¥i
oznaceni b = (v1,%2,..-,Ym) - A je 0 = (71,72, -, Ym) - A - X = b - X. Linedrni kombinace vektort
x1,T2,...,T, je zde rovna nulovému vektoru. ProtoZze jsou vektory xi,xs,...,x, linedrné nezavislé,
musi byt tato kombinace trividlni, neboli b = (0,0,...,0). Je tedy (v1,72,---,7vm) - A = (0,0,...,0).
Leva strana této rovnosti je linearni kombinace fadkt matice A s koeficienty +;, ktera je rovna nulovému

tfadku. Protoze jsou tyto fadky linedrné nezévislé, musi v, =0 pro:=1,2,...,m.
Jsou-li vektory ai,as, ..., a,, linearné zavislé, pak podle véty 2.18 existuje jeden vektor a.., ktery

je linearni kombinaci ostatnich vektoru a;. Podobné jako v ditkazu (1) lze ukézat, ze vektor y, je pak
linearni kombinaci ostatnich vektorti y; a tato linearni kombinace mé stejné koeficienty. Takze i vektory
Y1,Y2, - - -, Ym jsou linedrné zavislé.

(3) Bézi (a1,as,...,a,) lze najit jako nejvétsi podmnozinu mnoziny fadkt ai,as,...,a;. Baz
(Yy1,Y2, ..., Ym) 1ze vybrat stejnym zptsobem z mnoziny vektord y1,ya, ..., Ym. Z vlastnosti (2) plyne,
7e obé tyto podmnoziny musi byt stejné pocetné.

(4) Protoze Y = A - X, je (y1,Y2,---,Yn) C (1, X2,...,x,). ProtoZe ay,as, ..., a, jsou linearné
nezévislé, je matice A regularni, takie X = A~!.Y. Z této rovnosti plyne, ze (xy,xa,...,x,) C
(Y1,Y2, ..., Yn), takze plati obé inkluze a uvedené linedrni obaly se rovnaji.

6.59. Poznamka* Radky matice A ve vété 6.58 jsou koeficienty linedrnich kombinaci, kterymi mé-
nime skupinu vektoru 1, xs, ..., x, na novou skupinu vektort y1,ys, . . ., Ym. Specidlné, je-li A néktera
z elementarnich matic Py, Py a P35 z prikladu 6.54, pak je regularni a mé tedy linedrné nezavislé radky.
Podle (2) pfedchozi véty to znamend, Ze linearni nezavislost skupiny vektort se nezméni zménou jejich
poradi, vynasobenim jednoho vektoru nenulovou konstantou, pfictenim nasobku vektoru k jinému nebo
koneénym opakovanim téchto tkont. Z vlastnosti (4) pfedchozi véty ddle vyplyvd, Ze uvedené modifikace
skupiny vektor nezmeéni jejich linedrni obal. To ndm pripomina véty 5.32 a 5.14, ale tam jsme praco-
vali jen s fadky matice, tedy s vektory z R™. Nyni fikdme totéz o vektorech z libovolného linearniho
prostoru L.

6.60. Shrnuti. Soucin matic A - B je definovan /6.1/ jen pro matice, kde A m4 stejny pocet sloupctt
jako B fadku. Soucin matic neni obecné komutativni ani pro ¢tvercové matice. OvSem plati asociativni
i distributivni zédkon /6.5/.

Matice lze nasobit i po blocich /6.8, 6.9/. Naptiklad sou¢in matic A -B obsahuje ve sloupcich souéiny
matice A s jednotlivymi sloupci matice B /6.11/.

Blokovym nasobenim matic je inspirovan Strassentiv algoritmus, ktery m4 slozitost pouze n?3,
zatimco slozitost maticového soucinu podle definice je n3.

Existuje skupina matic, ktera s pevné danou ¢tvercovou matici komutuje. Tato skupina tvoii pod-
prostor vsSech ¢tvercovych matic.

Iverzni matice ke étvercové matici A ja takova ¢tvercova matice A~! stejného typu, ktera musi spliio-
vat A-A~1 = A~1. A =E /6.33/, kde E je jednotkova matice /6.29/. Inverzni matice je jedina /6.34/.
Z jedné definiéni rovnosti plyne druha /6.37/. Matici, kterd ma inverzni, nazyvidme reguldrni /6.35/.
Soudin regulérnich matic je matice regularni /6.39/. Mezi ekvivalentni podminky s regularitou matice
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Linedrni algebra 6. Ndsobeni matic

A patii: hod A = pocet fadku, r: A je linedrné nezavisla mnozina, maticova rovnice AX = B ma feSeni
pro kazdou pravou stranu, plati A ~ E /6.45/.

Na vypocet inverzni matice je mozné pouzit algoritmus /6.41/ zalozeny na Gaussové eliminac¢ni
metodé. Ze metoda skuteéné po¢ita inverzni matici plyne z tvrzeni, ze pokud A ~ B, pak existuje matice
P tak, ze B=P-A /6.42/. Vétu mizeme za podminky regularity P zformulovat jako ekvivalenci /6.56/.
V takovém piipadé je P souc¢inem emelmentérnich matic /6.55/.

Hodnost sou¢inu matic je nejvyse rovna hodnosti jednotlivych ¢initeld /6.28/. Nésobime-1i matici
regularni matici, hodnost se nezméni /6.52/.

Maticové nasobeni jsme pouzili k vyjadieni pfechodu jedné skupiny vektort z L k linedrnim kom-
binacim této skupiny vektori. Odvodili jsme, ze také na abstraktni vektory z L mizeme uplatnit kroky
Gaussovy elimina¢ni metody jako na fadky matice, pfitom jejich linedrni nezavislost a jejich linearni
obal ziistdvaji v takovém ptipadé zchovany /6.59/.
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7. LU rozklad

7.1. Poznamka. V této kratké kapitole ukézeme, ze kazdou regularni matici lze (az na pfipadné proho-
zeni sloupcti) zapsat jako soucin matic L a U, kde L je dolni trojihelnikovd matice (mé nenulové prvky
soustfedény v dolnim trojahelniku) a U je horni trojuhelnikovd matice. Tento rozklad se pouzivd pii
numerickém FeSeni soustav linedrnich rovnic /9.48/, zejména pii vétsim poctu pravych stran.

Toto téma spadé spise do numerické matematiky. Pfesto jsem se rozhodl je sem zatradit, protoze
hlavni myslenka LU rozkladu vyuziva dulezity poznatek, ktery byl vysloven v predchozi kapitole: jednot-
livé kroky eliminac¢ni metody lze ,emulovat® nasobenim pfislusnymi regularnimi maticemi zleva. Nasle-
dujici kapitoly neptredpokladaji znalosti o LU rozkladu. Pokud tedy ¢tendf nemd zajem tuto zalezitost
poznat hloubéji, mize bez uzardéni tuto kapitolu preskocit.

7.2. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice. Matici A nazyvame horni trojuhelnikovou, pokud
ma pod diagondlou jen nulové prvky (nenulové prvky jsou soustiedény v ,hornim tojihelniku®), tedy
a;; = 0 pro ¢ > j. Matici A nazyvame dolni trojihelnikovou, pokud ma nad diagonélou jen nulové prvky,
tedy a; ; = 0 pro ¢ < j.

7.3. Véta. (1) Soucin dvou dolnich trojihelnikovych matic s jednickami na diagondle je dolni trojihel-
nikova matice s jednickami na diagonale.

(2) Je-li L dolni trojthelnikova matice s jednickami na diagonale, pak je regularni a L~ je také dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale.

Dukaz. (1) Staci si uvédomit, jak funguje maticové nasobeni.

(2) Ukézeme, 7e eliminaci (L|E) ~ (E|L™!) = P . (L|E) lze vzdy provést, takze L je reguldrni.
P = L! je sou¢in elmentdrnich matic Gaussovy eliminace. Po pfimém chodu Gaussovy eliminaéni
metody jisté vytvorfime z dolni trojuhelnikové matice L matici E. Zpétny chod neni nutné pouzit, nebot
nad diagonalou se uz nuly vyskytuji a eliminaci nejsou znehodnoceny. Na diagonale matice L zustavaji
jednicky. Takze neni potieba ani prohazovat fadky, ani nasobit radky konstantou. Matice P je tedy
soucinem jen elematarnich matic typu P3 pro j < i, tedy dolnich trojuhelnikovych matic s jednickami
na diagonale. Podle (1) je tedy P = L~! dolni trojihelnikové s jedni¢kami na diagonéle.

7.4. Algoritmus. Je dana ctvercova matice A € R™". PopiSeme algoritmus vzniku matic L a U, pro
které plati A =L - U.

Matici (A | E) pfevedeme eliminaci na (U |L’). Pfedpokldddme, Ze v eliminaci nejsme nuceni pro-
hazovat fadky. Pouze pri¢itdme nasobky Fadkt k fadktm pod nimi. Tim méme zaruceno, ze L’ je dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle.

Protoze podle véty 6.42 existuje regularni ¢tvercova matice P takova, ze

(U|L)=P-(A|E)=(P-A[P)

dostavame L' = P a U =P -A =L’ - A, neboli (L')"!-U = A. Pro hledanou matici L tedy plati
L = (L')~!. Matice L je podle véty 7.3 dolni trojihelnikova s jednickami na diagonéle.

7.5. Piiklad. Plati

1 2 3 1 00 1 2 3
A=(2 3 1|=[(210 0 -1 -5 |=LU,
4 20 4 6 1 0 0 18
protoze
1 23100 1 2 3] 1 00 1 00
231[010]~f0 -1 -5|-2 10|=ULL) @)'=[210
420|001 0 0 18| 8 —6 1 4 6 1

7.6. Poznamka. Pokud se pii eliminaci pouzité v algoritmu 7.4 vyskytne na diagondle (v misté pivota)
nulovy prvek, jsme nuceni prohodit fadky nebo sloupce. V takovém pfipadé matice A nemd primy
rozklad na L - U. Misto toho rozkldddme modifikovanou matici A’, kterad obsahuje vhodné piehozené
radky nebo sloupce matice A tak, aby k problému vyskytu nulového diagonalniho prvku béhem eliminace
nedoslo. Prohazovani fadki 1ze emulovat nasobenim tzv. permutacni matici zleva a prohazovani sloupct
lIze emulovat tzv. permutacni matici zprava. V nasledujicich odstavcich je tato problematika rozvedena
podrobnéji.
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Linedrni algebra 7. LU rozklad

7.7. Definice. Matice typu Py, P2 a P3 z piikladu 6.54 se nazyvaji elementdrni matice Gaussovy
eliminacni metody. Specidlné matice typu Py se nazyvaji elementdarni permutacni matice. Soucin ele-
mentarnich permutacnich matic se nazyva permutacni matice.

7.8. Véta. Necht A € R™" je libovolnd matice a P € R™" je permutacni matice. Pak PA se lisi od
matice A jen prohozenim nékterych radku. Dale matice AP se lisi od matice A jen prohozenim nékterych
sloupct.

Dukaz. Jednotlivé elementarni permutacni matice prohazuji pfi nasobeni zleva dvojici fadku. Soucin
takovych matic zpusobi prohozeni vice dvojic fadku za sebou, tedy novd matice PA mé prohozeny
nékteré radky. Totéz plati pro soucin AP a pro sloupce.

7.9. Véta. Pro permutaéni matici plati, ze P~ = PT.

Duikaz. Staci si uvédomit, ze kazda elementarni permutacéni matice P ma uvedenou vlastnost, tedy pro
ni plati P~! = P7. Dokonce je P = PT = P~!. Nechf nyni P = C;C,--- Cy, kde C; jsou elementérni
permutacni matice. Pak

P.-PT = (0102...Ck)(0102...ck)T: (Clcz---Ck)(C}g---Cg--~Cf):E
a analogicky P - P = E. je tedy P~! = PT.

7.10. Véta. Pro kazdou regularni matici A € R™" existuje permutacni matice P € R™" dolni troju-
helnikova matice L € R™" s jednickami na diagondle a horni trojuhelnikovd matice U € R™" tak, ze
AP =LU.

Dikaz. Provedeme eliminaci A ~ U jako v algoritmu 7.4. Pokud narazime na nulovy diagonalni prvek,
pak v misté tohoto prvku nemuze byt cely radek nulovy, protoze matice A je regularni. Prohodime v elimi-
nované matici sloupce tak, aby diagonalni prvek byl nenulovy. Toto prohozeni sloupcti je mozné podchytit
maticovym nasobenim permutacni matice zprava. Protoze fadkové eliminacni tpravy lze podchytit na-
sobenim odpovidaicimi maticemi zleva, do souc¢inu téchto matic se naAm permutacni matice ,nemichaji*
a po dokonceni eliminace dostavame L’ AP = U. Pii oznaceni L = (L’)~! dostdvdme AP = LU.

7.11. Pfiklad. Pro néasledujici matici A dostaneme pii eliminaci na pozici (2,2) nulu. Je tedy:

1 2 3 100 1 0 0 1 3 2
AP=1|2 4 1]-10 0 1]|=1(2 1 01-10 -5 0] =LU.
4 2 0 0 1 0 4 12/5 1 0 0 -6

V tomto pfipadé neni matice A rozlozitelna na souc¢in LU bez predchoziho prohozeni jejich sloupcti.

7.12. Véta. Pro kazdou regularni matici A € R™" existuje permutacni matice P € R™", dolni troju-
helnikova matice L € R™" s jednickami na diagondle a horni trojihelnikovd matice U € R™" tak, ze
PA =LU.

Duikaz. Provedeme eliminaci A ~ U jako v algoritmu 7.4. Pokud narazime na nulovy diagonélni prvek,
pak pod timto prvkem nemohou byt samé nuly, protoze matice A je regularni. Prohodime v eliminované
matici fadky tak, aby diagonalni prvek byl nenulovy. Toto prohozeni fadkt je mozné podchytit maticovym
nasobenim permutacni matice zleva. Protoze fadkové eliminacni ipravy jsou podchyceny také nasobenim
odpovidajicimi maticemi zleva, bohuzel, permuta¢ni matice se nam do soucinu ,pfimichaly“ a nemame
jistotu, Ze je mozné je v soucinu pfesunout doprava bez poruseni vlastnosti, ze zbytek ztstane dolni
diagonalni matice. Pomize ale nasledujici pfedstava. V okamziku, kdy rozhodneme o prohozeni radk,
se vatime k ptivodni matici A a prohodime stejné fadky této matice. Pak eliminujeme znovu. Je zfejmé, ze
eliminace probéhne podobné, ale na nulovy diagonalni prvek uz nyni nenarazime. Pokrac¢ujeme v eliminaci
déle. Narazime-li pozd€&ji znovu na problém nulového prvku na diagonéle, prohodime odpovidajici fadky
znovu v matici A a znovu eliminaci provedeme od zacatku.

Pokud provadime eliminaci celého bloku (A |E) ~ (U|L’), pak neni nutné se po prohozeni radku
vracet na zacatek eliminace, ale stac¢i prohodit v tomto bloku jen jisté ¢asti fadkt. Presndji. Necht
ak.; = 0 arozhodli jsme k-ty Fadek prohodit s (k+ j)-tym. V dané chvili je v pravém bloku v (n+k)-tém
sloupci a ve vSech dalsich vrpavo od néj torzo jesté nezménéné jednotkové matice. S timto blokem pfi
prohazovani fddki nehybeme, pouze prohodime zkracené fadky délky (n + k — 1). Pak je mozné rovnou
v eliminaci pokracovat.
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Linedrni algebra 7. LU rozklad
7.13. Priklad. Najdeme LU rozklad matice A z ptikladu 7.11.

1 2 3|1 00 1 2 3 1 00 1 2 3 100

2 41/010|~[0 0 -5|-210]|3l0 -6 —-12| -4 1 0

4 2 00 0 1 0 6 -12| -4 0 1/%*\0o 0o -5|-201

Pr1i prohozeni druhého fadku s tfetim jsme ponechali nezménény predposledni a posledni sloupec pravého
bloku. Plati:

-1

100 100 100 1 2 3
P=|0oo0 1], L=[-41 0 =4 10|, U=|0 -6 -12|, PA=LU.
01 0 —2 0 1 2 0 1 0 0 -5

7.14. Poznamka. ProtoZe pro permuta¢ni matici P plati P! = P7T, coZ je také permutaéni matice,
Casto se setkavame s nasledujicimi vzorci, které jsou dusledky predchozich dvou vét:

A =LUP, A =PLU.

Prvni vzorec je dusledkem eliminace s vybérem pivota prohazovanim sloupct a druhy je duasledkem
eliminace s vybérem pivota prohazovanim radku.

7.15. Véta. Ma-li matice A € R™"™ LU rozklad bez nutnosti prohodit sloupce/fadky matice A, je tento
rozklad jednozna¢ny. Je-li nutné prohodit sloupce/fadky v matici A, pak pro kazdou moznou volbu
prohozeni sloupcti/Fadku je LU rozklad jednoznaény.

Duikaz. Necht A = LU = L; Uy, tj. pfedpokladdme dva LU rozklady matice A. Protoze je podle véty 7.3
matice L reguldrni, mfizeme rovnost pronasobit zleva matici L~! a dostdvame L~'A = U = L~'L,U;.
Protoze A i L™! jsou regularni, je reguléarni i matice U, ktera je jejich sou¢inem. Analogicky se odvodi,
7e matice U; je regularni, tedy mé na diagonale nenulové prvky. Dale po oznadeni L~'L; = L/, coZ je
podle véty 7.3 dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale, dostdvame rovnost U = L’/ Uj.
D4 se ukdzat pomoci véty 7.3 a pfechodem k transponovanym maticim, Ze inverze horni trojihelnikové
matice je horni trojuhelnikova a ze soucin hornich trojuhelnikovych matic je horni trojuhelnikova. Takze
UUl_1 =L U1U1_1 = L/ je horni trojuhelnikovd matice. Protoze L’ je zaroven dolni trojihelnikové, musi
mit nenulové prvky pouze na diagonale. Tam m4 ale jednicky, takze L’ = E. Plati tedy U = L' U; =
EU; = U; Po dosazeni do ptivodniho vztahu mame rovnost, LU = L; U, kterou pronasobime zprava
inverzi k U a dostavame L = Lj.

7.16. Poznamka. V numerickych metodach se pouzivaji efektivnéjsi algoritmy, nez zde popsany 7.4.
Pii vypoctu LU rozkladu se v zadném piipadé dodateéné nepocita L = (L’)~1, ale vyuzije se toho, ze L
obsahuje pfimo koeficienty eliminace (s opa¢nym znaménkem).

Existuji algoritmy LU rozkladu, které maji stejnou slozitost jako maticové nasobeni. Takze pii
pouziti Strassenova algoritmu 6.18 mame sloZitost n2897.

7.17. Shrnuti. Reguldrni matici lze (az na prohozeni sloupctt nebo Fadki) zapsat jednozna¢né jako
soucin horni a dolni trojihelnikové matice prislusnych vlastnosti /7.12, 7.10, 7.15, 7.4/.
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8. Determinant

Determinant je cislo, které jistym zptisobem charakterizuje ¢tvercovou matici a které se vyuziva
napiiklad pfi vypoctech FeSeni soustav linearnich rovnic. Toto ¢islo ma mnoho dilezitych vyznami, se
kterymi se setkdme nejen v linearni algebie, ale i v jinych matematickych disciplindch. Determinant
se podle definice pocita z prvka matice pomérné komplikovanym zpusobem. Nez budeme schopni tuto
definici formulovat, musime si néco fici o permutacich. Na tomto pojmu je totiz definice determinantu
zalozena.

8.1. Definice. Necht M je koneénd mnozina o n prvcich. Permutace pruki mnoZiny M je uspordadand
n-tice prvki mnoziny M takova, ze zaddny prvek z mmnoziny M se v ni neopakuje. Permutaci prvki
mnoziny M = {1,2,...,n} nazyvame struéné permutaci n proki.

8.2. Piiklad. Uvedeme nékteré permutace péti prvki: (1,2,4,5,3), (5,4,3,2,1), (3,5,4,1,2). Uspora-
danou pétici (1,2, 3,2,4) nepovazujeme za permutaci, protoZe se zde opakuje prvek 2.

8.3. Véta. Pocet ruznych permutaci n prvki je roven ¢islu n!.

Dukaz. Pfipomindme, ze n! = n(n — 1)(n — 2)---2 - 1. Diikaz véty provedeme matematickou indukci.
Pro c¢tenare, ktery se s takovou formou ditkazu jesté nesetkal, nejprve vysvétlime princip matematické
indukce.

Matematickou indukci dokazujeme tvrzeni, které ma platit pro vSechna n € N. Postupujeme ve
dvou krocich. Nejprve dokazeme toto tvrzeni pro n = 1. Pak dokazeme tzv. indukéni krok, ktery je
formulovan ve tvaru implikace: , jestlize tvrzeni plati pro n, pak plati pro n + 1“. Obh&ajime-li platnost
této implikace, mame dokazano tvrzeni pro vsechna n € N. Vysvétlime si, pro¢. V prvnim kroku jsme
dokézali, ze tvrzeni plati pro n = 1. Uplatnime nyni indukéni krok ve tvaru , jestlize tvrzeni plati pro
n = 1, pak plati pro n = 2“. Tim mame zaruceno, ze tvrzeni plati pro n = 2. Zopakujeme indukéni
krok, tentokrat ve tvaru , jestlize tvrzeni plati pro n = 2, pak plati pro n = 3“. To dokazuje platnost
tvrzeni pro n = 3. Opakovanym uplatnénim indukéniho kroku jsme schopni dolozit platnost tvrzeni pro
libovolné velké n.

Tvrzeni nasi véty je: ,pocet riznych permutaci n prvka je roven ¢islu n!“. Dokdzeme v prvnim
kroku pro n = 1, tj. ,,pocet raznych permutaci jednoho prvku je roven ¢islu 1! = 1“. O tom ale asi nikdo
nepochybuje, nelze totiz vytvorit nic jiného nez permutaci (1).

Nyni dokézeme indukéni krok. Predpokldadame tedy, ze pocet riznych permutaci n prvku je roven
¢islu n! a dokazeme, Ze pocet riznych permutaci n+1 prvki je roven ¢islu (n+1)! . Prozkoumejme nejprve,
kolik existuje permutaci n+ 1 prvki, které maji v prvni slozce zapsano ¢islo 1. Je jich n!, protoze zbylych
n slozek mizeme zaplnit éisly {2,3,...,n,n 4+ 1} a mame v tomto piipadé stejné mnozstvi moznosti,
jako je pocet permutaci n prvkia. Téch je podle indukéniho predpokladu n!. Ze stejného divodu existuje
n! riznych permutaci n + 1 prvki, které maji v prvni slozce zapsano ¢islo 2. Totéz plati pro ¢isla
3,4,...,n,n+1 v prvni slozce permutace. Existuje tedy (n+ 1) - n! = (n + 1)! riznych permutaci n + 1
prvki.

'“

8.4. Priklad. Uvedeme si vSechny permutace tii prvkt. Podle véty 8.3 je jejich pocet roven Sesti. Hledané
permutace jsou:
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Zkusime jesté zapsat vSechny permutace ¢tyt prvkid. Je jich 24.

(1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2), (2,1,3,4), (2,1,4,3),
(2,3,1,4), (2,3,4,1), (2,4,1,3), (2,4,3,1), (3,2,1,4), (3,2,4,1), (3,1,2,4), (3,1,4,2),
(3:4,2,1), (3,4,1,2), (4,2,3,1), (4,2,1,3), (4,3,2,1), (4,3,1,2), (4,1,2,3), (4,1,3,2).

Kdybychom chtéli zapsat vSechny permutace 50 prvki, po pouziti véty 8.3 bychom si to rychle rozmysleli.
Téch permutaci totiz je piiblizné 3 - 10%4. Kdyby se ndm na jeden fddek vesla jedna permutace a na
stranku 60 fadku, spotfebovali bychom 5 - 1052 stranek. Pfi oboustranném tisku vazi 500 stranek asi
jeden kilogram, takze bychom spottfebovali 10°7 tun papiru. Kdyby tisk jedné stranky trval vtefinu,
stravili bychom u tiskdrny zhruba 10°° let. Jisté uznate, ze to daleko pfesahuje veskeré lidské moznosti.
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8.5. Definice. Necht (iq,is,...,7,) je permutace n prvki. Inverze této permutace je takova dvojice
(ik,i1), pro kterou plati i, > i;, a pfitom k < .

8.6. Pfiklad. Permutace (1,2, 3) nem4 zaddnou inverzi. Permutace (1, 3,2) mé jednu inverzi, totiz dvojici
(3,2), pro kterou plati 3 > 2. Jednotlivé inverze jsou na nésledujicich permutacich vyznaceny oblouckem

(1,2,3), (152, (213, 251, (.12, (31,

Jako cviceni doplitte obloucky (tj. jednotlivé inverze) ke vSem permutacim ¢tyt prvki.

8.7. Definice. Pro kazdou permutaci = = (iy,...,1,) definujeme znaménko permutace sgn w takto:
+1 ma-li 7 sudy pocet inverzi
sgnm = P I .
-1 ma-li 7 lichy pocet inverzi

8.8. Priklad. Permutace z piikladu 8.6 maji tato znaménka:

sgn(1,2,3) = +1, sgn(1,3,2) = -1, sgn(2,1,3) = —1,
sen(2,3,1) = +1, sgn(3,1,2) = +1, sgn(3,2,1) = —1.

Jako cviceni si rozmyslete, jak vypadaji znaménka vSech permutaci ¢tyf prvka.
8.9. Véta. Prohozeni jediné dvojice prvki v permutaci zptsobi zménu jejiho znaménka.

Dukaz. Necht 7 = (...,a,...,b,...) a7 = (...,b,...,a,...) jsou dvé permutace, které se lisi jen
prohozenim prvka a,b. Ukdzeme, ze rozdil po¢tu inverzi permutaci 7 a 71 je liché ¢islo.

Inverze, ve kterych se nevyskytuje ani a, ani b, zastavaji v obou permutacich stejné. Tvori-li dvojice
(a,b) z permutace 7 inverzi, pak (b, a) z permutace 7 inverzi netvoii a naopak. Zatim jsme tedy zjistili,
ze se permutace 7 a 7 lisl o jednu inverzi, coz je liché cislo. Jesté prozkouméame vSechny inverze, ve
kterych vystupuje a nebo b s néjakym jinym prvkem. Ukazeme, ze pokud tam dojde ke zméné, pak jediné
o sudy pocet inverzi.

Uvazujme néjaky prvek z s mensim indexem, nez indexy prvkia a i b, néjaky prvek y s vétsim
indexem, nez indexy prvkt a i b a néjaky prvek z, ktery mé index mezi indexy a a b. Nazorné:

m=(.,z,. . 0. ,2....b .y ), m=(.,x, bz a Y.

Nemuseji v kazdém pripadé vSechny tyto prvky existovat. Dalsi rozbor tedy provedeme jen tehdy, pokud
prislusny prvek existuje. Zabyvejme se nejprve prvky z a y. P¥ipadné inverze mezi prvky (z,a), (x,b),
(a,y) a (b,y) zistanou po prohozeni prvki a,b v nezménéném stavu. Zajimavy je tedy jen prvek z.

Necht nejprve a < z < b, tj. v permutaci 7 netvoii dvojice (a, z) ani (z,b) inverzi. Pak v permutaci
m1 vznikaji dvé nové inverze (b,2) a (z,a), a to je sudé ¢islo. Necht dale b < z < a, pak v permutaci
7 mame dvé inverze, které v permutaci m; zanikaji. Probéhla rovnéz zména o sudy pocet inverzi. Jesté
mize dojit k situaci z < a a z < b. Pak v permutaci 7 dvojice (a, z) tvoii inverzi a dvojice (z, b) netvoii,
zatimco v permutaci m; dvojice (b, z) tvori inverzi a dvojice (z, a) netvori. Podet inverzi se tedy v tomto
pripadé nezménil. Posledni pfipad a < z a b < z ovéfime podobné, jako predchozi.

8.10. Definice. Necht © = (i1,42,...,1,) je permutace n prvkia. Inverzni permutaci k permutaci
je permutace (j1,jo,...,Jn), pPro kterou plati j;, = k pro vSechna k € {1,2,...,n}. Tuto permutaci
oznadujeme znakem 7.

8.11. Poznamka. Existuje nékolik mozZnosti, jak si predstavit inverzni permutaci k dané permutaci.
(1) Je-li v permutaci m na z-tém misté prvek y, pak v permutaci 7~ musi byt na y-tém misté
prvek x.
(2) Zapisme pod sebe permutaci 7 a permutaci (1,2,...,n) takto:

11 92 13 ... ip
1 2 3 ... n
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a zaménime pofadi sloupcil této matice tak, abychom v prvnim fadku méli vzestupné ¢isla (1,2,3,...,n).
Pak ve spodnim fadku je zapsdna inverzni permutace k permutaci 7. Uvazujme kupfikladu permutaci

(3,4,2,6,1,5) a pisme:
34261 5) (123456
1 2 3 4 5 6 5 3 1 2 6 4/

Je tedy (3,4,2,6,1,5)7! = (5,3,1,2,6,4).

(3) Pfedstavme si Sachovnici o rozméru n x n a rozestavme na ni n Sachovych vézi tak, aby se vza-
jemné neohrozovaly. Takovych rozestaveni muze byt vice a kazdé rozestaveni mizeme popsat jednoznacné
jako permutaci. V kazdém tadku i sloupci totiz stoji jedind véz a my muzeme ¢ist rozestaveni po radcich
takto: do prvni slozky permutace napiseme cislo sloupce, na kterém stoji véz z prvniho fadku, do druhé
slozky ¢islo sloupce, na které stoji véz z druhého fadku atd. Dostavame tak permutaci 7. Pokud nyni
¢teme totéz rozestaveni po sloupcich, tj. do prvni slozky permutace napiseme ¢islo fadku véze z prvniho
sloupce, do druhé slozky ¢islo fadku véze z druhého sloupce atd., dostavédme permutaci 7 1.

(4) Permutace (i1,1is2,...,i,) vymezuje zobrazeni m: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, pro které plati
7(k) = ip. Toto zobrazeni je zjevné prosté a na mmozinu {1,2,...,n}. Inverzni zobrazeni 7—! pak
vymezuje inverzni permutaci. Plati m o 71 = T, kde Z je identické zobrazeni.

8.12. Véta. Nechf 7 je permutace n prvki. Pak 7—! ma stejny pocet inverzi, jako .

Dukaz. Pro nazornost si predstavime inverzni permutaci zptisobem (2) z poznamky 8.11. Zaméfme se
na dva sloupce uvedené dvouradkové matice pred prohozenim sloupcti:

(..., T, ., Y, >

B A

ProtoZe jde o stav pfed prohozenim sloupct, vime, ze a < b. Pokud = < y, tj. (x,y) netvori inverzi
v permutaci 7, ziistanou po prohozeni sloupcii tyto dva sloupce za sebou ve stejném potradi. Takze se
nové inverze v permutaci 7! nevytvoii. Pokud ale # > y, tj. (z,y) tvoii inverzi v permutaci 7, pak
po prohozeni sloupct budou tyto dva sloupce v opaéném pofadi. Dvojice prvki (b, a) tedy bude tvofit

inverzi v permutaci 7 1.

1

8.13. Véta. Permutace m a 7~ maji vzdy stejnd znaménka.

Dukaz. Véta je pfimym dusledkem véty 8.12.

8.14. Poznamka. V predchozich definicich a vétach jsme si fekli minimum toho, co potiebujeme védét
o permutacich, abychom pochopili definici determinantu a odvodili jednoduché vlastnosti determinantu.
Ve skutecnosti se u permutaci da studovat jesté mnoho dalsich vlastnosti, které zde nebudeme potfebovat.

8.15. Definice* Nechf A = (a; ;) € R™" je ¢tvercova matice. Cislo

Z SENT - A1 4y A2,y = * * Oy i, (8.1)

T=(11,82,...,%n)

nazyvame determinantem matice A a znacime je det A. V uvedeném vzorci se s¢itd pres vSechny per-
mutace n prvki, tj. jedna se podle véty 8.3 o n! séitanca.

8.16. Poznamka. Je mozné, Ze vzorec z definice 8.15 je pro nékteré ¢tenaie malo srozumitelny. Pokusime
se jej proto v této poznamce trochu vysvétlit a zlidstit.

Predstavme si ¢tvercovou matici jako Sachovnici rozméru n X n a pokusme se na ni rozmistit n
Sachovych vézi tak, aby se vzdjemné neohrozovaly. Podle pozndmky 8.11, odst. (3) je mozné kazdé
takové rozmisténi popsat jednou permutaci (pozice vézi ¢teme po Fadcich). Podle véty 8.3 vidime, ze
existuje n! riznych permutaci, tedy existuje n! riznych feSeni této Sachové tulohy. Pro kazdé feSeni
této tlohy zapiseme odpovidajici permutaci, zjistime znaménko této permutace, nadzvedneme vézicky a
zapiseme si hodnoty prvki, na kterych ty figurky stoji, vynasobime tyto hodnoty mezi sebou a vysledek
jesté nasobime znaménkem permutace. Pak si tento vysledek ulozime do paméti. AZ projdeme vSech n!
moznosti rozmisténi vézi, ziskdme v paméti n! séitanci a ty seéteme. Vysledkem je determinant matice.
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8.17. Priklad. Hledejme determinant matice z R?3 tvaru

a1 ai2 13
A= G211 agz2 G23
az;1 asz2 as3

Podle vzorce z definice 8.15 budeme sc¢itat pres vSechny permutace tfi prvki. Téch je podle véty 8.3
3! = 6. Zapiseme vSechny tyto permutace, jejich znaménka a odpovidajici rozmisténi ,Sachovych vézi“.

a 1,3
m=(1,2,3), sgnm=+1, as a23 |, séitanec: +ajq-az2-ass.
a3 1 as.2 @

s

m=(2,3,1), sgnm=+1,

IS

=

T
(&%
w

)
3
w

, scitanec: +aj-azs-as;.

w N

I

Q
=
N

S

m=(3,1,2), sgnmw=+1, , sCitanec: +ai3-a21-asz2.

©r Ex

©

S
©
o
@
@ N
w W

m=(3,2,1), sgnmw=—1, a2 1 az3 |, séitanec: —aj3-aso-as;.
@ as. 2 a3.3
’ a1’3

m=(2,1,3), sgnm=—1, az a23 s¢itanec: —aq,2-asq - ass3.

)
)
=
Q
I IR

S
[SN)

m=(1,3,2), sgnm=—1,

26
IS
=
N

X
o

a , scitanec: —aj;-as3-ass.
eR=

det A =ai1a22033+ G120230a31 +a1,302,1032 —A1,3022031 — G1,202,1A3,3 — (1,1 2,3 43 2.

Tento vzorec se da zapamatovat pomoci mnemotechnické pomucky: nejprve nasobime prvky na hlavni
diagonale, dale ve smérech rovnobéznych s hlavni diagonalou a souciny s¢itdme. Pak nasobime prvky na
vedlejsi diagonale, dale ve smérech rovnobéznych s vedlejsi diagonalou, pficemz tyto souciny odecitame.
Této ,poucce o diagonalach®, kterd je pouzitelnd jen pro matice typu (3, 3), fikdme Sarrusovo pravidlo.
Toto populérni pravidlo tedy neni nic jiného neZ rozepsani definice determinantu pro matice z R>3.

Pro matici typu (4, 4) bychom dostali pfi vypoctu determinantu podle definice 4! = 24 séitancti. Pro
takovou matici se uz tézko hledaji mnemotechnické pomtcky. Ma-li ¢tenar ¢as a misto na papife, muize
se pokusit sestavit vSechny permutace ¢tyf prvki, najit jejich znaménka a secist odpovidajici souciny.
Pokud ¢tenair nemé ¢as nebo misto na papire, udéla nejlip, kdyz si pocka na dalsi metodu na pocitani
determinanti, ktera bude vyzadovat daleko méné pocetnich tkonu. Na druhé strané rozepsani vzorce
pro determinant matice typu (4,4) je uZite¢né cviceni pro pochopeni definice determinantu.

8.18. Priklad. Podobné, jako v pfedchozim piikladé, odvodime vzorec pro vypocet determinantu matice
z R?2.

2 ;
m=(1,2), sgnm=+41, ( P ) , m=1(2,1), sgnm=-1, ( 54 ) ,
det A =aj1-a22—a12-a2;1.
Pro tplnost uvedeme jesté hodnotu determinantu matice A = (aq,1) typu (1,1). Zfejmé je det A = aq 1.
8.19. Definice. Necht A = (a; ;) € R™" je ¢tvercova matice. Hlavni diagonala matice A je skupina
jejich prvki ay 1, a2, ..., an,,. Vedlejsi diagondla matice A zahrnuje prvky ai ,,a2n—1,...,0n,1. Proek
pod hlavni diagonalou je kazdy prvek a; ;, pro ktery plati ¢ > j. Prvek nad hlavni diagondlou je kazdy

prvek a; ;, pro ktery plati i < j.
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8.20. Priklad. Necht matice A € R™™ méa pod hlavni diagonalou jen nulové prvky. Matice tedy nazorné
vypada takto:

a1, @12, ..., QA1n-1, Qa1n
07 a2, ..., QA2n-1, 0G2n

A=| O 0, ..., azn-1, azn | (8.2)
0, 0, RN 0, Qn,n

Zkusime spocitat det A.

V definici determinantu 8.15 se pracuje se sou¢tem soucintl sgn - aj 4, - G2, - - an, i, - Pokud aspon
jeden z téchto cinitelt je nulovy, je nulovy cely soucin. V celkovém souctu nas zajimaji jen nenulové
souciny. Prozkoumejme, které to jsou. Z posledniho fddku musime vzit jen prvek a, ,, protoze vSechny
ostatni prvky v poslednim fadku jsou nulové. Z predposledniho fddku mtzeme vzit jen prvek a,_1,—1,
protoze ostatni jsou nulové. Prvek a,_1, nelze do soucinu zahrnout, protoze z posledniho sloupce uz
v souinu mame prvek a, , (véZe by se vzajemné ohrozovaly). Analogickou ivahou zahrneme do sou¢inu
pPrvky an—2n-2,...,02:2,a1 1. Neni tedy jind moznost nenulového soucinu, nez soucin a1 - as 2 Gn p-
Ten odpovidd permutaci (1,2,...,n), kterd nemd zadnou inverzi a jeji znaménko je tedy +1. Ostatni
s¢itanci z definice determinantu jsou nulovi. Proto det A = a1 -a22 - a3z - anp-

8.21. VétaX* Zikladni vlastnosti determinantu. Zakladni
(V1) Jestlize se matice B lisi od matice A jen prohozenim jedné dvojice fadktl, pak det B = — det A. vlastnosti
(V2) Jestlize matice A ma dva stejné radky, pak det A = 0.

V dalsich vlastnostech (V3) az (V5) oznac¢ujeme symbolem | a; | matice, které se lisi pouze v i-tém

radku, zde oznaceném a;. V tadcich, které jsou vyznaceny teckami, se jednotlivé matice shoduji.

(V3) det| aa; | =adet| a;

(V5) det| a;+aa; | =det| a; |, kdea; jen&jaky jiny fadek téze matice.

Dukaz. (V1) Souéin aj 4, - - ay, odpovida ve vzorci pro vypocéet det A permutaci 7 = (i1, 42, ..., ).
Tentyz soucin najdeme i ve vzorci pro vypocet det B, pouze bude odpovidat permutaci ', kterd vznikne
z permutace 7 piehozenim dvou prvkii. To podle véty 8.9 znamena, ze sgnm’ = —sgnw. V kazdém z n!
s¢itanct pro vypocet det B tedy mame opac¢né znaménko, nez ve séitancich pro vypocet det A. Musi
tedy byt det B = — det A.

(V2) Prohodime-li v matici A mezi sebou dva stejné radky, dostdvame zase matici A. Podle (V1)
pro tuto matici plati det A = — det A, coz nemize byt splnéno jinak, nez ze det A = 0.

Vlastnosti (V3) a (V4) plynou pfimo z definice determinantu:

(V3) > sgnmayj, azj, - (00 5,) Qi1 gy, Gng, = Y SEAT a1, Gy i, Qit oy, A,
(V4) E SENT a1 4, G2 4, (@i, + bij,) Qi1 gy, 0 Ang, =
= SENTayj, gy G, ity G, + D SENT a1, gy - big, Gigd gy, g,
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(V5) dokézeme pouzitim préveé dokdzanych vlastnosti:

i @ @ a; a; a;
det =" det + det (¥3) det + a det =" det

a; +aa; a; aa; a; a; a;

8.22. Poznamka. Vlastnosti (V1), (V3) a (V5) ndm ukazuji, jak se zméni determinant, zménime-
li matici pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody. Prohozeni fadkt zméni znaménko, vynasobeni fadku
nenulovym ¢islem « zptsobi, ze se determinant a-krat zvétsi a koneéné pric¢teni a-nasobku jiného radku
ke zvolenému fadku nezméni hodnotu determinantu. Jsme tedy schopni upravovat matice Gaussovou
eliminacni metodou, a pritom si poznamenavat, jak se méni determinant. Tim mutzeme prevést matici
na tvar (8.2). O této matici vime, Ze mé determinant roven souinu prvka na hlavni diagonéle.

Uvédomme si, Ze tato metoda déva vyraznou usporu ¢asu a vypocetnich prostfedka pri pocitani
determinantti. Pfedstavme si, ze poc¢itdme determinant matice typu (n,n). Pii Gaussové elimina¢ni
metodé potfebujeme zhruba n operaci na vyrobu jednoho nulového prvku. Téch nul potifebujeme vytvorit
zhruba n? /2, takze k vypoctu determinantu nam stac¢i n®/2 operaci. Pro matici typu (50, 50) to je zhruba
62 500 operaci. Pokud bychom chtéli pocitat determinant stejné velké matice pfimo z definice, potfebovali
bychom na to 50 - 3 - 105 operaci (viz komentai v pitfkladu 8.4). Neni v silach zadné vypocetni techniky
spocitat to v rozumném case.

8.23. Priklad. Pravé popsanou metodou spoc¢itdme determinant matice

1 2 4 -1
2 1 2 2
A= 1 3 1 2
2 1 2 1

V literatute se pro det A ¢asto pouziva znaceni |A|. Nize tedy zapisujeme prvky jednotlivych matic mezi
svislé ¢ary a tim davame na jevo, ze pocitdme determinant.

1 2 4 -1 1 2 4 -1 1 2 4 -1 1 2 4 -1
2 1 2 2/mwlo -3 -6 4@ |0 1 -3 3/® |0 1 -3 3| @
1 3 1 2/ ]/0o 1 -3 3/ |0 -3 —6 4| |0 0 -15 13|
2 1 2 1 0 -3 -6 3 0 -3 -6 3 0 0 —-15 12
1 2 4 -1
@ [0 1 =3 3
=—lo o —15 13/= 1) (H=-15
0 0 0 -1

Vv

V kroku (1) jsme prvni fddek nésobili —2 a pri¢itali k druhému, pak jsme prvni fddek nésobili —1 a pii-
¢itali k tfetimu a nakonec jsme prvni fadek nasobili —2 a pficitali ke étvrtému. Tyto operace podle (V5)
neméni hodnotu determinantu. V kroku (2) jsme prohodili druhy fadek se tfetim, coz podle (V1) zméni
znaménko determinantu. Napsali jsme toto znaménko pied determinant modifikované matice. V kroku (3)
jsme druhy Fddek nédsobili tfemi a pficetli ke tfetimu a ¢tvrtému. To podle (V5) neméni hodnotu deter-
minantu. Koneéné v kroku (4) jsme tfeti fadek nasobili —1 a pficetli ke étvrtému. Tim dostavame matici
tvaru (8.2) z pfikladu 8.20, o které vime, ze ma determinant roven sou¢inu prvka na diagonéle.

Upozornujeme na cCastou zacatecnickou chybu pii pocitani determinanti. V Gaussové eliminac¢ni
metodé se vétsinou neklade diraz na to, ktery fadek od kterého odecitdme, protoze vysledny tadek
muzeme kdykoli pozdéji nasobit ¢islem —1. Pti pocitani determinantt to ale jedno neni. Naptiklad v kroku
(1) jsme od druhého Fadku odecitali dvojndsobek prvniho a vysledek psali na druhy fadek. Kdybychom
od dvojnasobku prvniho rfadku odecitali druhy a vysledek psali do druhého rfadku, dopustili bychom se
chyby, kterda nam zméni znaménko determinantu. Mnemotechnickd pomiticka: piseme-li vysledek souctu
na i-ty radek, pak i-ty fadek puvodni matice nesmi byt v souc¢tu nasoben zadnou konstantou. Ostatni
rfadky mohou byt nasobeny libovolnou konstantou a pricitany k tomuto fadku. Je t¥eba si tedy uvédomit,
Ze ,pricteni nasobku fadku a k faddku b“ (korektni krok) neni totéz, jako ,pfi¢teni fadku a k nasobku
fadku b“ (nekorektni krok).
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8.24. Piiklad. Jednotkovd matice mé4 determinant roven jedné. Jednotkova matice je totiz tvaru (8.2),
takze staci pronasobit prvky na diagonale.

8.25. Priklad. Necht A € R™™ mé prvky na vedlejsi diagondle rovny jedné a ostatni prvky jsou nulové.
Spocitame jeji determinant.

Prohodime prvni fadek s poslednim, druhy s predposlednim atd. az se dostaneme k prostfednimu
rfadku. Pro liché n nechavame prostiedni fadek na misté, pro sudé n prohodime naposled mezi sebou
fadky n/2 a n/2 + 1. V obou piipadech jsme udélali [n/2] prohozeni (symbolem [z] zde znad¢ime celou
¢ast z x). Matici A jsme témito Gpravami prevedli na jednotkovou matici E. Podle pfedchoziho ptikladu
je det E = 1, takze podle vlastnosti (V1) z véty 8.21 je det A = (—1)"/2 det E = (—1)"/2

8.26. Piiklad. Necht A € R™" m4 nad vedlejsi diagondlou nulové prvky. Spoc¢itame jeji determinant.

Prohazovanim fadki, stejné jako v predchozim piikladé, pfevedeme matici na tvar (8.2). Prvky z ve-
dlejsi diagonaly se pri téchto tipravach prestéhuji na hlavni diagonalu. Determinant takto upravené matice
je podle prikladu 8.20 roven souc¢inu prvkii na diagonéle, takze mame det A = (—1)[”/2]a1_,n a2 p—1"" 0 1-

8.27. Véta. Ctvercova matice A je regularni pravé tehdy, kdyz det A # 0.

Dukaz. Vsimneme si nejprve, ze Gaussova elimina¢ni metoda realizovana kroky (V1), (V3) a (V5) podle
predchozi véty 8.21 neméni ,nulovost” determinantu. Presnéji, je-li A ~ B, pak det A = 0 pravé tehdy
kdyz det B # 0.

Je-li matice A regularni je podle véty 6.36 hod A = n. Po tpravé Gaussovou elimina¢ni metodou
na matici B tvaru (8.2) museji byt vSechny prvky na diagonéle nenulové, protoZe podle véty 5.17 je také
hod B = n. To znamend, 7e det B # 0 a tedy i det A # 0.

Je-li matice A singularni, je hod A < n. Po tpravé Gaussovou elimina¢ni metodou na matici B
tvaru (8.2) bude existovat aspon jeden fadek v matici B cely nulovy. Nulovy je tedy i diagonalni prvek,
takze det B = 0. Podle pfedchoziho nutné musi byt det A = 0.

8.28. Véta* Necht A je ¢tvercova matice. Pak det A = det AT

nkaz. Sou¢inu aq;, as g, - ay; 2ze vzorce (8. ro de odpovida permutace m = (i1,%92,...,1,).
Dukaz. S i1 02,4y in 8.1 det A odpovid t J02, ey
Usporadame cinitele tohoto soucinu podle velikosti druhého indexu a dostaneme aj, 1 aj, 2 - aj, n, kde
pro permutaci m; = (j1,72,...,Jjn) Plati m = 7! Pravé takové souciny se objevuji ve vzorci pro

det AT. Vidime tedy, ze oba vzorce det A i det AT obsahuji sumu stejnych soucinii, pouze permutace
odpovidajicich sou¢infi je v prvnim piipadé 7 a v druhém 7—!. Tyto permutace maji podle véty 8.12
stejny pocet inverzi, takze i stejné znaménko. Musi tedy byt det A = det A”.

8.29. Poznamka. Z pravé dokdzané véty plyne, ze vlastnosti vyjmenované ve vété 8.21 plati nejen pro
radky matice, ale téz pro sloupce. Pti pocitani determinantu podle metody popsané v poznamce 8.22
mizeme tedy svobodné ptrechizet od fadkovych tprav ke sloupcovym a zpét, protoze vlastnosti (V1),
(V3) a (V5) véty 8.21 plati nejen pro fadky, ale i pro sloupce (tzv. fadkové-sloupcové dualita).

8.30. Véta (o rozvoji determinantu podle r-tého fadku)* Nechf A = (a, ) € R™" je ¢tvercova
matice a A;; € R»1"~! jsou matice, které vzniknou z matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce. Pak pro kazdé r € {1,...,n} plati

ar1 (1) det Ay +aro (1) 2 det Ay + -+ app, (—1)"T det A, = det A. (8.3)
Je-li déle t € {1,...,n}, t # r, pak plati

ar1 (—1)1“'H det Ay 1+ aro (—1)“‘2 detAyo+ - +ary, (=)™ det A, =0. (8.4)

Dukaz (pro hloubavé ¢&tenafe). Podivejme se na vzorec (8.1) pro det A. Seskupime v ném vSechny
scitance, které obsahuji prvek ai; k sobé, déale seskupime k sobé sé¢itance, které obsahuji prvek a; 2 a
tak dale az po posledni skupinu, ve které se vyskytuji s¢itanci s prvkem a; ,. Tyto prvky ze souctii
vytkneme. Pro s-tou skupinu s¢itanct tedy mame:

§ Sgnﬂ- : a175 a‘27i2 T anﬂ;n = a175 z Sgnﬂ- : a27i2 e anyin =k

T=(5,i2,...,in) T=(8,02,-.,in)
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Z permutace ™ = (8, ia,...,i,) prvkit mnoziny M = {1,2,...,n} vytvofme permutaci 7’ = (iz,...,1,)
prvki mnoziny M\ {s} tak, ze odebereme prvni prvek z permutace 7. Nova permutace 7/ mé o s —1 méné
inverzi nez permutace 7. (Nakreslete si v8echny inverze spojené s prvkem s.) Pro znaménka permutaci
tedy plati sgnm = (—1)*"Lsgnn’ = (—1)*T! sgn 7’. Pokra¢ujme nyni dale v nasem vypoctu:

*=ay, (—1)H* Z sen 7’ - ag i, an, | =a1s(—1) T det A .

/= (2, yin)

Determinant A je sou¢tem vsSech skupin séitanct pro s = 1,2, ..., n, coz dokazuje vzorec (8.3) pro r = 1.

Necht nyni r # 1. Prohodime r-ty rfddek matice A s predchozim, pak jej prohodime s dalsim
predchazejicim radkem, atd. az dostaneme ptivodné r-ty fadek na prvni fadek modifikované matice B.
K tomu potfebujeme provést r — 1 prohozeni, takze plati det B = (—1)""!det A. Provedeme rozvoj
determinantu matice B podle prvniho fddku (B s je matice, kterd vznikne z matice B vynechanim
prvniho fadku a s-tého sloupce):

det B = Qr,1 (—1)1+1 det B171 + ar 2 (—1)2+1 det B1,2 +ot+arn (_1)1+n det B])n.

Protoze det A = (—1)"~! det B a protoze By s = A, 5, mame vzorec (8.3) dokdzan.
Uvazujme t # r a nahradme -ty fadek v matici A fddkem r-tym. Novou matici oznaéme C. Ma dva
stejné Fadky, takze je det C = 0. Rozvoj tohoto determinantu podle ¢-tého fadku odpovidé vzorci (8.4).

8.31. Poznamka. Vzhledem k platnosti véty 8.28 plati analogickd véta o rozvoji determinantu podle
s-tého sloupce. Zkuste si ji zformulovat jako cviceni.

8.32. Definice. Necht A € R™". Doplnéek matice A v pozici (i, j) je ¢islo D; ;, definované vzorcem:
D, ; = (1) det A,; ;, kde A; ; € R"" "' je matice, kterd vznikne z matice A vynechdnim i-tého
radku a j-tého sloupce.

8.33. Poznamka. Vétu 8.30 lze p¥i pouziti definice 8.32 a poznamky 8.31 pieformulovat. Necht A € R™"
je ¢tvercova matice a D; ; jsou jeji dopliky. Necht r,s,t € {1,2,...,n}, r #t, s # t. Pak plati

det A = Ay 1 Dr,l + Ay 2 Dr,2 +-+ Ay n DT,TH 0= Qr1 Dt,l + Qr.2 Dt,? + -+ Qr.n Dt,n7
det A = ai,s Dl,s + a2 s D2,s +---+ QAp, s Dn,sa 0= a1,s Dl,t + a2 s D2,t + -+ Qp,s Dn,t~

8.34. Priklad. Uvazujme matici A z ptikladu 8.23. Provedeme rozvoj determinantu A podle prvniho
radku.

12 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2
det A =1-(-1)|3 1 2[+2-(-D'*2 {1 1 2{+4.(-D)'3.|1 3 2|-1- (-1 3 1|=
121 2 2 1 2 1 1 2 1 2
=1-5+2-0+4-(-5)—1-0=—15.

Vidime, zZe jsme si pfi vypoctu moc nepomohli. Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce matice
typu (n,n) obecné vede na n determinant matic, které maji o jediny faddek a sloupec méné. To neni
zadna vyhra.

Kdybychom opakované provadéli rozvoj vzniklych determinanti podle fadku nebo sloupce, mohli
bychom dojit az k maticim typu (1,1), u kterych je determinant pfimo roven hodnoté prvku dané matice.
Programétory mutize napadnout, Ze lze tedy vétu o rozvoji determinantu vyuzit pti implementaci vypoctu
determinantu rekurzivnim algoritmem. Ovsem pozor! Tento algoritmus potfebuje zcela stejné mnozstvi
operaci, jako pfi vypoc¢tu determinantu piimo z definice. Jak uz jsme si uvadéli, pfi matici typu (50, 50) se
jedna zhruba o 1054 operaci. Prakticky to znamen4, Ze bychom se pravdépodobné vysledku nedockali za
celou dobu predpokladané existence nasi slunecni soustavy a kdo vi, jestli by se dfive nezhroutil vesmir.

MizZete namitnout, k ¢emu Ze je metoda rozvoje determinantu dobra? Pokud se v néjakém fadku
nebo sloupci matice vyskytuje mnoho nul, mizeme zmensit velikost matic, ze kterych poc¢itame deter-
minant. Je-li na fadku nebo sloupci jediny nenulovy prvek, dostavame jedinou matici o jeden fadek a
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sloupec mensi. V piikladu 8.23 jsme mohli napiiklad pred provedenim kroku (2) provést rozvoj determi-
nantu podle prvniho sloupce a déle pracovat jen s matici typu (3, 3). Pfed krokem (4) jsme mohli znovu
provést rozvoj determinantu podle prvniho sloupce:

1 2 4 -1 1 2 4 -1 a6 4 L s 3
2 1 2 2 0 -3 -6 4
= =1-] 1 -3 3|=—-|-3 -6 4|=

1 3 1 2/ ]/0o 1 -3 3 3 6 3 o 3
2 1 2 1 0 -3 -6 3

1 -3 3

=—| 0 —15 13 :—1-’:12 3‘:15-12-15-13:-15.
0 —15 12

Vyhoda se projevi vyraznéji, pokud napriklad ¢isla v prvnim fadku ¢i sloupci jsou nesoudélna a je
vyhodnéjsi zacit vyrabét nuly v jiném fadku nebo sloupci. Elimina¢ni metodou v ném vytvorime nuly a
pak provedeme podle tohoto fadku nebo sloupce rozvoj determinantu.

8.35. VétaX Necht A, B jsou ¢tvercové matice. Pak det A det B = det(A - B).

Dukaz (pro hloubavé étenéie). Uvédomime si, Ze lze matici A prevést pouze fadkovymi Gpravami na
matici A’, kterd je tvaru (8.2). Navic mizeme provadét pouze takové tpravy, které neméni determinant:
pri¢itani ndsobku jiného fadku k fddku podle (V5) véty 8.21 neméni determinant a pokud potfebujeme
prohodit radky, pak okamzité pronasobime jeden z nich konstantou —1. Tyto operace skutecné staci na
prevedeni matice na tvar (8.2), a pfitom mame zaruceno, ze det A = det A’. Podle véty 6.42 existuje
¢tvercova matice P, pro kterou plati

A'=P A.

Déle prevedeme matici B na matici B’ tvaru (8.2) pouze sloupcovymi tipravami takovymi, které neméni
determinant. Mame tedy det B = det B’ a navic podle pozndmky 6.44 existuje matice Q takova, ze

B’ =B-Q.

Plati
det A det B = det A’ det B’ = det(A’ - B').

Posledni rovnost ovéiime z definice maticového nasobeni a vyuZijeme toho, ze obé matice A’ i B’ jsou
tvaru (8.2). Matice A’ - B’ je také tvaru (8.2) a pro jeji diagondlni prvky g;; plati, ze g;; = a;,; b}

1,0 0,0

ProtoZe se determinanty matic tvaru (8.2) podcitaji jako souin prvka na diagonile, mame skutecné
det A’ det B’ = det(A’ - B').

Na matici A - B provedeme stejné radkové a sloupcové upravy, jako jsme provedli na matice A
resp. B. Dostaneme matici A’ - B/, protoze

P (A-B)Q=(P-A)-(B-Q =A"-B.

Provedené fadkové a sloupcové iipravy neméni determinant, takze matice A’ - B’ m4 stejny determinant
jako matice A - B. Dostavame vysledek

det A det B = det A’ det B’ = det(A’ - B’) = det(A - B).

8.36. Véta. Necht A = LU je LU rozklad matice A. Pak det A je roven souc¢inu diagonélnich prvku
matice U.

Dukaz. Podle véty 8.35 je det A = det L - det U. Protoze det L = 1 (mé na diagondle pouze jednicky),
je det A = det U coz je podle prikladu 8.20 soucin diagonalnich prvkt matice U.

8.37. Véta. Necht A je regularni matice. Pak det A= = 1/ det A.

Diikaz. Staci pouzit vétu 8.35 na sou¢in A - A™! = E, tedy det A - det A~! = det E = 1. Vydélenim
obou stran rovnice ¢islem det A (které je podle véty 8.27 nenulové) dostévame dokazovany vzorec.
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8.38. Véta. Je-li A € R™™ regularni, pak

-1 _ 1 T
det A

kde D = (D; ;) je matice dopliitkit A v pozicich (i, j).
Dikaz. Protoze je A regularni, ma nenulovy determinant, takze ve vzorci nedélime nulou. Musime

ovéfit, ze pro matici A~! vypo¢itanou z uvedeného vzorce, plati A - A~! = E. Je-li D = (D, ;), pak
samoziejme je DT = (Dj,;). Podle definice sou¢inu matic 6.1 vypocitame prvek e;  matice A - AL

1
—— detA=1 proi=k,

1 1 A
ik =D 05 g g Dhi = g g (@01 DkataiaDiat s FainDin) = § 4 |
j=1 th~0:0 pro i # k.
€

Zde jsme vyuzili vétu o rozvoji determinantu podle i-tého Ffadku, viz poznamku 8.33. Zjistujeme, Ze prvky
e; ) jsou skute¢né prvky jednotkové matice 6.29. Rovnost A~! - A = E bychom dokazovali podobns.
Pouzili bychom vétu o rozvoji i-tého sloupce namisto radku.

8.39. Poznamka. Véta 8.38 kromé teoretickych dusledku, které uvidime pozdéji, nam také dava navod,
jak vypocitat inverzni matici k matici A. Je to vlastné vedle v algoritmu 6.41, ktery vyuziva eliminac¢ni
metodu, dalsi zptisob hledani inverzni matice. Mtizeme ji fikat ,,metoda hledéni inverzni matice pomoci
doplikia“. Uvédomime si ale, ze pro velké matice je elimina¢ni metoda podstatné ucelnéjsi nez metoda
pomoci dopliikti, kterd vyzaduje spoéitat n? determinant@ matic typu (n — 1,n — 1) a jesté spocitat
det A. V nasledujicich ptikladech si proto tuto metodu ilustrujeme jen na malych maticich.

8.40. Priklad. Najdeme inverzni matici k matici
a b
A= < d) |

Ozna¢me D matici doplinkta k matici A. V tomto pfipadé se doplitky dobfe pocitaji, protoze obsahuji
determinanty matic typu (1,1):

(d e I S B
D_<—b a)’ A _detAD T ad—be\—c a )’

8.41. Priklad. Najdeme inverzni matici ke stejné matici, jako v prikladu 6.40, tj. k matici

1 2 3
A=|-1 01
2 21

Doplitky nyni budeme pocitat z determinant matic typu (2,2), coz uz ndm da trochu prace.

0 1 11 10
T2 _‘21‘ +’22’
2 3 -2
2 3 1 3 12
ool ok k(139
2 1 2 1 2 2 s 1 5
2 3 1 3 12
o 1 ‘—1 1‘ +’—1 o’
. L2 42
det A = -2, A—lzd ABT——5 3 -5 —4
et 2 29

Vysledek mizeme srovnat s vysledkem v ptikladu 6.40.
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8.42. Piiklad. Matici A € R?>™2" rozdélme na bloky typu (n,n):

_ (A1 Ay
A- ( N A4) |
Ukéazeme, Ze obecné neplati det A = det Ay det A, — det Ao det As.
Zvolme matici

1 0 00
00 10
A_0100
00 01

Ta méa zfejmé determinant roven minus jedné. Pritom det A; det Ay — det A; det A3 =0—0=0.

Ze uvedeny blokovy vzorec neplati, nis miize napadnout i z po¢tu soudint, které obsahuje definice
determinantu. Determinat matice z R?™2" obsahuje (2n)! souéint, zatimco blokovy vzorec obsahuje jen
2(n!)? soucint. To je zcela jiné é&islo.

8.43. Priklad. Matici A € R™" rozdélme na bloky tak, ze A; a A, jsou ¢tvercové matice:
Ay A
A=(o &)
pritom O je nulova matice. Ukazeme, ze pak det A = det A det A,.
Necht blok A; je typu (m,m), kde m < n. V matici A lze prevést Ffadkovymi tpravami Gaussovy
eliminacni metody blok A; na schodovitou matici. Da se to navic provést tak, ze matice A se zméni
v matici A’ = (a;7 j) se stejnym determinantem a pracujeme jen s prvnimi m rfadky matice A. Podle 8.20

platidet A; = CL/Ll -a’2’2 e a;n’m. Dokazovany vzorec je pak vysledkem opakovaného rozvoje determinantu
matice A’ podle prvniho sloupce, podle druhého sloupce, atd. aZ podle m-tého sloupce.

8.44. Véta. Nechf matice A € R™" je rozdélena do bloku

Ain A Ais .. Ay

(0] A2_2 A2,3 e A2"k

A= (0] O Azz ... Ajy
(@) O (@) oo Apg

tak, ze diagonalni bloky A, ; jsou ¢tvercové a O znadi nulové bloky (obecné ruznych typi). Pak

det A = det A1’1 - det A272 ---det Ak,k-

Dukaz. Analogicky, jako v prikladu 8.43. Ma-li se to provést poradné, je potieba pouzit indukci podle k,
pficemz argumenty v prikladu 8.43 poslouzi pro indukéni krok.

8.45. Shrnuti. Determinant ¢tvercové matice je definovan jako soucet soucini prvku matice opatfenych
jistym znaménkem. Podrobnéji viz 8.15.

Determinant je mozné vypocitat i rekurzivnim algoritmem pomoci véty o rozvoji determinantu podle
fadku ¢i sloupce /8.30, 8.33/.

Determinant se nezméni, pokud modifikujeme matici tak, ze k jednomu fadku/sloupci pfi¢itdme
a-nasobek fadku/sloupce jiného. Nésobime-li jeden fadek/sloupec nenulovou konstantou, stejnou kon-
stantou je nasoben determinant. Prohodime-li dva fddky/sloupce, determinant zméni znaménko /8.21/.
Diky témto vlastnostem muzeme hlidat zmény v determinantu pfi vSech krocich Gaussovy elimina¢ni
metody. Ta ndm umozni prevést matici na schodovitou, tedy horni trojuhelnikovou matici. Ta ma deter-
minant roven sou¢inu prvki na diagondle /8.20/. To ndm dava metodu na poéitani determinantii pomoci
Gaussovy elimina¢ni metody. Tato metoda je vypoctové vyrazné méné narocna nez uziti definice nebo
rekurzivniho algoritmu, ktery vychdzi z véty o rozvoji /8.30/.

Determinant matice je nenulovy, pravé kdyz je matice reguldrni /8.27/.

Determinant sou¢inu matic je roven souc¢inu determinantii /8.35/.

Inverzni matici mizeme pocitat jako matici dopliikt /8.32/ transponovanou a nasobenou pievrice-
nou hodnotou determinantu /8.38/. To neni efektivni metoda, ale mé své teoretické dusledky, napfiklad
pii dikazu Cramerova pravidla /9.38/ z nésledujici kapitoly.
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9. Soustavy linearnich rovnic

9.1. Definice. Necht A € R™" je matice redlnych &isel, necht déle = (1, xa,...,7,) je sloupcovy
vektor symbolii a b = (by, ba, ..., b,)T € R™! je sloupcovy vektor realnych éisel. Pak maticovou rovnost
A-xz=0

navyvame soustavou m linedrnich rovnic o n neznamych. Matici A nazyvame matici soustavy a vektor
b= (b1,...,bn)T nazyvame vektorem pravich stran. P¥ipiSeme-li k matici soustavy do dalsiho sloupce
vektor b oddéleny (pouze pro piehlednost) svislou ¢arou, dostdvame matici (A|b) € R"™"*1  kterou
nazyvame rozsirenou matici soustavy.

9.2. Definice. Resenim soustavy Ax = b je takovy vektor v = (ay,as,...,a,)T € R™!, pro ktery
plati: dosadime-li hodnoty «; za symboly z;, pak je splnéna pozadovana maticova rovnost, tj.

a1 b1
« b

Al =] 7 (9.1)
an, b,

Resit soustavu A x = b znamend nalézt viechna jeji feSeni, tj. nalézt podmnozinu R™! viech feseni této
soustavy.

9.3. Poznamka. Ackoli pfesné feceno je mnozina feseni podmnozinou sloupcovych vektorit R™!, asto
slozky téchto FeSeni nakonec piSeme do fadkl (viz izomorfismus zminény v poznédmce 5.8). Mluvime tedy
o mnoziné feseni jako o podmnoziné R”. Jinymi slovy, nedojde-li k nedorozumeéni, zapisujeme jednotliva
feSeni soustavy v = (a1, aq, ..., a,) jako prvky z R™.

9.4. Véta (Frobeniova)X Soustava A x = b mé TeSeni pravé tehdy, kdyZz hod A = hod(A|b), tj. kdyz
hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsitené matice soustavy.

Diikaz. Vektor v = (aq, ..., a,)7T je fesenim soustavy A x = b pravé tehdy, kdyz plati (9.1). To znamen4,
ze sloupec b je linearni kombinaci sloupci matice A s koeficienty aq, s, ..., a,. To plati pravé tehdy,
kdyz

hod( T ) =hod A~

Protoze plati véta 5.42, je Frobeniova véta dokazana.

9.5. Poznamka. V uvodni kapitole o Gaussové elimina¢ni metodé jsme vlastné nevédomky vyslovili
Frobeniovu vétu. V této kapitole jsme si fikali, jak pozname, Ze soustava ma feseni. Mluvili jsme tam
o tom, ze soustava nema feSeni pravé tehdy, kdyz posledni fadek rozsifené matice soustavy po primém
chodu eliminace je tvaru

0 0 -+ 0]¢), c#0.

Vzpomeneme-li si na metodu pocitani hodnosti z prikladu 5.15, vidime, Ze existence takového radku
je ekvivalentni s tim, Ze rozsifend matice soustavy ma o jednicku vétsi hodnost, nez matice soustavy.
Uvédomime si jesté, ze hodnost rozsifené matice soustavy miize byt bud o jednicku vétsi nebo pfimo
rovna hodnosti matice soustavy. Zadna jind moznost pro hodnosti téchto matic neexistuje.

9.6. Definice. Necht A x = b je soustava m linearnich rovnic o n nezndmych a Cx = d je soustava k
linearnich rovnic o stejném poc¢tu n neznamych. Rikame, ze tyto soustavy jsou ekvivalentni, pokud obé
soustavy maji stejné mnoziny feseni.

9.7. Poznamka. Gaussova elimina¢ni metoda feSeni soustav linedrnich rovnic popsané v ivodni kapitole
spociva v prevedeni soustavy A & = b na soustavu Cx = d, ktera je s puvodni soustavou rovnic ekvi-
valentni. P¥itom FeSeni soustavy Ca = d lze nalézt snadnéji, protoze C je schodovitd matice (srovnejte
vétu 5.25). Tuto skutecnost zaznamename do nésledujici véty.
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9.8. Véta. Ke kazdé soustavé A x = b lze nalézt ekvivalentni soustavu Cax = d, jejiz matice C je
schodovita.

Dukaz. Podle véty 5.25 lze nalézt (C|d) takovou, ze (A|b) ~ (Cld), a pfitom C je schodovita matice.
Protoze operace ,,~“ zde oznacuje koneéné mnoho elementarnich krokti Gaussovy eliminacni metody, a
protoze jsme si fekli v ivodni kapitole, Ze tyto elementarni kroky neméni mnozinu feSeni odpovidajici
soustavy, je soustava Ca = d ekvivalentni s pavodni soustavou A & = b.

9.9. Definice. Existuje-li v matici b aspon jeden prvek nenulovy, fikdme, Ze je soustava linedrnich rovnic  Resent ho-
A x = b nehomogenni. Jsou-li vSechny prvky v matici b nulové, nazyvame soustavu rovnic homogenni a mogenni
zapisujeme ji takto: soustavy

Ax=o0 (symbolem o € R™! zde zna¢ime sloupcovy nulovy vektor).

9.10. Vé&taX* Mnozina vsech feSeni homogenni soustavy A x = o s n nezndmymi tvoii linedrni pod-
prostor linearniho prostoru R™.

Dukaz. Véta by spravné méla znit: mnoZina feSeni homogenni soustavy tvori linedrni podprostor line-
arniho prostoru R™!, oviem v souladu s poznamkou 9.3 nebudeme rozlisovat mezi R™! a R™.

Pfedevsim mnozina feseni homogenni soustavy je neprazdna, protoze nulovy vektor v R™! je samo-
zFejmé fesenim této soustavy.

Podle definice 1.19 musime dale dokézat: (1) jsou-li u € R™! a v € R™! feseni soustavy A x = o,
pak té7 u + v je feSenim stejné soustavy. (2) je-li u € R™! feSenim soustavy Ax = o a a € R, pak téz
au je FeSsenim stejné soustavy.

Protoze u a v jsou feSeni soustavy A x = o, plati: Au = o0 a Av = o. Mame dokazat, ze pak také
A(u+v)=o0 a A(au)=o.Podle véty 6.5 je

Au+v)=Au+Av=o0+o0=o,

A(au)=aAu=ao=o.
9.11. Priklad. Najdeme mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic se Sesti nezndmymi:

T —+ X9 + 21‘3 + 31‘4 —+ 3.’,E5 + 31’6
xr1 + X2 + I3 + 3£U4 + Is + g —
2x1 + 2x9 + 223 + 614 + 225 + 8x6 =

o o O

Eliminujeme matici soustavy (vektor pravych stran je nulovy, takze je zbytecné jej psat).

112333 11 23 3 3 112333
111311|~100-10-2-2]~1001022
222628 00-20-4 2 000006

Z posledni rovnice budeme pocitat z¢, z predposledni rovnice z3 a z prvni rovnice 1. Hodnoty neznamych
T2, T4, rs mohou byt libovolné. Zavedme pro né parametry xo = t, x4 = u, x5 = v. Z posledni rovnice
vychéazi jediné xg = 0, z predposledni rovnice mame 3 = —2v a kone¢né z prvni rovnice dostavame
x1 = —t+4v — 3u — 3v = —t + v — 3u. Vysledek sumarizujeme takto:

(.1?1,.’1}2,1‘3,1‘4,.’135,336) = (—t—‘r’U - 3“7 ta —2’0, u, v, 0) =
—1(~1,1,0,0,0,0) +u(~3,0,0,1,0,0) + v (1,0, -2,0,1,0).

Z tohoto zapisu vyplyva, Ze mnozina vSech feseni dané homogenni soustavy je mnozinou vsech linearnich
kombinaci uvedenych tii vektor®, coz mizeme zapsat pomoci linearniho obalu takto:

My = {((~1,1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0), (1,0,-2,0,1,0)).

9.12. Poznamka. Protoze uvedené tii vektory z vysledku piikladu 9.11 jsou linedrné nezavislé, tvori
jednu z moznych bazi prostoru My. To se nestalo nahodou, ale plati to vzdy, jak ukazuje nasledujici véta.
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9.13. Véta. Necht A « = o je homogenni soustava linearnich rovnic o n nezndmych, k = n—hod A. Pak
existuje k linearné nezavislych vektoru wy, uso,...,ur z R" takovych, ze pro mnozinu M, vSech feSeni
soustavy A & = o plati

Afo = <u17u2, ceey ’U,k>.
Vektory wy,us, ..., u; tvori jednu z moznych béazi linearniho prostoru vsech feseni M.

Dukaz. Vektory wy, us, . . ., ur najdeme analogicky, jako jsme to udélali v piikladu 9.11. Algoritmus 5.26
zarucuje, ze pocet rovnic soustavy po eliminaci je roven hod A a je roven poc¢tu neznamych, které mizeme
z rovnic vypodéitat. Ostatnich k¥ = n — hod A nezndmych z;,,2;,,...,x;, mize nabyvat libovolnych
hodnot a zavedme pro né parametry x;, = p1,Ti, = D2,...,Z;, = P. VSechna Feseni ziskdme napiiklad
dosazovaci metodou pouzitou na rovnice po eliminaci (zac¢indme posledni rovnici a koné¢ime prvni).
Z tohoto feSeni muzeme vytknout parametry:

(21,2, ..., Tp) = prus + pruy + - 4 pr Uy (9.2)
a dostavame hledané vektory wy, us, ..., ux. Z uvedené rovnosti a z definice linearniho obalu 2.31 pfimo
plyne, Ze pro mnozinu vSech FeSeni plati My = (uq, us, ..., uk).
Zbyva dokazat, ze vektory w1, us, ..., u; jsou linedrné nezavislé. Oznac¢me u) € R*, u) € R* ...,
u) € R* ty ¢asti vektorti uy, us, . . . , uy, které obsahuji jen slozky i1, io, . . . , i.. Protoze plati rovnost (9.2)
a také plati oznaceni z;, = p1,%i, = p2,...,%;, = P, dostavame
li / /
u; = (1,0,0,...,0), wu5,=1(0,1,0,...,0), ..., wuj=1(0,0,0,...,1).
Toto jsou linedrné nezavislé vektory. Z toho plyne, Ze jsou linedrné nezavislé i vektory wi,us, ..., uk,
protoze uj,ub, ..., u) jsou jejich asti.
Zavérecné tvrzeni véty, ze vektory wi,us,...,u; tvori bazi prostoru feseni homogenni soustavy,

plyne ptimo z definice baze 3.2.

9.14. VétaX* Necht M je linedrni prostor vSech reseni homogenni soustavy linearnich rovnic Ax = o
s n neznamymi. Pak dim My = n — hod A.

Dukaz. Véta je pfimym dusledkem ptredchozi véty 9.13.

9.15. Poznamka. Necht n je podet neznamjch homogenni soustavy A x = o. Pak z véty 9.14 plyne
tento dusledek:
hod A =n pak soustava ma jen nulové fesSeni,

hod A < n pak soustava ma nekoneéné mnoho feseni.

9.16. Definice. Nechf A x = b je nehomogenni soustava linedrnich rovnic o n nezndmych a v € R" je
néjaké jedno jeji feseni. Takovému Teseni v fikame partikuldrni reseni nehomogenni soustavy.
Pokud zaménime sloupcovy vektor b za nulovy vektor stejného typu, dostavame homogenni soustavu
A x = o, kterou nazyvame pridruZenou homogenni soustavou k soustavé A x = b.
9.17. Véta. (1) Necht v je partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy A x = b a wu je libovolné feSeni
pridruzené homogenni soustavy A « = o. Pak v + u je také fesenim soustavy A x = b.
(2) Necht v a w jsou dvé partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy A x = b. Pak v — w je feSenim
pridruzené homogenni soustavy A x = o.
Dukaz. (1) Podle predpokladu plati A v = b, A u = 0. Pro soucet v + u pak plati
Av+u)=Av+Au=b+o=0
(2) Podle predpokladu plati Av = b, Aw = b. Pro rozdil v — w pak plati
Av—-w)=Av—Aw=b-b=o.
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9.18. VétaX* Necht v je partikularni feSeni soustavy Ax = b a My je linedrni prostor vSech feSeni
pridruzené homogenni soustavy A « = o. Pak pro mnozinu M vsech feseni soustavy A x = b plati

M ={v+u; ue M}

Dukaz. Z vlastnosti (1) véty 9.17 plyne, ze {v + u; u € My} C M. Stadi dokdzat obrécenou inkluzi.
Pokud w € M, pak podle vlastnosti (2) véty 9.17 existuje u = w—v € My, takze w € {v+u; uw € My}.
Plati tedy i obracenna inkluze.

9.19. Poznamka. MnoZinu vSech FeSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic zapisujeme vétSinou
zjednodusené jako soucet partikularniho feseni a linedarniho prostoru vsech feseni pridruzené homogenni
soustavy takto:

M=v+4+ My=v+ (uy,us,...,ug). (9.3)
Resit nehomogenni soustavu tedy znamena najit partikuldrni feseni v a dale najit k linedrné nezavislych
FeSeni pfidruzené homogenni soustavy wy, U, . . ., uy (k je rovno po¢tu nezndmych minus hodnost matice

soustavy). Vysledek je obvyklé psat ve tvaru (9.3).

9.20. Piiklad. Najdeme mnozinu vSech feSeni soustavy linearnich rovnic se Sesti nezndmymi:

£L'1+ 1’2+2$3+3£L’4+3[L’5+3(E6: 1

1 + 294+ w3 +3x4+ x5+ 26 = — 1

2x1 + 2x0 + 2x3 + 624 + 225 + 86 = 10
Eliminujeme rozsifenou matici soustavy.
112333 1 11 23 3 3 1 112333 1 112333]|1
111311{-1}]~{00-10-2-2|-2|~1001022|] 2|~]1001022]|2
222628 10 00-20-4 2 8 00000612 0000012

7 posledni rovnice budeme pocitat zg, z predposledni rovnice x3 a z prvni rovnice x;. Hodnoty
neznadmych s, x4, x5 mohou byt libovolné. Zavedme pro né parametry zo = t, x4 = u, T5 = v.

7 posledni rovnice mame zg = 2, z predposledni rovnice x3 = 2 — 2v — 2 -2 = —2 — 2v a konec¢né
z prvni rovnice dostavame x; = 1 —¢ —2(—2 —2v) —3u —3v —3-2 = —1 —t + v — 3u. Vysledek

sumarizujeme takto:
(1, T2, 73,74, T5,76) = (—1 —t +v — 3u, t, —2 — 2v,u,v,2) =
=(-1,0,-2,0,0,2) +¢(-1,1,0,0,0,0) + « (-3,0,0,1,0,0) + v (1,0,—2,0,1,0).
7 tohoto zapisu vyplyva, ze mnozina vSech feSeni dané nehomogenni soustavy je rovna
M =(-1,0,-2,0,0,2) + <(—1, 1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0),(1,0,—2,0, 1,0)).

Vektor (—1,0,—2,0,0, 2) je partikuldrnim FeSenim dané nehomogenni soustavy a vektory (—1,1,0,0,0,0),
(—3,0,0,1,0,0), (1,0,—2,0,1,0) tvori bazi prostoru Feseni pfidruzené homogenni soustavy.

9.21. Poznamka. Ve vyse uvedeném piikladé jsem spocitali partikularni feseni i bazi mnoziny feseni
pfidruzené homogenni soustavy v jediném postupu. Casto ale takovéto linedrni tlohy fesime ve dvou
krocich. Nejprve najdeme bazi feSeni pfidruzené homogeni soustavy (to jsme provedli v piikladu 9.11) a
poté je tfeba ,uhodnout“ jedno feseni dané nehomogeni soustavy. Takové feseni prohlasime za partiku-
larni feSeni. Nakonec zapiseme vysledek v souladu s poznamkou 9.19 ve formé ,partikulédrni feseni plus
linearni obal baze mnoziny Teseni pridruzené homogenni soustavy“.

Partikularni feseni mtizeme najit po primém chodu elimina¢ni metody, kdyz rozhodneme, které
proméné budeme pomoci rovnic pocitat. Tém ostatnim proménym muzeme pridélit jakakoli ¢isla, treba
nuly. Po dosazeni téchto ¢isel vznika soustava, kterd ma stejné rovnic jako neznamych a ma regularni
matici, tedy ma jediné feseni. Toto feSeni obsahuje hodnoty hledanych proménnych.

Tteba v prikladé 9.20 jsme rozhodli, ze budeme pocitat proménné x, x3, zg, takze pri hledani parti-
kularniho feseni proménnym x4, x4, x5 pridélime tieba nuly. Po dosazeni téchto nul dostavame soustavu
s matici

123]|1

0122

001|2
Nyni mutzeme pouzit zpétny chod Gaussovy eliminacni metody nebo pocitat dosazovaci metodou od
posledni rovnice k prvni. Dostavame feSeni x1 = —1,x3 = —2,2¢ = 2, takze partikularnim fesenim je

(_17 07 _2a 07 0) 2)
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9.22. Poznamka. P¥i strojovém hledani feSeni rozsahlych soustav vétsinou jde o to najit jedno par- Strojové
tikularni feseni a béazi prostoru feseni pridruzené homogenni soustavy. Pfitom neni nutné programovat resens
symbolické vypocty, jako je naptiklad vytykéni parametrti podle rovnosti (9.2). V nésledujicim textu soustav
ukazeme, ze stac¢i vyuzit Gaussovu elimina¢ni metodu.

K nalezeni baze pridruzené homogenni soustavy miizeme pouzit nasledujici vétu 9.23 a k nalezeni
partikulirniho feseni vyuzijeme vétu 9.26.

9.23. Véta. Necht homogenni soustava linedrnich rovnic Az = o méa matici soustavy ve tvaru
A=(E|O),

kde E € R™™ je jednotkovd matice a C € R™* je libovolna matice. Pak existuje baze feseni této
soustavy b1, bs, ..., by, kterd ma tvar:

b1

b

2| = (ot m),
by

kde E’ € R** je jednotkova matice.

Duikaz. Nejprve prekontrolujeme rozméry matic. Necht podet nezndmych soustavy je n, takZe matice
soustavy A je typu (m,n). Pocet sloupcti n této matice se skladd z m sloupcii (matice E) a k sloupcti
(matice C). Je tedy n = m + k. Dimenze prostoru feseni je podle véty 9.14 rovna po¢tu neznamych
minus hod A, coz je n —m = k. To sedi. Skuteéné matice B = (—CT|E’) m4 k tadkt a tyto jsou linedrnd
nezdvislé (diky matici E’). Matice B tedy muZe obsahovat fadky béze prostoru feseni. Staci jen ovéfit,
ze kazdy fadek matice B fesi soustavu Az = o. Tj. stadi ovéfit, ze A - B” = O, kde O je nulové matice
typu (m, k):

-C

E/

A~BT:(E|C)~( ):E-(—C)+C-E’:—C+C:O.

9.24. Poznamka. Tato véta ndm umoZnuje rovnou napsat bazi feSeni homogenni soustavy, pokud je
matice soustavy v uvedeném tvaru. Dokonce, pokud matice soustavy neni v uvedeném tvaru, je nékdy
mozné ji eliminaci do tohoto tvaru pfevést, tj. ekvivalentni soustava mtize mit tento tvar. Pokud ani
ekvivalentni soustava nema tento tvar, da se prohozenim poradi nezndmych dospét k pozadovanému tvaru
matice soustavy. V takovém pfipadé je ovsem nutné pred zapsanim baze prostoru feseni prohodit sloupce
matice B = (—CT|E’) zpét. Misto dlouhého vysvétlovani ukdzeme pouziti véty na nasem piikladu 9.11.

9.25. Priklad. Najdeme bézi prostoru feseni soustavy z piikladu 9.11. Eliminujeme matici soustavy:

112333 11 23 3 3 112333 112333
111311} ~100-10-2-2]~1001022]~]1001022
222628 00-20-4 2 000006 000001
Eliminujeme déale zpétnym chodem, abychom ve sloupcich 1, 3 a 6 dostali jednotkové vektory:

112333 112330 1103-10

001022 ~(001020)~(0O01O0 20

000001 000001 0000 01

Prohodime druhy sloupec s tfetim a posledni sloupec s novym t¥etim (ménime poradi proménnych)

1003-11
0100 20
0010 00O

a dostavame matici podle predpokladu véty 9.23. Bazi feSeni soustavy s takovou matici mizeme podle
této véty zapsat do matice, kde kazdy fadek obsahuje jeden vektor baze:

-3 00100
1-20010
-1 00001
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Zpétné prehodime posledni sloupec s tietim a druhy s novym t¥etim a dostdvame matici, obsahujici (po

fadcich) bazi FeSeni plivodni soustavy

— = o
N )
|
oo

S O =

o = O
o O O

9.26. Véta. Necht soustava linedrnich rovnic Az = b ma matici soustavy ve tvaru

A= (E|O),

kde E € R™™ je jednotkova matice a C € R™F je libovolna matice. Pak partikularnim fesenim soustavy

je vektor v = (b7, 0), kde o € R* je nulovy vektor.

Dukaz. Stac¢i dosadit:

A-(z>=(EC)(z>=Eb+co=b.

9.27. Priklad. V tomto piikladé si ukazeme ,strojové* feSeni soustav linedrnich rovnic s vyuzitim
vét 9.23 a 9.26. K feseni nepotiebujeme nic jiného nez dobfe namazany stroj zvladajici pfimy a zpétny

chod Gaussovy elimina¢ni metody.

Najdeme mnozinu feSeni soustavy linearnich rovnic s rozsifenou matici:

1 1-111 1| 3

12 2

8 2| 5

25 7 17 6|18
36 6 28 7|21

Pomoci ptimého chodu elimina¢ni metody matici pfevedeme na schodovitou matici. Po prohozeni
tfetiho sloupce s poslednim pak dostavame matici, na které muzeme pouzit zpétny chod Gaussovy
eliminacni metody tak, ze v levém bloku dostaneme jednotkovou matici. Nad matici jsme si poznamenali

zménéné poradi proménych.

Tl T2 T3 T4 Ts

1 1-1 11 1| 3 11-1 11 113
12 2 8 2| 5

~101 3-31|2]|«
25 7 17 6|18 00 0 416
36 6 28 7|21

Podle véty 9.23 ma tato soustava bazi feseni pfidruzené homogeni soustavy zapsanou v fadcich matice:

Tl T2 Ty T4 T3

11111 -1}3
01 1-3 3|2

0 01

o (14T —4
(=C |E)( 4-3 0

4 06

1 0
0 1

a podle véty 9.26 je partikuldrni feSeni ve tvaru (1,—4,6,0,0). Po zpétném piehozeni sloupct tak,

100 14 -4 1
~1010-7 3|—-4
001 4 0] 6

abychom popsali vysledek pro nezndmé v poradi (x1, xa, x3, x4, x5) dostdvime FeSeni:

(1,-4,0,0,6) + ((—14,7,0,1,—4), (4,-3,1,0,0)),

které jsme zapsali jako soucet partikularniho feseni a linedrniho obalu baze mnoziny feseni pridruzené

homogenni soustavy, tedy v souladu s pozndmkou 9.19.

9.28. Poznamka. Piedstavme si soustavu lineér-
nich rovnic se tfemi nezndmymi a s jedinou nenulo-
vou rovnici. Pokud interpretujeme kazdou uspota-
danou trojici, ktera je fesenim soustavy, jako sou-
fadnice bodu v geometrickém prostoru, pak mno-
zina vSech téchto bodd vyplni rovinu. V pfipadé,
Ze je nase soustava homogenni, pak mnozina feSeni
tvori linedrni podprostor dimenze 3—1 = 2, tj. vy-
plni rovinu ¢’ prochézejici pocatkem O, tj. bodem
se soufadnicemi (0,0, 0). V pfipadé, Ze soutava ma
nenulovou pravou stranu, pak mnozinou feseni je

rovina, kterd neprochazi poc¢atkem. Je to rovina ¢ rovnobézna s mnozinou feseni pridruzené homogenni

(D]
/‘% 0

v

L
O w

soustavy ¢’ a prochdzi bodem, ktery je ddn jako partikuldrni feSeni v. Viz obrézek.
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9.29. Poznamka. Pfedstavme si soustavu dvou
linearné nezavislych linearnich rovnic o tfech ne-
zndmych. Mnozinu feSeni interpretujme jako body
v prostoru stejné jako v piedchozi poznamce. Re-
Seni prvni rovnice vyplni rovinu ¢ a feseni druhé
rovnice vyplni rovinu o (viz obrézek). Takze feSeni
obou rovnic ,spolecné“ je prunikem rovin g a o. To
je primka, oznacme ji p. Dimenze mnoziny reseni
pfidruzené homogenni soustavy je podle véty 9.14
rovna 3 — 2 = 1.

9.30. Poznamka. T¥i linedrné nezavislé rovnice o tfech neznamych maji jednobodové Feseni, které je
prinikem t¥i rovin, kde kazda rovina je mnozinou feseni jedné rovnice.

9.31. Poznamka. Nemé-li soustava tii rovnic o tfech nezndmych feSeni, pak jednotlivé rovnice maji
jako své mnoziny feseni roviny, které nemaji spolec¢ny prunik. Uvédomime si, jakym zptisobem se to muze
stat: bud jsou dvé roviny rovnobézné a nikoli totozné, nebo maji roviny jako prinik primky, které jsou
rovnobézné.

9.32. PoznamkaX Ma4-li soustava linedrnich rovnic n nezndmgych, pak mnozinou feSeni je podmno-
zina R". Predstavme si, Ze nyni n > 3. S trochou fantazie je mozné si i tyto podmnoziny pfedstavit
geometricky jako zobecnéne roviny.

Pojem zobecnénda rovina se pouziva pro analogicky geometricky utvar jako je rovina nebo pfimka
v geometrickém prostoru, ale mize mit libovolnou (tfeba vétsi) dimenzi. Zobecnéna rovina nemusi na
rozdil od linearniho podprostoru prochazet pocatkem. Pokud ji ale posuneme do pocatku, tvotfi podpro-
stor. Mluvime-li tedy o dimenzi zobecnené roviny, méme na mysli dimenzi linedrniho podprostoru, ktery
vznikne posunutim zkoumané zobecnéné roviny tak, aby prochéazela pocatkem.

Mnozina FesSeni jedné rovnice ze soustavy je zobecnéna rovina, kterd mé dimenzi n — 1. Mnozina
feseni celé soustavy Ax = b je prunikem téchto zobecnénych rovin a je to zase zobecnéna rovina p,
kterd ma podle véty 9.14 dimenzi n — hod A. Mnozina feSeni pfidruzené homogenni soustavy Ax = o
je zobecnénd rovina ¢ takova, Ze prochézi po¢atkem a o = v + o', kde v je partikularni feSeni. Tedy o
vznikéd z ¢’ posunutim o v. Nebo obracené, ¢’ vznikd posunutim o o vektor —wv.

Obrazky u poznamek 9.28 a 9.29 lze vyuzit jako ilustraci pro mnoziny feseni libovolné soustavy line-
arnich rovnic. Prvni obrazek rika, Ze zobecnénd rovina, ktera je mnozinou feseni nehomogenni soustavy
linearnich rovnic, je posunuta z pocatku o partikularni feSeni. Druhy obrazek fika, Ze mnozina feseni je
zobecnéna rovina, ktera je priinikem nadrovin, které jsou fesenimi jednotlivych rovnic.

9.33. Poznamka. Reseni soustavy jako priinik feseni jednotlivych rovnic, jak je popsano v piedchozich
pozndmkach, je pohled na FeSeni po rozdéleni rozsifené matice soustavy (A |b) na jednotlivé Fadky.
Kazdy radek odpovida jedné rovnici. Nékdy se hodi jiny, sloupcovy pohled, na feSeni sousavy. RozepiSme
matici soustavy na sloupce A = (Aq,A,, ..., A,). Pak maticové ndsobeni ve vyrazu Az = b miizeme
prepsat takto:

T

x
A-x = (A,Ay,... A, .2 = 1A +22A+ - +2,A, = Db

Tn

takze Teseni obsahuje koeficienty takové linedrni kombinace sloupci, kterda je rovna vektoru pravych
stran b.

9.34. Poznamka. Jiz v Gvodni kapitole o Gaussové elimina¢ni metodé jsme zminili, Ze mnozinu feSeni
soustavy linedrnich rovnic neumime popsat jednoznaénym zptisobem. Vyjimkou je pouze piipad, kdy ma
soustava jediné feSeni. Vime totiz, ze kazdy netrivialni linedrni podprostor méa nekone¢né mnoho bazi a
ma-li soustava vice feSeni, pak i partikularni feseni muze kazdy reSitel zapsat jiné.

K riznym zapisim téze mnoziny Teseni mizeme dospét pii vypoctu tieba tak, Ze volime rozdilnou
skupinu neznamych, které mohou nabyvat libovolnych hodnot. I pfi stejné skupiné téchto neznamych nas
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nikdo nenuti, abychom tyto neznamé polozili rovny jednondsobku parametru. V modelovych fesenich pti-
kladta ze skript se muzeme setkat nékdy i s jinak volenymi parametry tak, aby vysledek vysel bez pouziti
zlomkl pouze s malymi celymi ¢isly. Tuto dovednost nebudeme v praktickych piikladech (které nejsou
modelové) potiebovat, takZze nas nemusi frustrovat, Ze ndm vychézeji ve vysledcich zlomky. MizZeme
ovSem v zavéru vypoctu kazdy vektor baze vynasobit spoleénym jmenovatelem vSech zlomkl v jednot-
livych slozkich a znovu dostavame vektory baze stejného linedrniho prostoru, tentokrat s celoc¢iselnymi
slozkami.

Kv1li nejednoznacnosti popisu feseni soustav linedrnich rovnic je uzitecné védét, jak pozname, ze dva
rizné popisy FeSeni popisuji stejnou mnozinu feseni. To je rozebrano podrobné v nasledujici poznamce.

9.35. Poznamka* Co udéldme, pokud se ndm dostanou do ruky dva zapisy FeSeni n&jaké soustavy
linearnich rovnic, a pfitom neméame k dispozici ptivodni soustavu a nemiZeme tedy dosazovat? Jak
v tomto pripadé pozname, ze oba zapisy popisuji stejné feseni? Jsou dany treba tyto zapisy:

2

v+<u1;u27"'»uk> = w+<g1792a"'7gk>

Nejprve ovérime linearni nezavislost vektor wy, us, . .., ux a linedrni nezavislost

vektori gi1,go,...,gr. Dale zjistime algoritmem 5.35, zda jsou rovny linearni “

obaly. Nakonec zjistime, zda obé partikuldrni feSeni popisuji stejnou mnozinu u.2

feSeni tfeba podle vlastnosti (2) véty 9.17 timto testem: v—w € (w1, ua, ..., ug). :

Na to se hodi algoritmus 5.37. Ui
Spojenim obou algoritmt dostavame nasledujici test: uvedené mnoziny se C= g1

rovnaji pravé tehdy kdyz vektory wy, us, ..., w; jsou linedrné nezavislé i vektory g2

g1,92, - .., gk jsou linedrné nezavislé a hodnost matice C (zapsana zde vpravo) je

rovna k. Protoze pro velkd k je matice C ,,prilis vysoka“, je nékdy vyhodné misto '

toho poéitat hodnost matice C”. Podle véty 5.42 dostaneme stejny vysledek, ale v gkw

navic Setfime papirem a dalsimi kancelafskymi technologiemi.
9.36. Priklad. Provéiime, zda mnozina
My =(1,2,-4,-1,1,2) + ((7,1,-4,-2,2,0),(-8,3,-2,2,1,0), (2, -2, -6,1,3,0))

je rovna mnoziné M z prikladu 9.20.
Diky tomu, ze naSe feseni z ptikladu 9.20 obsahuje na pozicich 2, 4 a 5 systematicky rozmisténé nuly
a jednicky, muzeme okamzité pohledem do téchto pozic psat nasledujici koeficienty linearnich kombinaci:

~2,2.0

(7.1, — )= 1(-1,1,0,0,0,0) —2(—3,0,0,1,0,0) +2(1,0,—2,0,1,0),
(—8,3, 2210) 3(-1,1,0,0,0,0) +2(—3,0,0,1,0,0) + 1(1,0,—2,0,1,0),
(2,-2,-6,1,3,0) = —2(—1,1,0,0,0,0) + 1 (—3,0,0,1,0,0) + 3 (1,0, —2,0,1,0),
(1,2 ) = +2

,2,—4,—1,1,2) = (=1,0,-2,0,0,2) + 2(—1,1,0,0,0,0) — 1 (—3,0,0,1,0,0) + 1 (1,0, —2,0,1,0).

Tyto rovnosti plati i v ostatnich slozkdch (nejen ve slozkdch 2, 4 a 5) a miZzeme tedy prohlésit, ze
My =M.

Pro porovnani zkusime jesté metodu pocitani hodnosti matice C z poznamky 9.35. Nejprve mu-
sime ovéfit, zda jsou vektory (7,1,—4,-2,2,0),(—8,3,—-2,2,1,0),(2,—2,—6,1,3,0) linedrné nezivislé
(naptiklad eliminaci t¥ifadkové matice obsahujici tyto vektory). Zjistime, Ze jsou linedrné nezavislé. Pak
spoc¢itame hodnost matice C:

_1 _g (1) I_g 75 :; -1-3 1 7-8 2 -2
. 0 0.9 496 9 0-3 1 8—-5 0 -4 -1-317-82-2
CcT = 01 0.2 2 1 1|~ o1t 0-2 21 1~ 0-318-50-4
0 0-2-4-2-6 2 0 012 13-1
PO 00 1 2 1 3-1
00 00 0 0 0

Je hod C = 3, takze plati M = M;.
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9.37. Poznamka. Je-li A ¢tvercova matice, pak je vyhodné pii feSeni soustavy A x = b spocitat det A.

Pro det A # 0 je hod A rovna poctu neznamych, tj. matice A je regularni a soustava méa jediné
feseni. Mnozina FeSeni pridruzené homogenni soustavy obsahuje totiz v tomto pripadé jediné fesSeni:
nulovy vektor. Po vynasobeni rovnosti A & = b inverzni matici A ! zleva mame okamzité feSeni soustavy
x = A~ b. Navic miizeme pouzit pro zjisténi jednotlivych slozek feSeni tzv. Cramerovo pravidlo (viz
nésledujici vétu).

Pro det A = 0 je hod A mensi nez pocet nezndmych. Pokud ma tato soustava podle Frobeniovy
véty 9.4 feSeni, pak po eliminaci a odstranéni nulovych fadka dostavame soustavu, ktera uz nema ctver-
covou matici. V tomto pripadé nezbyva nic jiného, nez pouzit postup pro nalezeni vSech feseni, ktery byl
jiz vylozen drive.

9.38. Véta (Cramerovo pravidlo)* Necht A je regularni ¢tvercova matice. Pak pro i-tou slozku
feSeni soustavy A « = b plati
- det BI
YT qet A

kde matice B; je shodna s matici A az na i-ty sloupec, ktery je zaménén za sloupec pravych stran.

Dtikaz. Vime, Ze plati £ = A1 b. Podle véty 8.38 plati

D, . . ..
Al = (cij) = (detﬁA) . kde D, ; je matice dopliikt k matici A.

Necht b; jsou slozky sloupce b. Podle definice maticového nasobeni je

1

2 - D'i det BZ'
aizzci,jijZdej’ bj = (Dl,ibl+D2,ib2+"'+Dk,ibk):
=1 j=1

det A~

tA 7 detA

V posledni rovnosti jsme vyuzili vétu o rozvoji determinantu matice B; podle i-tého sloupce, viz po-
znamku 8.33.

9.39. Priklad. Pfi feSeni soustavy

123 1 10
345 o | = | 11
568 T3 12
pouzijeme Cramerovo pravidlo. Dostavame:
11023 11103 11210 1 2 3
=5 11 4 5], :C2:53 11 5], :1:3:53 4 11|, kdeD=|3 4 5
12 6 8 5 12 8 5 6 12 5 6 8
Vypocitanim ¢tyf determinantt z uvedenych matic typu (3,3) dostavame vysledek
18 —-19 19 0 19
.'171:?2:_9, x2:j:?; x3:j2:07 (.’1/'17.'172,1‘3): (_952a0>

9.40. Poznamka. Cramerovo pravidlo se nejevi pro vypocet feSeni soustavy s regularni matici prilis
spocitat inverzni matici eliminacni metodou. Vyhodna mtze byt tato metoda pouze tehdy, kdyz nepo-
tfebujeme znat vSechny slozky feSeni, ale jen nékteré. Napiiklad miuzeme mit néjaky fyzikalni model
vyjaddfeny rozséhlou soustavou linedrnich rovnic, pfi¢emz z mnoha stovek vystupnich veli¢in (tj. slozek
FeSeni) nds zajima jen pér.
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9.41. Priklad. Budeme fesit soustavu linearnich rovnic

r+py+ z = 1
r+2y+ 2z = -1
y+pz= —1

Rozlisime razné mnoziny feseni této soustavy podle hodnot redlného parametru p.
Determinant matice soustavy je roven D = p (2 — p), takZe pro p # 0 a p # 2 je matice soustavy
regularni a soustava ma jediné feseni. Naptiklad Cramerovym pravidlem zjistime toto FeSeni:

I IR N £ R 4 A DO O 1 Y
Tr = — — = _—, y = — —_ = ) z = — — = .
Di_y 1, 2-0p Do 1 p—2 Dilg 1 -1 2-°p
Pro p = 0 a p = 2 musime Fesit soustavu individualné.
101 1 101l 1 piiz =t, vychaziy = -1,z =1—1¢,
p:O 121]-1 N(O 10 1)7 tJ (li,y,Z):(1—t,—1,t):(1,—1,0)+t(—1,0,1),
010] -1 B mnozina feeni: M = (1,—-1,0) + ((—1,0,1)).
121 1 121 1
p=2 121 -1~ , podle Frobeniovy véty soustava pro p = 2 nema feSeni.
012 -1 000| -1

9.42. Poznamka. Sezndmime se s moznostmi feSeni vétsiho mnozstvi soustav linearnich rovnic se stej-
nou matici soustavy, ale s rliznymi pravymi stranami. Mame tedy danu nésledujici ,,soustavu soustav*
linearnich rovnic:

A~$1=b1, A'w2:b27 ey A%k:bk

Matice soustavy A € R je spole¢néd vSem soustavam. Podle véty 6.11 vidime, Ze uvedena soustava
soustav je ekvivalentni maticové rovnici

A-X=B

kde matice X = (&1 3 ... x)) obsahuje vedle sebe napsané sloupcové vektory neznamych z jednotlivych
soustav a matice B = (b; by ...by) obsahuje sloupcové vektory pavych stran.

Vyfesit tuto soustavu soustav znamend najit podmnoziny z R"™, které jsou mnozinami feseni jed-
notlivych soustav. Tyto mnoziny feSeni jsou tvaru v; + My, i € {1,2,...,k}, kde v; je partikularni
i-té soustavy a M, je mnozina FeSeni pridruzené homogenni soustavy Ax = o. Ta je spolecna vSem
soustavam.

Pri feseni takovych soustav soustav je prirozené pred zahdjenim eliminace zapsat vSechny sloupce
pravych stran vedle sebe a eliminovat spoleéné celou matici. To ilustruje néasledujici ptriklad.

9.43. Piiklad. Resme maticovou rovnost

112333 2433

111311} X=1(12213

222628 1234
Soustavu soustav FeSime eliminaci:
112333[2433 11233 3/ 2433 112333 2 4 3 3
111311(2213|]~100102 2,0220|~(001022 0 22 0
2226281234 00 204-2]3¢6 32 000006 -3 -2 1 -2

Pridruzenou homogenni soustavu zndme uz z predchozich prikladi, takze vime, Ze jeji prostor feseni mé
bazi {(-1,1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0),(1,0,—2,0,1,0)}. Partikuldrni feSeni budeme hledat pro kazdy
sloupec pravych stran zvl4st. Pocitat budeme posledni, tfeti a prvni slozku, v ostatnich predpokla-
dame nuly. Pro sloupec (2,0, —3)”7 mame feseni (%,O7 1,0,0, f%), pro sloupec (4,2, —2)7 mame feseni
(—%, 0, %, 0,0, —%), pro sloupec (3,2,1)7 mame feseni (—%, 0, g, 0,0, %) a koneéné pro sloupec (3,0, —2)T
mame TeSeni (%,07 %,0,0, —%) Zapiseme-li tato feseni do sloupcii vedle sebe, mame jedno z moznych
feSeni pro hledanou matici X. Kdyz k této matici pricteme matici, kterd bude mit ¢tyri stejné sloupce
tvaru a (—1,1,0,0,0,0)7 +3(-3,0,0,1,0,0)T +~(1,0,-2,0,1,0)T, a, 3,y € R, dostavame z4pis obecné
vsech matic X, které vyhovuji zadané maticové rovnici.
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9.44. Poznamka. Maticovou rovnici XA = B (pfi danych maticich A, B) bychom Fesili napfiklad tak,
Ze transponujeme obé strany rovnosti. Tim dostdvame A7 - X7 = B” a problém je pieveden na tvar, se
kterym uz si vime rady.

9.45. Véta. Necht A je regularni matice a B je libovolnd matice se stejnym poctem radku. Plati:
(1) Maticova rovnost AX = B m4 jediné feseni a tim fesenim je X = A~! B,
(2) Je-li (A|B) ~ (E|C), kde E je jednotkovd matice, pak C = A~!B. Neboli (A |B) ~ (E|A~!B).

Diikaz. (1) Sta¢i rovnost AX = B vynésobit zleva matici A~1.

(2) Soustava AX = B je podle ptedpokladu ekvivaletni se soustavou EX = C. Resenim soustavy
EX = C je zfejmé matice C. Protoze Gaussova eliminaéni metoda neméni mnozinu feSeni a podle (1)
vime, Ze FeSenim obou soustav je A~'B. Takze C = A~ 'B.

9.46. Poznamka. Dtsledkem této véty je napfikad metoda vypocétu inverzni matice. Inverzni matice je
podle definice 6.33 takova matice X, pro kterou plati AX = E. Staci tedy v predchozi vété volit B = E.

9.47. Poznamka. Predpokladejme regularni matici A € R™" a soustavu linearnich rovnic Ax = b. Reseni sou-
Jediné TeSeni této soustavy miizeme pocitat ze vzorce A~'b. K vypoétu matice A~! eliminaci potiebu- stav pomoci
jeme 2n3 operaci (za jednu operaci povazujeme pti¢teni nasobku jednoho éisla k jinému). A pro maticové LU rozkladu
nasobeni A~!b potfebujeme dalsich n? operaci. Je ziejmé, Ze piiméa tiprava rozsifené matice eliminaci

spottebuje nepatrné méné operaci: n?(n + 1) = n3 + n? operaci. Jesté méné operaci potiebujeme pii

feSeni této soustavy LU rozkladem. Postup feseni je vysvétlen v néasledujicim algoritmu.

9.48. Algoritmus. Nechf A je reguldrni matice, AP = LU je jeji LU rozklad. Pak:
A = LUP”| tedy soustavu Az = b lze zapsat ve tvaru L (U (PTx)) = b
a TeSit postupné tii soustavy: Lz =b, Uy=2z, Pla=y

Pritom prvni a tfeti soustavu neni nutné resit, protoze algoritmus LU rozkladu 7.4 poskytuje jako vedlejsi
produkt matici L' = L~! a déle plati P = (P7)~!. TakZe fesime jedinou soustavu Uy = L’b a podle
permutac¢ni matice P prehodime pfipadné potradi proménnych, tedy provedeme x = Py.

9.49. Piiklad. Resme LU rozkladem soustavu linedrnich rovnic s matici

1 2 3| 5
A=12 3 1| 7
4 2 0| 6

LU rozklad matice této soustavy jsme provedli v piikladé 7.5. Takze vime, ze

1 0 0 1 2 3 1 0 0 5 5
L'=(-2 1 o, u={fo -1 5], Lb=|-2 1 ol [7]=]-3
8 —6 1 0 o0 18 8 —6 1 6 4

Soustava Uy = L’ b méa rozsifenou matici:

1 2 3 5
0 -1 -5 | -3 ],
0 0 18 4

kterou vyresime postupnym dosazenim ,zespoda nahoru“: ys = %7 Yo = %, Y1 = g. Permutacni matice
P je v tomto pripadé jednotkova, takze r1 = y1, x2 = y2, 3 = y3 a dostavéme fesSeni soustavy (g, 1?7, %)

9.50. Poznamka. Kolik operaci (pfi¢teni nasobku éisla k jinému) potfebujeme k vyfeSeni soustavy
Ax = b s reguldrni matici typu (n,n)? K nalezeni matic U a L’ potfebuje algoritmus LU rozkladu
zhruba n?/2 operaci. K vypoctu pravé strany z potfebujeme n?/2 operaci a k vyfesen{ soustavy Uy = z
potiebujeme také n?/2 operaci. K prohozeni proménnjch (pfechod mezi vektorem y a x) potiebujeme
zhruba n operaci, coz je ve srovnani s poétem n? operaci pro vypocet y zanedbatelné. Shrnuti: na
piipravu matice A (LU rozklad) je potieba n®/2 operaci a na vypocet feseni pak uz sta¢i n? operaci.

Zd4 se, ze pocet operaci pii Feseni soustav pomoci LU rozkladu nebo Gaussovou elimina¢ni metodou
se prilis nelisi. OvSem jsou znamy algoritmy LU rozkladu se stejnou slozitosti jako nasobeni matic. Pfitom
nésobeni matic se d4 optimalizovat tak, Ze potfebuje méné operaci nez n? (viz 6.18). Za uréitych okolnosti
pii rozsdhlych soustavach mize tedy byt reseni soustav LU rozkladem efektivnéjsi.
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9.51. Definice. Necht A € R™"™. Nulovy prostor matice A je linedrni podprostor v8ech feSeni homogenni
soustavy linearnich rovnic Ax = o. Tento podprostor zna¢ime Null A.

9.52. Poznamka. Je-li ddna matice A, pak k ni mizeme sestrojit dva linearni podprostory linearniho
prostoru R™: nulovy prostor Null A a linedrni obal fadk matice (r: A). Mezi témito dvéma linedrnimi
podprostory je zajimavy vztah:

9.53. Véta. Necht A € R™". Pak
(1) pro kazdy vektor z € Null A a pro kazdy vektor a € (r: A) plati: a - 27 = 0.
(2) (r: A) NNull A = {o}.
(3) dim(r: A) + dim Null A = n.
(4) Pro kazdy vektor € R" existuji jediné vektory a € (r: A) a z € Null A tak, 7e € = a + z.

Dukaz. (1) Rovnost a - 2T = 0 miZeme po slozkich rozepsat jako aiz1 + asxs + -+ + anzn, = 0 a
vnimat ji jako rovnici s koeficienty a = (ay,as,...,a,). Protoze a € (r: A), je a lineadrni kombinaci
radkt matice A, tedy uvedend rovnice vznikla jako linedrni kombinace rovnic ze soustavy Ax = o.
Reseni z € Null A spliiuje nejen vSechny rovnice ze soustavy Az = y, ale také vSechny jejich linedrni
kombinace, takze plati a121 + agzo + -+ - + apz, = 0.

(2) Je-lix = (x1,22,...,2,) € (: A)NNull A, musi z121 + 220+ +TpTy, = 23 +23+- - +22 =0
a to je mozné jen pro nulovy vektor.

(3) dim(r: A) je hodnost A (podle definice). Vztah byl dokdzan ve vété 9.14.

(4) Predpokladdejme, ze hod A = k a necht by, bs,..., b je néjakd baze linedrniho podprostoru
(r: A) a necht bx11,br12,...,b, je baze linedrniho podprostoru Null A. Pak podle véty 2.43 jsou vektory

by, bs, ..., b, linearné nezavislé a tvori tedy bazi linedrniho prostoru R™. Vektor & € R” ma vzhledem
k této bazi souradnice aq, as, ..., a, a plati

x = (b1 + by + - + apby) + (k1biy1 + appobpro + -+ anby).

Prvni zavorka v tomto vyrazu je rovna vektoru a a druhé vektoru z. Jejich jednoznacnost plyne z jed-
noznacnosti souradnic vzhledem k bazi.

9.54. Poznamka. Necht A € R™" a a € (r: A). Necht z lezi v nulovém prostoru matice A. Protoze
a-z" = z-a” = 0, vidime, Ze vektor a fesi homogenni rovnici s koeficienty z = (21, 20, . . ., 2, ). Sestavime
matici B, ktera v fadcich obsahuje bazi nulového prostoru matice A. Pak zfejmé a tesi soustavu Bx = o.

Takze nejen Null A = (r: B), ale také NullB = (r: A).

9.55. Shrnuti. MnozZina FeSeni soustavy linearnich rovnic je dle Frobeniovy véty /9.4/ prazdnd, pravé
kdyz hodnost rozsifené matice soustavy je vétsi nez hodnost matice soustavy.

Mnozina feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic s n neznamymi tvori linedrni podprostor line-
arniho prostoru R™ /9.10/. Dimenze tohoto podprostoru je rovna n — hod A, kde A je matice soustavy
a n je pocet nezndmych /9.14/.

Mnozina feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic se da zapsat jako soucet patrikularniho
FeSeni a mnoziny FeSeni pridruzené homogenni soustavy /9.18, 9.19/.

V této kapitole jsme si ukézali algoritmus na hledani baze mnoziny feseni pfidruzené homogenni
soustavy i na hleddni partikuldrniho feSeni /9.23, 9.26/.

Mnozina feSeni soustavy linearnich rovnic tvori z geometrického pohledu zobecnénou rovinu, ktera
je prinikem zobecnénych rovin, které jsou feSenimi jednotlivych rovnic /9.29, 9.32/. Je to také zobec-
nénd rovina, ktera vznika posunutim zobecnéné roviny popisujici mnozinu feseni pridruzené homogenni
soustavy z pocatku o vektor partikularniho feseni

Mnozinu feSeni soustav linedrnich rovnic nelze popsat jednozna¢né /9.34, 9.35/. Posali jsme si al-
gritmus, podle kterého pozname, Zze dva na prvni pohled rizné zapisy popisuji stejnou mnozinu feseni.

Soustavy se ¢tvercovou matici maji svou matici singuldrni (pak po eliminaci uz nemaji ¢tvercovou
matici), nebo regularni. Ta m4 jediné feseni ve tvaru A~1b. Jednotlivé slozky takového feseni se daji
spocitat jako podil determinant /Cramerovo pravidlo 9.38/.

Vyfesit maticovou rovnici AX = B znamend totéz, jako vytesit soustavu soustav se stejnou matici
soustavy a s riznymi pravymi stranami /9.42/. Eliminace (A |B) ~ (E| C) po¢ita sou¢in C = A~! B,
coz je jediné FeSeni soustavy AX = B v piipadé, Ze matice A je regularni /9.45/.

V zavéru kapitoly jsme ukazali feSeni soustav linearnich rovnic LU rozkladem.
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10. Matice linearniho zobrazeni

10.1. Véta. Necht A € R™"™ je matice. Pak zobrazeni A: R"” — R™ definované predpisem A(x) = A -z
je linearni.
Dukaz. Podle definice 4.8 stac¢i ovérit, ze
A (z+y)=A-z+A- -y, A (ax)=a(A - x),
coz plati diky véte 6.5.
10.2. Poznamka. Zobrazeni v piedchozi vété zobrazuje sloupcové vektory na sloupcové vektory, tedy

piesnéji bychom méli psat A: R™! — R™!. Ovsem vzhledem k izomorfismu mezi R™! a R" (viz
poznamku 5.8) nebudeme déle tuto skutecnost zbyteéné zdiraziiovat.

10.3. Piiklad. Najdeme jadro, defekt a hodnost zobrazeni A: R* — R?2, které je déano piedpisem
Az, 29,23, 24) = (21 4+ 320 + 223 + 224, 321 + 2o + 224, 521 + Txo + 423 + 624).
Ze vzorce pro hodnotu zobrazeni okamzité plyne, ze

Ty + 3x9 + 223 + 214 1 3 2 2 21

A1, 9,23, 24)T = 3x1 + X9 + 214 =13 1 0 2 ; =A-x
5x1 + Txg + 43 + 624 5 7 4 6 x?’
4

takze A(x) = A -z, kde A € R3%.

Hodnost zobrazeni A je podle definice 4.24 rovna dimenzi linedrniho podprostoru vSech hodnot
zobrazeni a tento podprostor je roven linearnimu obalu vSech obrazi bazovych vektord. Ve vstupnim
linedarnim prostoru pouzijeme strandardni bazi. Plati

A(1,0,0,0) = (1,3,5), A(0,1,0,0) = (3,1,7), .A(0,0,1,0) = (2,0,4), .4(0,0,0,1) = (2,2,6).

Vsimneme si, ze diky vlastnostem maticového nasobeni jsou obrazy bazovych vektort rovny jednotlivym
sloupctim matice A. Hodnost zobrazeni A je tedy rovna linedrnimu obalu sloupctt matice A, ale protoze
podle véty 5.42 je hod A = hod AT, stadi pocitat dimenzi linedrniho obalu Fadkii matice A, neboli
hodnost matice A.

1 3 2 2

13 2 2
A=(3 10 2 ~< ) hod A = 2
s 746 08 6 4

Je tedy hod A = hod A = 2.

Jadro zobrazeni A je podle definice 4.20 mnozina viech € R* takovych, ze A - x = o. Je to tedy
linearni podprostor viech feseni homogenni soustavy rovnic s matici A. Resit soustavy linedrnich rovnic
umime:

:1;?1)33 13 2 2 10_1/41/2—(150)
s 746 0 1 3/4 1/2 0 1 3/4 1/2)° :

1/4 -3/4 1 0 1 -3 4 0
el = ~

(-C" E) (—1/2 ~1/2 0 1) (1 10 —2)
Pfi vypoctu jsme pouzili vétu 9.23. Ker A = ((1,-3,4,0),(1,1,0,—2)), def A = dimKer A = 2.

Tento piiklad ilustruje linedrni zobrazeni, které neni prosté (protoze def A > 0) a také neni ,na“ R3
(protoze dim R?® = 3, ale hod A = 2).

10.4. Véta. Necht A € R™"™. Hodnost linedarniho zobrazeni A: R" — R™, které je ddno predpisem
A(x) = A - x, je rovna hodnosti matice A, tedy:

hod A = hod A

Dukaz. Dtikaz povedeme stejné, jako kdyz jsme poditali hodnost zobrazeni v pfedchozim piikladu. Necht
{e1,es,...,e,} je standardni béze linedrniho prostoru R"™. Diky vlastnostem maticového nésobeni je
A - e; rovno i-tému sloupci matice A. Podle definic 4.24 a 5.16 plati:

hod A = dim A(R"™) = dim A((ey, ez, ..., e,)) = dim(A(e;), A(es), ..., A(e,)) = hod AT = hod A.
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Linedrni algebra 10. Matice linedrniho zobrazeni

10.5. Poznamka. Je-li ddna matice A € R™", pak jaddrem linedrniho zobrazeni A - x je linedrni
podprostor vSech feSeni homogenni soustavy A - x = o, tedy jeji nulovy prostor Null A.

10.6. Poznamka. Véta 4.28  def A + hod A = dim Ly* piechazi v ptfipadé zobrazeni typu A - x na
vétu 9.14 ,dim Null A + hod A = pocet neznamych soustavy linedrnich rovnic s matici A“. Defekt je
totiz dimenze kernelu, coz je dimenze nulového prostoru matice A. Hodnost zobrazeni je dle véty 10.4
rovna hodnosti matice. Koneéné dim L; je rovna poctu sloupctt v matici A, tedy poctu neznamych
soustavy.

10.7. Poznamka. V néasledujicim textu na chvili opustime zobrazeni typu A - x, abychom se k nému
pozdéji znovu vratili obohaceni o dalsi poznatky o obecnych lineadrnich zobrazenich. Pak uz budeme
moci dokazat, ze kazdé linedrni zobrazeni linedrnich prostorti koneéné dimenze je (aZ na izomorfismus)
zobrazeni typu A - x, kde A je néjaka matice.

10.8. Poznamka. Necht L; a Ly jsou linearni prostory. Symbolem T ozna¢me mnozinu vSech linedrnich
zobrazeni z L1 do L. V nasledujici definici zavedeme soucet dvou zobrazeni, které jsou prvky mnoziny T,
a a-nasobek takového zobrazeni. Ve vété 10.10 pak dokdzeme, Zze mnozina T s témito operacemi tvori
linearni prostor.

10.9. Definice. Necht A: L1 — Lo, B: Ly — Lo jsou linedrni zobrazeni a a € R. Pak definujeme soucet
linedrnich zobrazeni A + B: Ly — L predpisem (A + B)(x) = A(x) + B(x) pro vSechna x € L;. Déle
definujeme a-nasobek zobrazeni A jako zobrazeni awA: Ly — Lo, které spliuje (aA)(x) = aA(x) pro
vSechna x € L;.

10.10. Véta. Necht L; a Ly jsou linedrni prostory a ozna¢me T' = {A: L1 — Lo}. Pak T s operacemi
podle definice 10.9 je linearni prostor.

Dukaz. Nejprve je potfeba dokéazat, ze soucet linedrnich zobrazeni je linearni zobrazeni a « nasobek
linedrniho zobrazeni je také linearni zobrazeni. Tedy pro né musi platit vlastnosti (1) a (2) z definice 4.8.
Necht Ac T,BeT,ac€ R. Prox € L1,y € L, a~ € R plati:

(1) (A+B)(x+y)=Alz+y)+Bx+y) = (Alz) + Aly)) + (B(z) + Bly)) =
= (A(z) + B(z)) + (A(y) + By )) (A+B)(x) + (A +B)(y),
(2) (A+B)(vz) = A(ye) + B(yz) = vA(x) +1B(x) = v(A(z) + B(z)) = 7(A+ B) (),
tj. A+ B je linearni,
1) (ed)(z +y) = aA(z +y) = a(Alz) + A(y)) = aA(z) + ad(y) = (ad)(z) + (@A)(y),
(2) (aA)(yz) = aA(rz) = a(vA(z)) = (a7)A(z) = 7(aA(z)) = v(ad) (),

tj. aeA je linedrni.

Dale je tieba dokazat, Ze pro operace + a - z definice 10.9 plati axiomy linearity, tedy vlastnosti (1) az
(7) z definice 1.6. Argumentace je zcela stejnd, jako v piikadu 1.15, takZe ji zde nebudeme opakovat.
Rozdil je jen v tom, ze se pfi argumentaci neopirdme o vlastnosti s¢itdni a nasobeni redlnych ¢isel, ale
opirame se o axiomy linearity, které plati v linedrnim prostoru Ls.

10.11. Poznamka. Nésledujici véta ukazuje, Zze pokud zndme hodnoty zobrazeni A: L; — L jen na
bézi linearniho prostoru L, a toto zobrazeni méa byt linearni, pak takové zobrazeni existuje a je hodnotami
na bazi jednoznacné urceno.

10.12. VétaX Necht {by, bs,...,b,} je baze linedrniho prostoru L; a necht jsou dany libovolné vektory
Y1,Y2,-..,Yn z linedrniho prostoru L. Pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni A: L; — Lo, pro
které plati

A(b7) =vy;, Vi€ {1,2,...,TL}. (101)

Dukaz. (1) Existence. Necht @ € L. Protoze {by,bs,...,b,} je baze Ly, existuji soufadnice o; € R
vektoru x takové, ze = a1 by + as by + - -+ + «a,, by,. Hodnotu zobrazeni A v bodé & nyni definujeme
takto:

Alx) = a1y + a2 ys + -+ + @ Y- (10.2)
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Linedrni algebra 10. Matice linedrniho zobrazeni

Zobrazeni, které vektortim pfifazuje jejich soufadnice, je linedrni (viz vétu 4.35). Z toho plyne, Ze zob-
razeni A definované vzorcem (10.2) je linedrni. Peclivéjsi ¢tenéf si to rozepise podrobnéji.

ProtozZe soufadnice vektoru b; vzhledem k bézi (B) jsou vSechny nulové s vyjimkou i-té soufadnice,
ktera je rovna jedné, plati

n
A(b;) = Zo'yj+1'yi:yiv

§=0

J#i
takZe zobrazeni definované vzorcem (10.2) spliiuje pozadovanou vlastnost (10.1).

(2) Jednozna¢nost. Necht jesté B: Ly — Lo je linearni a spliiuje vlastnost (10.1). Pak je linedrni

i zobrazeni (A — B): Ly — Lo, protoZe mnozina linedrnich zobrazeni tvoifi podle véty 10.10 linearni
prostor. Plati (A — B)(b;) = o Vi € {1,2,...,n}, protoze A i B spliuji vlastnost (10.1). Z linearity
zobrazeni A — B plyne, Ze

(A=B)(x)=(A—-B)(a1by + as by + -+ apb,) =
=ay (A—B)(b1) +az(A—DB)(b2) + -+ a, (A—B)(b,) =
=10+ a0+ -+ 0,0 =o0.

Vidime, ze zobrazeni A — B je nulové na celém defini¢nim oboru, takze A = B.

10.13. Poznamka. V dtkazu véty 10.12 jsme uvedli dulezity vzorec (10.2), ktery ukazuje, jak najit
hodnotu linearniho zobrazeni pro libovolny vektor € L;, zndme-li hodnoty tohoto zobrazeni jen na
néjaké bazi linedrniho prostoru L.

10.14. P¥iklad. Piedpokladdejme, ze A: R?® — R* je linearni zobrazeni. Najdeme vzorec pro vypocet
hodnoty zobrazeni A(xy, 22, x3), je-li zndmo:

A(1,1,2) = (1,0,1,0),  A(L,2,2) = (2,0,2,0), A(2,1,5) = (1,2,2,1).

Protoze jsou vektory (1,1,2),(1,2,2),(2,1,5) linedrné nezéavislé a jsou tii, tvoii podle poznadmky 3.29
bézi linedrniho prostoru R3. Zndme hodnoty hledaného zobrazeni na bazi R?, takze podle véty 10.12
muzeme jednoznac¢né uréit hodnoty A i v ostatnich bodech defini¢niho oboru. Budeme postupovat stejné,
jako v dikazu véty 10.12.

Necht (21,79, 3) je libovolny vektor z R3. Najdeme soufadnice tohoto vektoru vzhledem k uspoia-
dané bazi ((1,1,2),(1,2,2),(2,1,5)):

(1,29, 23) = a(1,1,2) + 5 (1,2,2) + v (2,1,5).

To vede na soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych «, 3, y. Eliminujme jeji rozsifenou matici:

112 il 11 2 T 100 8.’51 — X9 — 3.1’3
121 x ~101-1] 29 —x1 ~1010| —-3z1+z9+ 23
225 I3 00 1 T3 — 2$1 001 r3 — 2I1

Plati tedy
(x1,29,23) = (8x1 — @2 — 3x3) - (1,1,2) + (—3x1 + x2 + 23) - (1,2,2) + (3 — 221) - (2,1,5),
A(zy, 2, 3) = A((8x1 — w2 — 33) - (1,1,2) + (=321 + 22 + 3) - (1,2,2) + (w3 — 221) - (2,1,5)) =
= (8x1 — 9 — 3x3) - A(1,1,2) + (=321 + x5 + x3) - A(1,2,2) + (x5 — 221) - A(2,1,5) =
= (821 — x2 — 3x3) - (1,0,1,0) + (=321 + 22 + 73) - (2,0,2,0) + (23 — 221) - (1,2,2,1) =
= (2, —4x1 + 225, —211 + 2 + T3, —221 + T3).

10.15. Véta. Pro kazdé linearni zobrazeni A: R™ — R™ existuje pravé jedna matice A € R™" takova,
7e Alx) = A - x.

Dukaz. Necht je ddno zobrazeni A: R"™ — R™. Oznacme (S,) = (e, ea,...,e,) standardni bazi
v R". Hodnoty A(e;) pro i = {1,2,...,n} zapiSme jako sloupcové vektory vedle sebe do matice, kterou
ozna¢ime A. Tedy A = (A(e1) A(ez) ... A(ey)). Je ziejmé, Ze zobrazent, které vektoru x piifadi vektor
A-z,miprox € {e,es,...,e,} stejné hodnoty, jako dané zobrazeni A. Podle véty 10.12 existuje jediné

linearni zobrazeni s takovou vlastnosti.
Pro¢ je matice A zobrazenim A jednoznac¢né urcéena? Jind matice odpovida zobrazeni, které ma jiné
hodnoty pro « € {ej,es, ..., e,}, takze to je jiné zobrazeni.
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Linedrni algebra 10. Matice linedrniho zobrazeni

10.16. Definice. Necht A: R™ — R™ je linedrni zobrazeni. Matici A, pro kterou je A - x = A(x),
nazyvame matict linearniho zobrazeni A.

10.17. Poznamka. Dukaz véty 10.15 dava névod, jak matici zobrazeni A sestavit. Do sloupcti matice
je tfeba zapsat obrazy vektortu standardni baze.

10.18. Piiklad. V piikladu 10.14 jsme méli zobrazeni A : R? — R* dano hodnotami na bézi a vypocitali
jsme, ze A(xq, 29, x3) = (x2, —4a1+223, —221+22+2x3, —221+x3). Nyni najdeme jeho matici, hodnost,
jadro a defekt.

Matici muzeme hledat dvéma zptsoby. Obrazy bazovych vektori standardni baze museji byt zapsany
postupné do sloupcti matice A. Nebo jinak: koeficienty linedrnich kombinaci jednotlivych slozek obrazu
vektoru (z1, 22, x3) museji byt zapsany do fadkd matice A. VyzkousSejte si oba pFistupy. Takze:

0 1

-4 0

A= -2 1
0

-2

= = N O

Hodnost zobrazeni je rovna hodnosti jeho matice (véta 10.4), jadro zobrazeni je rovno nulovému prostoru
jeho matice a defekt je roven dim R™ — hod A. NizZe jsou uvedeny s tim souvisejici vypocty.

2 0 -1 hod A = hod A = 2
"0 1 0) defA=3—-hodA=1,KerA=NullA =((1,0,2)).

DN DN RO
== N O

1
0
1
0

10.19. Poznamka. V definici 10.16 jsme pfifadili matici kazdému

linedrnimu zobrazeni z R™ do R™. Omezili jsme se tedy na zobra-

zeni, kterd zobrazuji usporadané n-tice na usporadané m-tice. V na- T
Cp

sledujici definici zavedeme matici linedrniho zobrazeni libovolnych
linearnich prostort kone¢né dimenze.

A
10.20. Definice* Necht A: L; — Ls je linedrni zobrazeni a pred-
pokladejme, ze dim L.; = n a dim L = m. Véta 4.38 ndm zarucuje, Co
ze Ly je izomorfni s R™ a Ly je izomorfni s R™. V linedrnim pro-

storu L; zvolme néjakou uspotfddanou bézi (B) a v linedrnim pro-
storu Lo zvolme uspofadanou bazi (C). Ozna¢me Cp: L1 — R" izo- ‘ w

~_ -

morfismus, ktery pritazuje vektoru u € Ly jeho souradnice vzhledem

k usporadané bazi (B). Necht dale Co: Ly — R™ je izomorfismus, T
ktery prirazuje vektoru v € Ly jeho soutadnice vzhledem k uspofa- Az
dané bazi (C). Slozené zobrazeni A’ = Cc o Ao Cp' je zobrazenim
z R™ do R a ma tedy podle véty 10.15 svou matici A € R™".
Tuto matici nazgvame matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) o (C') a znacime ji A = Mp c(A).

10.21. VétaX* Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni, dimL; = n a dim Ly = m. Nechf (B) je
uspofddand baze v Ly a (C) je uspofaddana baze v Lo. Necht A = Mp (A) je matice zobrazeni A
vzhledem k bazim (B) a (C). Nechf w € Ly, v € Ly, A(u) = v. Necht = Cg(u)? jsou soutadnice
vektoru u vzhledem k bazi (B) a y = Co(v)? jsou soufadnice vektoru v vzhledem k bazi (C). Pak
A - x = y. Lapidarné feceno, pro kazdé u € L; plati:

soutradnice souradnice
vektoru vektoru
A u = A(u) (10.3)
vzhledem vzhledem
k (B) k (O)

Obrécené: kazdd matice A € R™"™ kterd spliiuje (10.3) pro vSechny vektory w € Ly, je matici zobrazeni
A vzhledem k bazim (B) a (C).
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Dukaz. Véta je jen v jiné formé zapsané definice 10.20 matice linedrniho zbrazeni vzhledem k bézim (B)
a (C). Zobrazeni A’ z této definice zobrazuje soufadnice vektoru u vzhledem k bazi (B) na soufadnice
vektoru A(u) vzhledem k bazi (C), tedy zobrazi « na y. Matice A zobrazeni A’ podle definice 10.16
spliiuje A - = = y.

Obrécené: staci ukazat, Ze nemohou existovat dvé rizné matice spliiujici (10.3) pro vSechna w € L.
Ozna¢me (B) = (by,bs,...,b,) a dosadime do rovnosti (10.3) postupné u = b,. Soufadnice vektoru b;
vzhledem k béazi (B) je vektor e; = (0,...,0,1,0,...,0)T, kde jednicka je v i-té slozce. Maticové nasobeni
A - e; je rovno i-tému sloupci matice A. Takze matice A musi v i-tém sloupci obsahovat souradnice
vektoru A(b;) vzhledem k bazi (C). Takovd matice je jenom jedind a je zfejmé matici zobrazeni A
vzhledem k bazim (B) a (C).

10.22. Véta* Necht A: L1 — Ly je linedrni zobrazeni. Necht (B) = (b1, ba,...,b,) je usporddand
baze v Ly a (C) = (¢1,¢a,...,¢n) je usporddand baze v Lo. Matice A je matici zobrazeni A vzhledem
k bazim (B) a (C) pravé tehdy, kdyz obsahuje v i-tém sloupci souradnice vektoru A(b;) vzhledem
k bazi (C) pro vSechna i € {1,2,...,n}.

Dukaz. Viz druhou ¢ast dukazu predchozi véty.

10.23. VétaX* Necht A: L1 — Ly je linedrni zobrazeni. Necht (B) = (by,bs,...,b,) je usporddand

baze v L1 a (C) = (e1, ¢, ..., ¢n) je usporadand baze v Ly. Matice A je matici zobrazeni A vzhledem
k bazim (B) a (C) pravé tehdy, kdyz splituje maticovou rovnost
(A(by) A(bz) ... Abn)) =(c1 c2 ... cn)-A. (10.4)

Uvedenou rovnost ¢teme takto: jednofadkova matice s obrazy bézovych vektortt A(b;) je rovna souinu
jednoradkové matice s bazovymi vektory ¢; a matice A € R™".

Dukaz. Matice A splituje rovnost (10.4) pravé tehdy, kdyz i-ty sloupec matice A obsahuje souradnice
vektoru A(b;) vzhledem k bazi (C). Stadi si rozepsat maticové ndsobeni na pravé strané rovnosti (10.4)
po sloupcich matice A. Dale pouzijeme vétu 10.22.

10.24. Poznamka. Matici zobrazeni jsme definovali jednak v definici 10.16 a také v definici 10.20. Je
zfejmé, ze matice zobrazeni bez uvedeni bézi (podle definice 10.16) je z pohledu definice 10.20 matici
zobrazeni vzhledem ke standardnim béazim (S,) v R™ a (S,,) v R™. Je to z toho dtvodu, Ze slozky
vektoru z R™ jsou podle véty 3.40 rovny soufadnicim vektoru vzhledem ke standardni bazi.
Domluvime se na tom, ze pokud budeme pracovat s linearnimi zobrazenimi R™ — R™ a pouze se
standardnimi bazemi v R™ a R™, pak nemusime v pfipadé matice zobrazeni explicitné mluvit o bazich
(jako v definici 10.16). V ostatnich pfipadech budeme béze v souvislosti s matici zobrazeni vzdy uvadét.

10.25. Priklad. Necht L; je linedrni prostor vSech polynomu nejvyse tretiho stupné a Lo je linedrni
prostor vSech polynomi nejvyse druhého stupné. Uvazujme zobrazeni A: Ly — Lo, které derivuje poly-
nomy, tedy A(p) = p’. Toto zobrazeni je ziejmé linedrni. V linedrnim prostoru L; zvolme uspofddanou
bazi (B) = (1,x,2%,2%) a v linedrnim prostoru Ly zvolme uspotadanou bézi (C) = (1, z,2?). Najdeme
matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C).

Obrazy bazovych vektort jsou: A(1) = 0, A(z) = 1, A(x?) = 2z, A(x3) = 322. Soufadnice téchto ob-
razil vzhledem k bazi (C) jsou: Co(0) = (0,0,0), Co(1) = (1,0,0), Co(2x) = (0,2,0), Co(322) = (0,0, 3).
Abychom ziskali matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C), je potieba podle véty 10.22 uvedené
souradnice zapsat do sloupct:

01 00
00 2 0
00 0 3

A =

Zkusme nyni derivovat polynomy pomoci maticového nasobeni. Polynom az? + bz + cx 4+ d mé v uspofa-
dané béazi (B) soufadnice (d, ¢, b, a). Soufadnice jeho obrazu (tj. v tomto piikladé jeho derivace) vzhledem
k usporfddané bazi (C) najdeme podle véty 10.21 maticovym nasobenim:

0100 d ¢
00 2 0 Z=2b
000 3 . 3a

tedy zderivovany polynom je 3az? 4 2bx + c.
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10.26. Piiklad. Najdeme matici zobrazeni A: R?® — R* z piikladu 10.14 vzhledem k uspofadanym
bézim (B) a (S4), kde (B) = ((1,1,2),(1,2,2),(2,1,5)) a (S4) je standardni béze v R*.

Protoze soufadnice vektorii z R* vzhledem ke standardni bazi S, jsou pfimo rovny slozkam téchto
vektoril (viz vétu 3.40), stacl napsat slozky obrazt vektorii z (B) do sloupcti matice. Tyto obrazy jsou
pfimo v zadani prikladu:

1 2 1
0 0 2
MB,S4(~A) = 1 2 2
0 0 1

Povs§imneme si, Ze k sestaveni této matice jsme nepotiebovali znat vzorec pro A(z1, 2, x3), stacilo sepsat
do sloupct matice tdaje, které byly obsahem zadani prikladu. Na druhé strané k sestaveni matice Mg, s,
(viz priklad 10.18) jsme vzorec pro A(x1, x2, 23) potiebovali znat.

10.27. Poznamka. V mnoha piikladech na linedrni zobrazeni se setkdvame se zobrazenim do stejného
linearniho prostoru. Bude tedy uzite¢né uvést nasledujici definici.

10.28. Definice. Linedrni zobrazeni A: L — L (tj. z linedrniho prostoru do tého# linedrniho pro-
storu) se nazyva linedrni transformace. Necht A: L — L je linearni transformace, dim L = n. Matici
Mp p(A) € R™™ nazyvame matici transformace vzhledem k usporadané bazi (B). Usetfime si tedy kok-
tani: misto abychom mluvili o matici linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim (B) a (B), fikdme stru¢néji
matice transformace vzhledem k bazi (B).

10.29. Piiklad. V linedrnim prostoru Up orientovanych tsecek se spoleénym pocétkem O (viz pii-
klad 1.14) jsou dany t¥i linedrné nezavislé vektory by, by, bs. Uvazujme transformaci A: Up — Up, kterd
kazdé orientované tisecce prifadi jeji stin na roviné prochazejici vektory bo, bz, piitom svételné paprsky
jsou rovnobézné s vektorem by. Takova transformace se nazyva projekce.

Ziejmé je (B) = (by, be, bg) usporddand béze linedrniho prostoru Up. Najdeme matici Mp g(A)
transformace A vzhledem k usporddané bazi (B).

Plati A(by) = o, A(bz) = ba, A(bs) = bs. Soufadnice téchto obrazi vzhledem k bazi (B) po fadé
jsou (0,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Tyto soufadnice zapiSseme do sloupct hledané matice:

0 0O 0 0O T 0
A=10 10 Protoze plati: 01 0 yl=1v1,
0 0 1 0 0 1 z z

mé vektor u € Up se soutadnicemi (z,y, z) sviij stin, ktery ma soufadnice (0, y, 2).

10.30. Priklad. V linedrnim prostoru Up orientovanych tiseéek s poc¢atkem v bodé O (viz piiklad 1.14)
zvolme podprostor P dimenze 2 (vektory lezici ve spoleéné roving). V tomto prostoru P zvolme bézi
(B) = (by,by) tak, ze vektory baze jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou velikost (jako na obrazku
nize). Transformaci, kterd oto¢i kazdy vzor o pevné zvoleny thel o ozna¢ime R, : P — P a budeme ji
fikat rotace. Najdeme matici Mp g(R,) této transformace vzhledem k bézi (B).
Na obrazku jsou kromé béaze (B) = (b1, bs) vyznaceny téz

obrazy baze R, (b1) = b} a Ra(by) = bl, které jsou otoceny bo

vzhledem ke svym vzortim o thel a. Z vlastnosti funkci kosinus by
a sinus plyne, Ze

COos &

b} = (cosa) by + (sin ) by,
sin o

Z tohoto vztahu okamzité vidime soufadnice obrazu b} vzhledem
k bazi (B). V souladu s vétou 10.22 zapiSeme tyto soufadnice
do prvniho sloupce sestavované matice. Dale ze vztahu

b
by, = (—sina) by + (cos ) bs —sina ) cosa

odhalime soufadnice obrazu bf vzhledem k bézi (B) a zapiSeme je do druhého sloupce hledané matice.
Dostavame

Mp B(Ra) = (

cosa —sina
sin «v COS «
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Necht vektor © € P mé soufadnice (z,y) vzhledem k bazi (B). Vypocitdme soufadnice vektoru, ktery
vznikne otocenim vektoru w o uhlel a. Pouzijeme vétu 10.21.

cosa —sina ) fx) [xcosa—ysinw
sin «v cos y) \zsina+ycosa )’
Souiadnice otofeného vektoru vzhledem k bazi (B) tedy jsou (2’,3’), kde

2’ = xcosa — ysina,

y = rsina 4 ycosa.

10.31. VétaX* Necht A: L1 — Lo je linedrni zobrazeni prostorti konecné dimenze, necht A je jeho matice
vzhledem k néjaké bazi (B) v Ly a bazi (C') v Ly. Pak hod A = hod A.

Dutikaz. Symboly A’, Cp a Cc v tomto ditkazu znamenaji totéZ co v definici 10.20. Diky vété 10.4 staci
ukézat, Ze hod A = hod A’, kde A’ = cCvocgl, neboli A4 = Cal oA"oCp. Necht (B) = (by,bs,...,b,)
jebéze v Ly a(S,) = (e1,ea,...,e,) jestandardni bdze v R™. Plati e; = C(b;). Nyni spoéitejme hod A:

hod A = dim A(L;) = dim A((by, ba, ..., b,)) = dim(A(by), A(b2), ..., A(b,)) =
=dim(C;' o A 0 Cp(b1), C5' o A 0Cp(ba), ..., Ccto A oCp(by)) =
=dim ;' ((A'(e1), A'(e2), ..., A'(en))) = dim(A'(e1), A'(e2), ..., A'(€n)) =
=dimA'((e1, e2,...,e,)) = dim A'(R") = hod A’

Rovnost oznacené hvézdickou plati kvili tomu, ze C ! je isomorfismus, takze zachovava dimenzi line4r-
nich podprostorti.

10.32. Véta. Linearni transformace prostoru konecné dimenze je prosta pravé tehdy, kdyz ma regularni
matici.

Dukaz. Linearni transformace A: L — L je prosta pravé kdyz ma nulovy defekt (viz vétu 4.30). To plati
pravé tehdy, kdyz hod A = hod A = dim L = n (viz véty 4.28 a 10.31). Matice A € R™" transformace .4
je regularni pravé tehdy, kdyz hod A = n (viz vétu 6.36).

10.33. Priklad. Uréime hodnost a defekt linedrniho zobrazeni A z piikladu 10.25.

Hodnost zobrazeni A je rovna podle véty 10.31 hodnosti jeho matice. Tu jsme sestavili v pri-
kladu 10.25. Matice zobrazeni ma hodnost 3, tedy i hod A = 3. Defekt zobrazeni A spocitame podle
vzorce def A + hod A = dim Ly = 4, takZze def A = 1.

10.34. Priklad. Uréime hodnost a defekt linearniho zobrazeni A z piikladu 10.29.

Hodnost zobrazeni A je rovna podle véty 10.31 hodnosti jeho matice. Tu jsme sestavili v pri-
kladu 10.29. Matice zobrazeni ma hodnost 2, tedy i hod A = 2. Defekt zobrazeni A spocitame podle
vzorce def A +hod A = dim L, = 3, takze def A = 1.

Toto zobrazeni tedy pfevede 3D vzor (dimL; = 3) na 2D obraz (hod A = 2), tedy pfi tomto
zobrazeni ztrdcime informace z jedné dimenze (def A = 1). To vysvétluje, pro¢ se tomuto zobrazeni ¥{k4
projekce. S timto slovem se jisté ¢tenar setkal v souvislosti s promitanim filma.

10.35. Priklad. Protoze matice z prikladi 10.18 a 10.26 jsou maticemi stejného linearniho zobrazeni
(jen vzhledem k rtizné bazi v L;), maji hodnost rovnu hodnosti tohoto zobrazeni. Tim je zarueno, Ze
tyto matice maji stejnou hodnost. Z vysledku piikadu 10.18 vime, ze tyto matice maji hodnost 3.

10.36. Priklad. Matice rotace z piikladu 10.30 je regulérni, protoze det M p 5(Ra) = cos? a+sin®a = 1.
Podle véty 10.32 je tedy rotace prosta transformace.
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10.37. Pfiklad. Budeme pracovat se stejnym linedrnim podprostorem P orientovanych tsecek jako
v piikladu 10.30 a zvolime stejnou uspofaddanou bazi (B). Zvolme déle ¢isla a € R, b € R. Popiseme
transformaci S, : P — P, kterd mé matici

A= (g 2) (10.5)

vzhledem k bézi (B). Po pouziti véty 10.21 vidime, Ze vektor u € P se soufadnicemi (z,y) se zobrazi na
vektor se soufadnicemi (ax, by). Co to geometricky znamend pro rizné parametry a, b?

Pfia =1ab=1zobrazeni S ponechava vektor u beze zmény. Takové transformaci fikame identita.

V pripadé @ = —1 a b = 1 zobrazeni S transformuje vektor u na jeho osové soumérny protéjsek
podle osy, ktera prochéazi vektorem by. V pripadé a = 1 a b = —1 zobrazeni S transformuje vektor u na
jeho osové soumeérny protéjsek podle osy, ktera prochazi vektorem b,. Takové transformace se nazyvaji
0s0vd soumérnost.

V pripadé a = —1 a b = —1 zobrazeni S zobrazi vektor u na vektor —u a této transformaci fikdme
stfedova soumérnost (podle pocatku O).

V prfipadé a = 0 a b =1 je zobrazeni S projekci na primku, kterd prochazi vektorem b,. V pfipadé
a=1ab=0 jeS projekci na pfimku, kterad prochazi vektorem b;. V téchto pfipadech se 2D vzor ,pro-
mitd“ na 1D obraz, takze zde mame v mnoziné vzort i obrazi o jednu dimenzi méné nez v prikladu 10.29.
JehodS =1adefS=1.

V pripadé a > 0 a b = 1 je obraz a-krat deformovan ve sméru vektoru b;. V pfipadé a =1 a b > 0
je obraz b-krat deformovan ve sméru vektoru by. V pfipadé a > 0 a b > 0 je obraz deformovan v obou
smérech. Takové transformaci fikame zmena meritka. PFi a = b této transformaci fikame stejnolehlost.

Obecny pripad a € R a b € R odpovida transformaci zmény métitka pripadné slozenou s osovou
nebo stfedovou soumérnosti. P¥i a = 0 nebo b = 0 je S projekce. Pfia =01 b =0 je S zobrazeni, které
kazdému vektoru ptitadi nulovy vektor. Defekt tohoto zobrazeni je 2 a hodnost nula.

Zobrazeni S,,: P — P s matici (10.5) budeme nadale fikat zména méritka. Pod timto pojmem
budeme zahrnovat i vSechny specidlni pfipady zde vyjmenované.

10.38. Véta* Necht L; a L jsou linedrni prostory, dim L; = n, dim Ly = m. Linearni prostor vsech
linearnich zobrazeni z Ly do Lo je izomorfni s linearnim prostorem matic R"™.

Dukaz (pro hloubavé ¢tendfe). Ozna¢me T linedrni prostor vSech linedrnich zobrazeni z L; do L.
Zvolme néjakou uspofadanou bazi v Ly a oznacme ji (B). Také ozna¢me (C') usporadanou bazi v Ls.
(viz téz obrazek u definice 10.20). UkaZeme, Ze zobrazeni Mp ¢ : T'— R™", které pfifazuje zobrazenim
z T jejich matice vzhledem k bazim (B) a (C'), je izomorfismus.

Obrazy zobrazeni Mg ¢ jednoznacné existuji pro vSechna A € T', protoze kazdému A je jednoznacné
piitazeno A’ = Cc o Ao Cph' a kazdému takovému A': R — R™ je jednozna¢né pfifazena matice A
diky véte 10.15.

Zobrazeni Mp ¢ je prosté a ,na“ R™". To plyne z rovnosti (10.4), ve které vidime, Ze matice
A udévé hodnoty zobrazeni A na bazi (B). Podle véty 10.12 existuje jediné linedrni zobrazeni s takto
ur¢enymi hodnotami na bazi.

Ze je Mp ¢ linearni plyne z toho, ze Mp (A) obsahuje ve sloupcich soufadnice obrazii baze (B)
vzhledem k (C'). TakZe matice zobrazeni A + B je nutné sou¢tem matic zobrazeni A a B (obrazy baze se
s¢itaji, jejich soufadnice rovnéz). Podobné tvrzeni plati pro c-nésobek.

Zobrazeni Mp c: T — R™" je tedy prosté, na R"" a linearni. Je to tedy izomorfismus.

10.39. Poznamka. V dikazu ptedchozi véty jsme ukézali, Ze pfechod od linedrniho zobrazeni k jeho

matici je izomorfismus. To je divod, pro¢ ¢asto matematik napise matici a mysli pfitom na linearni
zobrazeni nebo naopak, pracuje s linearnim zobrazenim a hleda k nému matici.
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10.40. VétaX* Necht L1, Lo, L3 jsou linearni prostory ko- Matice
ne¢né dimenze, A: Ly — Lo, B: Ly — L3 jsou linearni zob- Bo -’4 slozeného

razeni. Necht déle (B) je usporddana baze Ly, (C') je uspora- zobrazent
dand béaze Lo a (D) je usporddand baze Ls. Predpokladejme
jesté, ze Mp c(A) = A je matice zobrazeni A vzhledem
razeni B vzhledem k bazim (C) a (D). Pak B - A je matice
R"

k bazim (B) a (C') a koneéné M¢ p(B) = B je matice zob-
slozeného zobrazeni B o A vzhledem k bazim (B) a (D).

Duikaz. Pouzijeme dvakrat za sebou vétu 10.21. Pro kazdy
vektor w € L, plati:

soufadnice soufadnice soutfadnice
vektoru vektoru vektoru
B-A- u =B A(u) = | B(A(uw))
vzhledem vzhledem vzhledem (B A)-z
k (B) k () k (D)

Rm R?

Plati B(A(u)) = (B o A)(u). Konetné z véty 10.21 plyne, ze B - A musi byt matici zobrazeni B o A
vzhledem k bazim (B) a (D).

10.41. Poznamka. Vétu 10.40 miZzeme struéné zapsat takto:
Mpp(BoA)=Mcp(B) Mpc(A) (10.6)

10.42. Véta. Nechf L je linedrni prostor koneéné dimenze a (B) je jeho usporadand baze. Necht A: L —
L je prosté linedrni tranformace. Pak A je izomorfismus, tj. existuje inverzni transformace A1 a plati

MB7B(.A71) = (M&B(A))il.

Duikaz. Protoze A je prostd, je def A = 0. Podle véty 4.28 je def A +hod A =0+ hod A = dim L. Je
hod A = n a véta 3.23 ndm zarudi, ze A(L) = L. Takze transformace A je nejen prosta, ale i ,na“ L,
tedy je to izomorfismus. Symbolem 7 ozna¢me identické zobrazeni na L. Pro A~! plati 7 = A~ o A.
Podle véty 10.40 tedy je

MB,B(.Ail) . MB7B(.A) = MB7B(I) =E
Matice identity je jednotkova matice E. Matice Mp p(A) je podle véty 10.32 regularni, takze mizeme

matici (M B, B(A))f1 vynasobit uvedenou rovnost zprava. Tim dostavame dokazovany vztah.

10.43. Pfiklad. Budeme pracovat v linedrnim prostoru P s usporadanou bazi (B) jako v pfikladu 10.30.
Linedrni transformace A: P — P oto¢i vzor o stanoveny thel o a nasledné jej promitne na primku
prochazejici vektorem by. Najdeme matici této transformace.

Plati A = Sp.1 0 Rq, kde Sp,1: P — P je projekce a Ry : P — P je rotace o thel a. Matice téchto
transformaci vzhledem k bézi (B) jsou:

Mg (Ra) = (cpsa —sina) , Mp 5(So1) = (8 (1)> .

sin o« COS &

Podle véty 10.40 je matice slozeného zobrazeni A rovna

s« COSs « sSma  CoS«

Ma-li vektor u soufadnice (z,y) vzhledem k (B), pak A(u) ma vzhledem k (B) soufadnice (2/,y'):

(7) = (e ama) () = (e comars)

Povsimneme si, ze kdybychom zobrazeni slozili v opacném poradi, tj. Ry 0Sp 1, dostaneme jiny vysledek.
Stejné tak soucin matic téchto zobrazeni v opacném poradi dava jiny vysledek.
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10.44. P¥iklad. Budeme stile pracovat v linedrnim prostoru P s uspofadanou béazi (B) jako v pii-
kladu 10.30. Nakreslime v ném pifimku p prochézejici pocatkem, ktera svirda s vektorem b, thel a.
Najdeme matici osové soumérnosti podle primky p.

Osovou soumeérnost podle p vytvorime slozenim tii zobrazeni: nejprve oto¢ime primku p o thel —a.
Jeji obraz tedy prochazi vektorem b;. Dale provedeme osovou soumeérnost podle primky prochazejici
vektorem b; a nakonec otoc¢ime obraz primky na své misto otocenim o tthel a. Matice jednotlivych
transformaci vzhledem k bézi (B) jsou

Mp.5(R_0) = ( CoS (v sina) . Mpp(Si1) = <1 0 ) . Mp.p(Ra) = (cosa —sina) .

—sina  cosa 0 —1 sin o CcoS (v

Hledana matice osové soumeérnosti podle primky p je souc¢inem téchto matic ve spravném poradi:
. . 2 -2 .
cosa  —sina 1 0 cosa  sina cos”“ a — sin” « 2 cos asin
MB7B(A) == . . . . == . 2 .2
sin o cos 0 -1 —sina  cosa 2 cos asin « —cos” a + sin” a
Podle vzorecki o dvojnasobném tthlu mizeme vyslednou matici prepsat do tvaru:

MB,B(A) _ (cosQa sin 2 >

sin2a  — cos 2«

Ma-li vektor u € P soufadnice (x,y) vzhledem k bazi (B), pak jeho osové soumérny obraz podle pfimky p
mé vzhledem k bézi (B) soutadnice (2/,y’):

'\ [ cos2a sin2a\ (x| _ ((cos2a)z + (sin2a)y

y )] \sin2a —cos2«a y )  \ (sin2a)z — (cos2a)y
10.45. Definice* Necht (B) = (b, ba,...,b,) a (C) = (c1, ¢, ..., ¢,) jsou dvé usporddané baze linear-
niho prostoru L. Podle véty 10.12 existuje jedind linedrni transformace A: L — L takovd, ze A(b;) = ¢;

pro vSechna i € {1,2,...,n}. Matici Mp p(A) transformace A vzhledem k bazi (B) nazyvame matici
prechodu od baze (B) k bazi (C') a znacime ji Pp_,¢.

10.46. VétaX* Necht (B) = (by,ba,...,b,) a (C) = (¢1,¢2,. .., ¢,) jsou dvé usporadané baze linedrniho
prostoru L. Matice pfechodu Pp_.c ma nasledujici vlastnosti:

(1) Pp_c ma v i-tém sloupci souradnice vektoru ¢; vzhledem k béazi (B) pro vSechna i € {1,2,...,n},
(2) plati maticova rovnost (¢; ¢z ... ¢,) = (b1 bs ... b,)-Pp_c,

(3) Pp.c = Mc.B(Z), tj. Pp_c je matici identity vzhledem k bazim (C) a (B),

(4) pro kazdy vektor uw € L plati Pp_.¢ - Co(u)? = Cp(u)T, neboli

souradnice souradnice
vektoru vektoru
Pp_c- u = u
vzhledem vzhledem
k (C) k (B)

Dukaz. (1) Podle véty 10.22 obsahuje matice P, ve sloupcich soufadnice obrazi A(b;) = ¢; vzhledem
k bézi (B), kde A: L — L je linedrni transformace z definice 10.45.

(2) Rozepsanim soucinu (¢; ¢2 ... ¢,) = (b1 by ... b,) - Pp_c po sloupcich matice Pp_.¢
shledavame, Ze je tento soucin ekvivalentni s (1).

(3) Vzorec (2) lze psét jako (Z(c1) Z(c2) ... Z(cn)) = (b1 bz ... b,) - Pp_.c a divat se na néj
thlem pohledu vzorce (10.4), kde A = Z, a kde jsou prohozeny béze (B) a (C).

(4) plyne z (3) a z véty 10.21.

10.47. Poznamka. PovSimneme si opa¢ného poradi béazi ve vlastnostech (3) a (4) v predchozi vété.
Vlastnost (4) iikd, ze matice pfechodu od baze (B) k bazi (C) umozni poéitat soufadnice vektoru
vzhledem k bazi (B), pokud jeho soufadnice zndme vzhledem k bézi (C). Je zde tedy opa¢ny smér
toku informace, nez by vyplyvalo z ndzvu matice. Nazev matice je odvozen z vlastnosti (2), tj. matice
transformuje pomoci maticového nésobeni bézi (B) na bézi (C).
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Linedrni algebra 10. Matice linedrniho zobrazeni

10.48. Poznamka. Vsechny vlastnosti ve vété 10.46 jednoznacéné urcuji matici prechodu Pg_... Jinymi
slovy kazda z nich by se dala pouzit jako definice pojmu matice prechodu. Je to tim, ze kazda podminka
vymezuje matici Pp_,¢c jednoznacné a ve vété 10.46 jsme dokazali, ze tato jedind matice je matici
prechodu od baze (B) k bézi (C).

10.49. VétaX* Matice prechodu je regularni a plati
(1) Pop = (Pp_c) ™,

Dukaz. Pp_.¢ je ¢tvercovd matice, protoZe to je matice transformace. Protoze obsahuje podle (1)
véty 10.46 ve sloupcich souradnice bazovych vektori, jsou tyto sloupce linedrné nezavislé. Matice je tedy
podle véty 6.36 regularni.

(1) Vztah vyplyne napiiklad vynasobenim rovnosti (2) ve vété 10.46 matici (Pp_c)~! zprava.

(2) Uzitim vzorce (10.6) a vlastnosti (3) véty 10.46 dostédvame:

Pp_.c-Poc.p=Mcgp(Z) Mpc(Z)=Mpp(Z)=Ps_.p.

10.50. Algoritmus* Odvodime algoritmus na efektivni sestaveni matice pfechodu vzhledem k libovol-
nym bazim. Pravda, vlastnost (1) véty 10.46 ddva ndvod, jak matici pfechodu sestavit. OvSem nékdy se
stava, ze se soufadnice vzhledem k bazi (B) obtizné hledaji.

Najdeme v linedrnim prostoru L néjakou béazi, vzhledem ke které se souradnice dobfe hledaji a
ozna¢ime ji (S). Baze (S) mize byt standardni bdze v R", baze (1,z,2% 2%) v linedrnim prostoru
polynomu nejvyse tretiho stupné, baze orientovanych tsecek jednotkové velikosti a na sebe kolmych
v linearnim prostoru Up atd.

Necht jsou dany baze (B) a (C) v linedrnim prostoru L. Pro vypocet matice pfechodu od béaze (B)
k bézi (C') pouzijeme vzorce z predchozi véty:

Ps.c =Pp_s -Ps_c=(Ps—5) ' Ps_c.

Pritom matice na pravé strané rovnosti sestavime snadno: do sloupcii matice Pg_, p napiseme soutadnice
vektortt baze (B) vzhledem k (S) a do sloupctt matice Pg_. napiSeme soufadnice vektori baze (C)
vzhledem k (5).

Abychom si jesté uSetfili praci s vypoc¢tem inverzni matice a naslednym maticovym nasobenim,
pouzijeme vétu 9.45, ktera ifka (A |B) ~ (E| A~1B), neboli

(PS—»B | PS—)C) ~ (E | PgLB ' PS_,0) = (E | PB—»C)-

Tim dostavame nasledujici algoritmus:

ZapiSme do sloupcti matice soufadnice baze (B) vzhledem k bazi (S) a vedle svislé ¢ary jesté soufa-
nice baze (C') vzhledem k bézi (.5). Po elmininaci, kterd prevede levy blok matice na jednotkovou matici,
dostéavame v pravém bloku P p_, ¢, neboli matici piechodu od (B) k (C).

10.51. Priklad. V linedrnim prostoru polynomu nejvyse tfetiho stupné jsou dany t¥i usporadané baze:

(B) = (z+Laz—1,(x+1) (z+1)%),
(C)=(Lz+1,2°+2,2° +3),
(S) - ( 37$2ax71)
Najdeme matici pfechodu od (B) k (C). Je zfejmé, Ze soufadnice polynomu se ndm dobfe pocitaji

vzhledem k bézi (S), takZze zapiSeme-li do sloupcii soufadnice vektori z béaze (B) vzhledem k (.5),
dostavame okamzité Pg_. 5. Podobné postupujeme u matice Pg_.o:

0 0 0 1 00 0 1
0 0 1 3 0010
Psep=11 1 9 3| Ps—c=10 10 0
1 -1 1 1 11 2 3
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Pomoci algoritmu 10.50 najdeme Pp_.¢.

0 0010001 1000 1/2 1 —1/2 4
o o013[0010 0100]|-1/20 —3/2-1]|
(Ps—plPs—c)=11 123l0100| 0010 0 0o 1 3|~ EIPsc)
1-111|1123 0001 0 0 0 1

Baze (S), (B) a (C) vymezuji v tomto piikladé t¥i soufadnicové systémy stejného linedrniho prostoru.
Vezmene nyni jeden vektor (polynom) p dany vzorcem p(z) = 223+ —3z. ZapiSeme postupné souradnice
tohoto polynomu ve vSech tiech soufadnicovych sytémech.

Soufadnice polynomu p vzhledem k (5) odhalime snadno: Cs(p) = (2,1, —3,0). Zkusime nyni najit
jeho soufadnice vzhledem k béazi (C). Podle vzorce (4) véty 10.46 k tomu potiebujeme matici Po_.g.
Tu ziskdme jako inverzi k matici Pg_.¢:

-1

00 0 1 3 -2 -1 1
_ 0010 0 0 0 1
Pos=(Ps—c)' = 0100 “1l o o 10
112 3 1 0 00

Od soufadnic polynomu p vzhledem k bazi (S) k soufadnicim vzhledem k béazi (C) pfejdeme pomoci
maticového nasobeni matici Po_. g:

-3 -2 -1 1 2 )

0 0 0 1 1 -3

Cc(p)" =Pcs Cs(p)" = o o 10l 131711
1 0 0 0 0 2

Od soufadnic polynomu p vzhledem k bazi (C') k soufadnicim vzhledem k béazi (B) pfejdeme pomoci
maticového nasobeni matici Pp_.o. Tu jsme spocitali pomoci algoritmu 10.50.

12 1 —1/2 4 -5 2

o . r_[-12 0 -3/2 1| (-3 _[-1
Co(p)” =Ppc-Ccl)” =| (" ¢ 1 _3 1|7 -5
0 0o 0 1 2 P

Od soutradnic polynomu p vzhledem k bézi (B) k soufadnicim vzhledem k bazi (S) pfejdeme pomoci
maticového nasobeni matici Pg_, g:

0 0 0 1 2 2

T . r [0 0 1 3 -1 |1
CS(p) —PS—>B CB(p) - 1 1 2 3 -5 — =3
1 -1 1 1 2 0

a dostavame soufadnice, které jsme méli na zac¢atku. Slo pouze o to procvicit si zmény soufadnicového
systému za pouziti maticového nasobeni. Vysledek mtzeme srovnat s piikladem 3.36, ve kterém jsme
pocitali totéz, ale soutadnice jsme hledali jako Teseni soustavy linedrnich rovnic.

10.52. Piiklad. V linedrnim prostoru R? jsou dany dvé usporddané béze:
(B) = ((1,1,1),(2,1,3),(1,0,4)),  (C) = ((3,2,1),(2,1,4), (4,3,2)).

Navrhneme algoritmus, ktery prevadi soutadnice vektoru w € R3 vzhledem k bazi (B) na jeho soutad-
nice vzhledem k bazi (C). Dané soutranice vzhledem k bézi (B) ozna¢ime (z,y, z). Hlednané souradnice
vzhledem k bazi (C') oznadime (z’,y,2’). Pro pfechod ze soufadnic vektoru vzhledem k bazi (B) k
soufadnicim vzhledem k bazi (C) potifebujeme matici pfechodu Po_. 5. Tu vypoéitdme pomoci algo-
ritmu 10.50. Do vychozi matice zapisujeme do sloupct soufadnice baze (C') vzhledem ke standardni
bézi a nasledné souradnice béze (B) vzhledem ke standardni bézi. Tyto soufadnice jsou pfimo slozky
jednotlivych vektori.

3 2 4 1 2 1 1 0 0 -1 1/2 1/2
(Ps—c|Ps—wp)={(2 1 3 11 0)]~f{0 10 0 3/4 5/4|=E|Pc_p)
1 4 2 1 3 4 0 0 1 1 -1/4 -3/4
Soufadnice vzhledem k bazi (C') ziskdme maticovym nasobenim
a’ x -1 1/2 1/2 x —r+iy+3iz
y | =Pcop-|y|=|0 34 54| (y|=| 3y+3z |,
Z' z 1 -1/4 -3/4 z T—3y— 32
takze 2’ = —z+ 2y + 1z, v =3y+ 5z, =2 — 1y 32
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10.53. VétaX* Necht A: Ly — Lo je linedrni zobrazeni linedrnich prostort kone¢né dimenze. Necht (B)
a (B’) jsou dvé baze v Ly a dale nécht (C) a (C') jsou dvé baze v Ly. Pak plati:

(1) Mp,c(A)-Pp_p = Mp c(A),

(2) Pormc - Mp,c(A) = Mp,cr(A),

(3) Perc - Mp,c(A) - Ppp = Mp o (A).

Dutikaz. Necht 77 : Ly — L je identita na Ly a Zo: Ly — Lo je identita na Lo. Plati Zoo A = A = AoZ;.
V dukazu pouzijeme vzorec (10.6) a vlastnost (3) véty 10.46 pro matici pFechodu.

(1) Mp,c(A) - Ppp = Mpc(A)  Mp 5(T1) = Mp ,c(AoTi) = Mp c(A),

(2) Pero - Mpc(A) = Moo (Za) - Mp.c(A) = Mp o (Ty 0 A) = Mp o (A),

(3) dokadzeme postupnym pouzitim (1) a (2).

10.54. Algoritmus. Podobné, jako v pfipadé algoritmu 10.50, odvodime algoritmus na nalezeni matice
zobrazeni A: L1 — Lo vzhledem k libovolnym bazim. Zvolime si béazi (S) linedrniho prostoru Lo,
vzhledem ke které se soufadnice dobfe hledaji. Ukolem bude najit matici zobrazeni A vzhledem k bézim
(B) a (C).

Pro matici Mp c(A) pouzijeme vzorec (2) véty 10.53:

Mpc(A) =Pcos Mps(A) = (Ps_c) ' - Mps(A).

Matice na pravé strané této rovnice zapieme snadno: Matice M g g(A) obsahuje ve sloupcich soufadnice
obrazti A(b;) vzhledem k (5) a matice Pg_,c mé ve sloupcich soufadnice ¢; vzhledem k (5).

Abychom si jesté uSetfili praci s vypoc¢tem inverzni matice a naslednym maticovym nasobenim,
pouzijeme vétu 9.45, ktera itk (A |B) ~ (E| A71B), neboli

(Ps—c|Mps(A) ~ (E] Pl Mp,s(A) = (E|Mp,c(A)).
Dostavame nasledujici algoritmus:
Do sloupcti napiSeme pod sebe souradnice vektort ¢; vzhledem k (.5), vpravo od nich vedle svislé ¢ary

napiSeme do sloupcti soufadnice vektortt A(b;) vzhledem k (S). Pak matici eliminujeme tak, abychom
v levé ¢asti dostali E. V pravé ¢asti pak méme matici zobrazeni A vzhledem k bézim (B) a (C).

10.55. Priklad. Je dano linearni zobrazeni A: Ly — Lo, které derivuje polynomy, stejné jako v pri-
kladu 10.25. Déale jsou dany baze:

(B) = (1,x +1,2° +2,2% + 3) v prostoru L, (C) = (2> + 3,0 — 2,2 —x) v prostoru Ly.

Najdeme Mp ¢(A), tedy matici zobrazeni A vzhledem k bézim (B) a (C'). Pouzijeme k tomu algorit-
mus 10.54. Protoze A derivuje polynomy, plati:

A1) =0, A@x+1)=1, A@@*+2) =2z, A(2®+3)=3z%

Souiadnice téchto obrazii vzhledem k bézi (S) = (z2,z, 1) zapiSeme do sloupcti matice a tim dostavame
matici Mp g(A). Matici Pg_,¢ sestavime tak, Ze do sloupci zapiSeme soufadnice baze (C') vzhledem
k bazi (9).

1 0 10003 100 1/5 4/5 6/5
(Ps—c|Mps(A)=(0 1 -1]{0020]|~(010 |-1/5 6/5 9/5]|=(E|Mpc(A))
3-2 01]0100 001 | -1/5 —4/5 9/5

10.56. Priklad. Pokud jsou dany hodnoty linedrniho zobrazeni na bézi (B), ale neni znam vzorec
pro vypocet hodnoty v libovolném bodé, pak podle véty 10.12 linedrni zobrazeni A s danou vlastnosti
existuje a je pravé jedno. Muzeme okamzité sestavit matici Mpg s(A). Pokud chceme najit vzorec pro
toto zobrazeni v libovolném bodé x a chceme pracovat se soutadnicemi @ vzhledem k (S) (coz je obvyklé),
je potfeba na matici M p g(.A) uplatnit pfechod od baze (B) k (S), neboli pouzit vzorec (1) véty 10.53.
Ptedvedeme si to na zobrazeni A: R3 — R* z piikladu 10.14. Tam je dana uspofadané baze

(B) = ((1, 1,2),(1,2,2),(2,1, 5)) v R3
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a obrazy zobrazeni A na této bazi
A(17172) = (1707170)’ A(1’272) = (270’270)7 'A(27175) = (1’2727 ]')'
V prikladu 10.26 jsme na zékladé téchto idaju sestavili matici Mp g, (A), kde (S4) je standardni baze

v R*. Nyni potiebujeme provést jesté piechod od (B) ke standarni bazi (S3) v R3. K tomu pouzijeme
vzorec (1) véty 10.53:

M53,54 (A) = MB,S4<A) 'PBﬁss = MB,S4 ("4) . (P53*>B)_1

Matice za poslednim rovnitkem lze zapsat snadno. Jesté si mtzeme uSetfit vypocet invernzi matice
a nasledny maticovy soucin, pokud pouzijeme vétu 9.45, ktera ifka (A|B) ~ (E|A~!B). Bohuzel,
tentokrat mame soucin v opa¢ném poradi, takze musime prejit k transponovanym maticim:

M53,54 (A)T = (PJSﬂgHB)_l 'MB,SAL (A)T7 takze: (ngaB |MB,S4 (A)T) ~ (E ‘M53,S4 (A)T)

Z toho plyne algoritmus: tentokrat do 7ddki pod sebe napiSeme slozky bazovych vektord z (B) a vpravo
od nich vedle svislé ¢ary zapiseme do rddku slozky obrazti baze. Po eliminaci, kdy vlevo je jednotkova
matice, najdeme vpravo transponovanou matici Mg, s,(A).

100 0 4 -2 -2

10
2 0l~(01 0] 1 0 1 0]=(EMssA").
2 1 0010 2 1 1

N =
— N =
TN N
— N =
N OO

Nas vysledek se shoduje s vysledkem piikladu 10.18. Ovsem na rozdil od postupu v prikladu 10.18 jsme
nyni nemuseli poéitat vzorec pro A(xy,x9,x3). Naopak, vystup z pravé odvozeného algoritmu se dé
pouzit k sestaveni hledaného vzorce pro A(x1, 2, x3), protoze plati

1
Ay, 2,23)" = Mg, 5,(A) - | 22

T3

10.57. Priklad. Necht A je transformace z definice matice prechodu 10.45, kterd zobrazi béazi (B) na
bézi (C). Vime, ze Mp g(A) = Pp_¢. Jak vypadd matice M¢ (A)?

Podle véty 10.53 je Pc_.pMp g(A)Pp_c = Mc,c(A). Takze Mc,c(A) = Po_gPp_cPp_c =
Pp_.c. Matice pfechodu Pp_.¢ je tedy rovna nejenom Mg p(A), ale také Mc o (A).

10.58. Shrnuti. Linedrni zobrazeni z L1 do Lo 1ze mezi sebou s¢itat a lze je ndsobit konstantou, pfi¢emz
tato linedrni zobrazeni s uvedenymi operacemi tvoii linedrni prostor /10.9, 10.10/.

Jsou-li ddny hodnoty na bézi, existuje praveé jedno linedrni zobrazeni, které ma tyto hodnoty /10.12/.

Necht L; méa kone¢nou uspofddanou bazi (B) a Ly méa konefnou usporadanou bazi (C). Kazdé
linearni zobrazeni A: L1 — Lo 1ze jednozna¢né reprezentovat matici A takovou, ze plati A - x = y, kde
x jsou soufadnice vzoru vzhledem k bazi (B) a y jsou soufadnice obrazu vzhledem k béazi (C'). Tuto
matici nazyvdme matici zobrazeni A vzhledem k bézim (B) a (C) /10.20/.

Pro matici A zobrazeni A plati, Ze ve sloupcich obsahuje soufadnice obrazli baze (B) vzhledem
k bazi (C) /10.22/. Totéz lze vyjadiit maticovym ndsobenim /10.23/.

Hodnost zobrazeni A je rovna hodnosti jeho matice A /10.31, 10.4/. Soufadnice vSech vektort jadra
zobrazeni jsou mnozinou feseni homogenni soustavy rovnic Ax = o.

Pritazeni, které linearnimu zobrazeni ptidé€li jeho matici vzhledem k pevné zvolenym bazim, je
izomorfismus /dtkaz véty 10.38/.

Matice slozeného zobrazeni B o A je rovna soudinu jejich matic B - A ve stejném potadi /10.40/.
Matice inverzni transformace je rovna inverzni matici ptivodni tansformace /10.42/.

Matice pfechodu P p_.c od baze (B) k bazi (C) je matici transformace, kterd zobrazi b; z baze (B)
na ¢; z baze (C') /10.45/. Obsahuje ve sloupcich soufadnice vektort ¢; vzhledem k bézi (B) a je rovna
matici identity vzhledem k bazim (C) a (B) /10.46/. Matice Pp_c umozni transformovat souradnice
vektoru @ vzhledem k béazi (C') na soufadnice téhoz vektoru vzhledem k béazi (B) /10.46/. Pozor: béze
jsou zde v opac¢ném poradi.

Plati Pg_.c - Pcp =P_.paPp_.c= (PCﬁB)fl /10.49/.

Ve vété 10.53 jsme si uvédomili, jak se zméni matice zobrazeni, pohneme-li prvni nebo druhou béazi.
Je potieba matici zobrazeni vynasobit z prislusné strany prislusnymi maticemi pfechodu.

V odstavcich 10.50 a 10.54 jsme odvodili algoritmy na sestaveni matice pfechodu a matice zobrazeni
vzhledem k libovolnym bazim, tj. i bazim, vzhledem k nimz se soutadnice vektorti pocitaji obtiznéji.

107



11. Afinni transformace, matice v homogennich soufadnicich

11.1. Poznamka. V desaté kapitole jsme se setkali s maticemi transformaci otoéeni /10.30/ a zmény
méfitka /10.37/. Do této skupiny tranformaci fadime je§té transformaci posunuti, ktera ale neni line-
arni, protoze nulovy vektor ,posune“ na nenulovy vektor, coz zpusobné vychované linearni zobrazeni
kvali vété 4.10 nedéla. Slozenim transformace posunuti s linedrni transformaci dostavame tzv. afinni
transformaci.

Afinni transformace tedy nema obecné svoji matici. V nasledujicim textu ukdzeme, Ze pii pouziti
specialnich soutfadnic (tzv. homogennich soutadnic) je mozné sestavit i matice vSech afinnich transformaci
a pracovat s nimi stejné jako s maticemi linedrnich transformaci. Tyto matice je mozné v pripadé slozené
afinni transformace mezi sebou nasobit. To méa praktické vyuziti napriklad pfi programovani transformaci
v pocitacové grafice.

11.2. Poznamka. Nejprve si upfesnime vlastnosti geometrického prostoru, ve kterém budeme uvedené
transformace uplatiiovat. Tento prostor nazveme afinni. V ném budeme rozlisovat objekty dvou typiu:
body a vektory. Mnozinu vSech bod budeme znacit X. Do exaktniho zavedeni mnoziny X se nebudeme
poustét, staci snad inuitivni chapani pojmu bod.

Vektor je urcen orientovanou tseckou, kterd je vymezena dvéma body z X: pocatecnim a konco-
vym. Na rozdil od linedrniho prostoru Up z prikladu 1.14 neni nutné, aby orientovand tsecka zacinala
v pocatku. Navic povazujeme dvé orientované useCky za reprezentanty stejného vektoru, pokud jsou
rovnobézné, stejné velké a stejné orientované. Soucet dvou vektori provedeme jako v linedrnim prostoru
Uo, kdyz si narysujeme jejich orientované tsecky tak, aby zacinaly ve spole¢ném bodé a doplnime na
rovnobéznik. Nasobek vektoru konstantou provedeme také obdobné jako v linedrnim prostoru Up. Mno-
zinu vSech takovych vektorti znacime V. Je zfejmé, Ze spolecné s uvedenymi operacemi s¢itani vektorti
a nasobeni vektoru konstantou tvori tato mnozina vektort linearni prostor. Argumentuje se analogicky,
jak v pripadé linearniho prostoru orientovanych tsecek Uy v prikladu 1.14.

Déle zavedeme nové sc¢itani bodu P € X s vektorem u € V takto: soucet P + u je koncovy bod
orientované tsecky vektoru u, pokud jeji pocatecni bod umistime do bodu P.

11.3. DefiniceX* Afinni prostor je mnozina bodit X spole¢né s linedrnim prostorem vektort V. Zapisu-
jeme jej jako dvojici (X, V).

Kromé operaci +: V xV — V a-: R x V — V spliyjici axiomy linearity (1) az (7) definice 1.6 je
zavedena jesté operace +: X x V' — X s vlastnostmi:

(1) P+o=P pro viechny body P € X (o €V je nulovy vektor),
(2) (P+u)+v=P+ (u+wv) provsechny body P € X a vektory u € V, v eV,
(3) pro vSechny body P € X, @ € X existuje pravé jeden vektor u € V tak,z2e P=Q + u

11.4. Poznamka. Definice afinniho prostoru je zavedena pomoci axiomti nové operace, jak je v algebie
obvyklé. Nemusime se tedy obtézovat pfesnym vymezenim pojmit bod z mnoziny X a vektor z mnoziny V.
Také nemusime védeét, jak konkrétné pracuje operace ,bod plus vektor“. Staci, ze tato operace spliiuje
uvedené axiomy.

7 axiomi plyne, ze ,,vektori je stejny pocet jako bodi“. Presnéji, 1ze najit prosté zobrazeni z mnoziny
bodd na mnozinu vektort. Staci zvolit jeden bod @ € X a dale pro vSechna P € X existuje podle axiomu
(3) jediny vektor w € V. Tim je uréeno prosté zobrazeni z mnoziny bod do mnoziny vektort. Ze je toto
zobrazeni ,na‘“ plyne z toho, ze ke kazdému vektoru uw € V' lze zpétné sestrojit bod P = @ + u.

V dalsim textu si vysta¢ime s pfedstavou geometrického prostoru s intuitivnim pojetim bodt a
vektori podle poznamky 11.2. Ukazeme, Ze tato predstava je v souladu s definici 11.3. Tj. ovéfime
platnost axiomu pro operaci séitani bodu P s vektorem u zavedenou geometricky: P+ u je koncovy bod
orientované usecky vektoru u, kterd zacina v bodé P.

Axiom (1): Vektor o mé koncovy bod ve stejném misté jako poc¢ateéni. TakZe operace P + o bod P
nezmeéni.

Axiom (2): Narysujeme od bodu P orientovanou tsecku vektoru w a od koncového bodu této usecky
narysujeme druhou orientovanou tsecku vektoru v. Protoze tyto dvé orientované tsecky vymezuji ,scitaci
rovnobéznik* pro vypocet u + v, je zfejmé, ze (P +u)+v =P + (u + v).

Axiom (3): Vektor u je uréeny orientovanou tseckou zacinajici v bodé @ a konéici v bodé P. Tento
vektor budeme znacit P — ) nebo Q.P)
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11.5. Poznamka. Lapidarni shrnuti: v afinnim prostoru pouZivame nésledujici operace:

vektor + vektor = vektor,
konstanta - vektor = vektor,
bod + vektor = bod,
bod — bod = vektor,
bod + bod...nemd smysl.

s vlastnostmi (1) az (7) z definice 1.6 a s vlastnostmi (1) az (3) z definice 11.3.

11.6. Definice. Souradnicovy systém v afinnim prostoru (X,V) zavedeme tak, Ze zvolime néjakou
uspofddanou bézi (B) linedrniho prostoru V a zvolime bod O € X, kterému budeme fikat pocatek.
Soufadnicovy systém budeme znacit (O, B).

Souradnice vektoru w € V vzhledem k systému (O, B) jsou soufadnice vektoru u vzhledem k uspo-
fadané bazi (B).

Souradnice bodu P € X vzhledem k systému (O, B) jsou soufadnice vektoru P — O vzhledem
k usporfddané bazi (B). Vektor P — O se nazyva radiusvektor bodu P.

11.7. Definice. Dimenze afinniho prostoru (X, V) je rovna dimenzi linedrniho prostoru V. Typicky
pouzivame afinni prostory dimenze 2 (rovina) nebo dimenze 3 (nase geometrické vniméni svéta).

11.8. Véta. Necht (X, V) je afinni prostor, necht dale (O, B) je jeho soufadnicovy systém. Necht u € V,
veVaeR,PeX, @€ X Symbolem C(.) znac¢ime souradnice bodu nebo vektoru vzhledem k (O, B).
Plati

(1) C(u+v) =C(u) +C(v)
(2) Cla-u)=a-C(u)

(3) C(Q+u) =C(Q) +C(u)
(4)c(P-Q)=C(P)-CQ)

Dukaz. (1) a (2) plyne z toho Ze V je linedrni prostor a C znaéi soufadnice vektoru vzhledem k usporadané
bazi (B). Zobrazeni C je na mnoziné V' podle véty 4.35 linedrni.

(3) Radiusvektor bodu @ + u je sou¢tem radiusvektoru bodu @ s vektorem w. Souradnice bodi jsou
definovany jako soufadnice jejich radiusvektori. Na V je podle véty 4.35 zobrazeni C linearni.

(4) Vektor P — @ je vysledkem operace ,radiusvektor bodu P minus radiusvektor bodu Q*. Dalsi
argumentace je stejna jako v dukazu (3).

11.9. Priklad. Na obrézku jsme vyznacili soufadnicovy P
systém (O, B) afinniho prostoru dimenze 2. Vektory uspo-
fadané baze (B) = (b1, ba) jsou stejné velikosti a na sebe u
kolmé. To neni nutné, ale je to praktické.

Na obrazku jsou radiusvektory bodi P € X a @ € X,
takze jsme schopni uré¢it soufadnice bodu: C(P) = (7,5) a

C(Q) = (2,3). Déale je vyznacena orientovana usecka vek-
toru u = P — . Vektor w urceny touto tseckou ma podle /

véty 11.8 soufadnice rovny rozdilu soutadnic bodi: b, /

Clu) =C(P) = C(Q) = (7,5) = (2,3) = (5,2). O' b

Na obrazku je u dvou ruznych orientovanych tsecek pripsano stejné pismeno wu, protoze tyto usecky
jsou rovnobézné, stejné velké a stejné orientované. Povazujeme je za reprezentanty stejného vektoru u.

11.10. Definice* Necht (X, V) je afinni prostor dimenze n a (O, B) je jeho soufadnicovy systém.

Homogenni soufadnice bodu P € X jsou uspotadand (n + 1)-tice, kterd v prvnich n slozkéch obsa-
huje soufadnice bodu P vzhledem k (O, B) a v posledni slozce obsahuje jednicku.

Homogenni soutadnice vektoru w € V jsou uspofddand (n + 1)-tice, kterd v prvnich n slozkéch
obsahuje soufadnice vektoru u vzhledem k (O, B) a v posledni sloZzce obsahuje nulu.

Upozornéni: rozsifenou verzi definice homogennich soufadnic bodu najde ¢tenaf v odstavei 11.33.
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11.11. P¥iklad. Vratme se k bodiim P a Q v piikladu 11.9. Homogenni soufadnice bodu P jsou (7,5,1),
homogenni soufadnice bodu @ jsou (2, 3,1). Homogenni soufadnice vektoru u = P — @ jsou (5,2,0).

11.12. VétaX Vlastnosti (1) az (4) véty 11.8 jsou splnény i v pfipadé, ze C(.) zna¢i homogenni soutradnice.

Dukaz. V pripadé linearnich kombinaci vektort zustava v posledni slozce soufadnic nula. Pfi souctu
bodu s vektorem je v posledni slozce souradnic odehrava vypocet 1+ 0 = 1, tedy dostavame homogenni
soutadnice bodu. Pfi odecitani bodt se v posledni slozce soufadnic odecitaji jednicky a vznika nula,
dostavame tedy homogenni soutadnice vektoru.

11.13. Definice* Necht (X, V) je afinni prostor dimenze n a (O, B) jeho soutadnicovy systém. Rikdme, Matice v ho-
ze transformace A: X — X md matici A € R""17 Ly homogenich souradnicich vzhledem k (O, B), mogennich
pokud pro kazdy bod P € X jsou homogenni soufadnice obrazu A(P) rovny sloupcovému vektoru A - @, soufadnicich
kde x jsou homogenni souradnice bodu P. Jinak feceno, pro kazdy bod P € X je

homogenni homogenni
soutradnice soutradnice
A bodu P = | bodu A(P)
vzhledem vzhledem

k (O, B) k (O, B)

11.14. Poznamka. Necht transformace A: X — X mé matici A. Jak musi takova matice vypadat? Je-li
x vektor homogennich souradnic bodu, pak musi A - & byt také vektor homogennich souradnic bodu.
Neboli jednicka v posledni slozce vektoru & musi ztistat zachovana i po maticovém nasobeni. Z vlastnosti
maticového naspobeni vyplyvé, ze dany pozadavek spliiuji véechny matice A € R"t1n+L které je mozné
do bloki rozepsat nasledovné:
!
A:(A t), (11.1)

o 1

kde A’ € R™" je libovolna matice, t € R™! je libovolny sloupcovy vektor, o € R je nulovy vektor
a vpravo dole je jednicka. Jinymi slovy je to matice, kterd ma v poslednim fadku nuly s vyjimkou
posledniho prvku, ktery je roven jedné.

Necht bod P ma vzhledem k (O, B) soutadnice p € R"™, takze jeho homogenni souradnice jsou (p, 1).

Pak plati:
A pT _ AI t . pT _ A/pT +t
1 o 1 1 1 ’

Z maticového nasobeni snadno plyne, Ze souc¢in dvou matic typu (11.1) je matice typu (11.1). Tento
soucin je matici odpovidajiciho slozeného zobrazeni, jak ukazeme ve vété 11.17.

11.15. Priklad. V afinnim prostoru dimenze 2 jsou matice transformaci v homogennich soutadnicich

tvaru:
a b c x’ a b c T ar +by +c
d e f[], tj. yl=1d e f|l-|y|=|dotey+f
0 0 1 1 0 0 1 1 1

Transformace v 2D prostoru jsou tedy urceny maticemi se Sesti parametry a az f.

11.16. Priklad. V afinnim prostoru dimenze 3 jsou matice transformaci v homogennich soutadnicich

tvaru:
a b ¢ d ! a b ¢ d T ar +by +cz+d
e f g h . vl e f g h y| _ [|ex+fy+gz+h
i j ok L] S 0 IR A 2| T izt gy ka1l
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1

Transformace v 3D prostoru jsou tedy urceny maticemi s dvanacti parametry a az [.
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11.17. VétaX Necht (X, V) je afinni prostor dimenze n a necht (O, B) je jeho soufadnicovy systém. Necht
transformace A: X — X méa matici A v homogennich soufadnicich vzhledem k (O, B) a transformace
B: X — X mé matici B v homogennich soufadnicich vzhledem k (O, B). Pak slozené zobrazeni B o A
mé matici B+ A v homogennich soufadnicich vzhledem k (O, B).

Dukaz. Véta se dokaze stejné jako véta 10.40. Pouze misto slov ,soufadnice vektoru vzhledem k bazi*
v dtikazu pouzivame slova ,homogenni soufadnice bodu vzhledem k (O, B)“.

11.18. Pfiklad. Uvedeme matice elementarnich transformaci v afinnim prostoru (X, V') dimenze 2.
Zmeéna meritka a-krat ve sméru prvni souradnice a b-krat ve sméru druhé méa matici

a 0 0 a 0 0 T ax
0 b 0], protoze 0 b 0)-{y]=1>by
0 0 1 0 0 1 1 1

Zména méritka tansformuje vektory stejné jako body. Tento typ transformace byl podrobné diskutovan
v prikladu 10.37.
Rotace o thel « kolem poc¢atku mé matici

cosae —sina 0 cosae —sina 0 x T cosa — Yy sina
sin «v cosae 0 ]|, protoze sin «v cosa O0)-|y]=1|=xsina+ycosa
0 0 1 0 0 1 1 1

Rotace transformuje vektory stejné jako body. Matice tohoto typu transformace byla odvozena v pii-
kladu 10.30. Doplnujicim predpokladem pro tuto matici je soufadnicovy systém s bazi vektort, které
jsou na sebe kolmé a maji stejnou velikost.

Posunuti o vektor se soufadnicemi (t;,t,) ma matici

1 0 t, 1 0 t, x T+t
0 1 t, ), protoze 0 1 ¢ yl=1y+t
0 0 1 0 0 1 1 1

Tato transformace posunuje jenom body, vektory nechéava nezménény.
Dalsi transformace v afinnim prostoru (X, V') vznikaji jako skladdni téchto elementérnich trnasfor-
maci. Slozené zobrazeni ma podle véty 11.17 matici rovnu souc¢inu matic jednotlivych zobrazeni.

11.19. Piiklad. V afinnim prostoru dimenze 2 najdeme matici A v homogennich soutadnicich takové
transformace, kterd otac¢i vzor kolem bodu se souradnicemi (2, 3) o Ghel a. Tato transformace je slozenim
ti1 transformaci: nejprve posune bod (2, 3) do po¢atku, pak oto¢i obraz kolem pocatku o tihel a a nakonec
posune pocatek zpét do bodu (2, 3). Matice transformace je soud¢inem matic transformaci, ze kterych je
slozena, pritom nejdiive aplikovana transformace mé svou matici nejvice vpravo (viz vétu 11.17).

A= (matice posunuti o (2, 3)) : (matice rotace o thel a) . (matice posunuti o (—2, —3)) =

1 0 2 cosae —sina 0 1 0 =2 cosay —sina  —2cosa—+ 3sina + 2
=10 1 3 ]| sina cosa O0|-10 1 =3 | =] sina cosay —2sina—3cosa—+3
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

11.20. Poznamka. V dalsim textu ukdZeme, ze vSechny transformace A: X — X, které maji matici
v homogennich soufadnicich, jsou tzv. afinni transformace a dale dokdzeme, ze vSechny afinni transfor-
mace maji matici v homogennich soufadnicich.

11.21. DefiniceX Necht (X, V') je afinni prostor. Transformace A: X — X se nazyva afinni transformace — Afinni
(krétce afinita), pokud existuje linearni transformace A': V — V tak, ze pro kazdy bod P € X a pro transformace
kazdy vektor w € V plati

A(P +u) = A(P) + A’ (u).
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11.22. VétaX* Necht (X, V) je afinni prostor dimenze n a (O, B) = (O, by, ..., b,) je jeho soufadnicovy
systém. Pak afinni zobrazeni A: X — X je jednoznacné ur¢eno svymi obrazy v bodech O a O + b; pro
ie{l,....n}.

Dtikaz. ProtoZe A je afinni, existuje linedrni zobrazeni A’: V — V, pro které plati
A(O +b;) = A(O) + A'(b;).

Zname-li hodnoty A(O+b;) a A(O), pak jsou timto vzorcem uréeny i hodnoty A’(b;) pro vsechny bézové
vektory b;. Linedrni zobrazeni A’ je podle véty 10.12 témito hodnotami jednozna¢né uréeno. Hodnota
zobrazeni A v kazdém bodé P € X je pak jednoznac¢né urcena ze vztahu

A(P) = A(O+ (P - 0)) = A(O) + A'(P - 0).

11.23. Véta. Necht (X, V) je afinni prostor dimenze n a (O, B) je jeho souradnicovy systém. Pak kazda
transformace A: X — X, kterd ma matici A v homogennich soufadnicich vzhledem k (O, B), je afinni
transformace.

Dukaz. Necht A je matice zobrazeni A v homogennich soutadnicich. Pak A je typu (11.1).
Necht u € V' mé souradnice ¢ € R™ vzhledem k (O, B). Pak ma homogenni soufadnice (¢, 0) a plati:

()2 () (55

takze maticové nasobeni A - x transformuje také homogenni souradnice vektort na homogenni sourad-
nice vektora. K této transformaci homogennich souradnic vektori existuje zpétné transformace vektoru
samotnych A": V' — V takova Ze homogenni soufadnice obrazu A’(u) jsou rovny sloupcovému vektoru

a(5):

Tato transformace A’: V' — V je zjevné linedrni a ma matici A’ vzhledem k bézi (B).
Nyni staci dokézat, ze A(P+u) = A(P)+ .A’(u) pro vSechny body P € X a vSechny vektory u € V.
Tato rovnost plati, protoze

T T T T
p c A (P (e
A (0) = () ea (5)
11.24. VétaX Necht (X, V) je afinni prostor dimenze n se soufadnicovym systémem (O, B). Pak kazdé
afinni zobrazeni A ma matici A v homogennich soufadnicich vzhledem k (O, B).

Dukaz. Protoze A je afinni, existuje linedrni transformace A’ : V — V tak, ze A(P+u) = A(P)+ A’ (u)
pro vSechny body P € X a vSechny vektory w € V. Do matice A zapiSeme nejprve homogenni souradnice
obrazti bazovych vektorti A’(b;) a do posledniho sloupce zapiSeme obraz A(O). Takto sestavend matice je
zjevné typu (11.1). Oznac¢me B: X — X transformaci, kterd mé matici A v homogennich souradnicich.
Podle véty 11.23 je B afinni transformace. Kdyz ukdzeme, ze B(0O) = A(O) a dale B(O+b;) = A(O+1b;)
pro vSechny bazové vektory b;, budeme podle véty 11.22 védét, ze A = B, tedy A ma matici A.

Homogenni soufadnice poc¢atku O jsou vSude nulové s vyjimkou posledni slozky, kde je jednicka.
Vektor téchto soufadnic oznaéme e, 1 € R"T!. Homogenni soufadnice B(O) se pocitaji podle vzorce
A el 41 a tento soucin je roven poslednimu sloupci matice A. Ten podle pravidla sestaveni matice A
obsahuje homogenni soufadnice obrazu A(O). Takze B(O) = A(O). Homogenni soufadnice bazového
vektoru b; jsou vsude nulové s vyjimkou i-té slozky. Vektor téchto soufadnic oznaéme e; € R"™F!.
Homogenni soutadnice B(O+b;) po¢itame podle vzorce A-(el, ;+e!’). Tento souéin je roven souétu i-tého
sloupce matice A s poslednim, tedy obsahuje (podle pravidla sestaveni matice) homogenni soufadnice
obrazu A(O) + A'(b;) = A(O + b;). Z toho plyne B(O + b;) = A(O + b;).

11.25. Véta. Necht méa afinni prostor (X, V') dimenzi n. Afinni transformace A: X — X je prosta pravé
tehdy, kdyz je na.

Dukaz. Afinni transformace A: X — X je prosta pravé tehdy, kdyz jeji pfidruzend linedrni transformace
A"V — V je prostd, pravé tehdy, kdyz def A" = 0 pravé tehdy, kdyz hod A" = n (viz vétu 4.28) pravé
tehdy, kdyz A’ je na V pravé tehdy, kdyz A je na X.
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11.26. Véta* SloZeni dvou afinnich transformaci je afinni transformace.

Dukaz. Ve vété 11.17 jsme ukazali, Ze sloZzenim dvou transformaci, které maji svou matici v homogennich
soufadnicich, je transfrormace, kterd ma matici v homogennich souradnicich. Déle ve vétach 11.23 a 11.24
jsme ukazali, ze tranfsormace mé matici v homogennich soutradnicich pravé tehdy, kdyz je afinni.

11.27. Véta. Inverzni transformace k prosté afinni transformaci je afinni.

Dukaz. Méa-li pavodni transformace matici A v homogennich soufadnicich, pak inverzni transformace
mé& matici A~! v homogennich soufadnicich.

11.28. Véta. Prosta afinni transformace transformuje rovnobézné primky na rovnobézné primky.

Dukaz. Piimka v afinnim prostoru (X, V) je mnozina p = {P + tu; t € R}, kde P € X je néjaky bod a
u € V je nenulovy vektor. Vektoru uw v tomto kontextu fikdme smérovy vektor primky. Dvé pfimy jsou
rovnobézné nebo totozné, pokud jejich smérové vektory jsou linearné zavislé (tedy jeden je nenulovym
nasobkem druhého).

Necht A: X — X je prosté afinni transformace a ozna¢me p = {P+tu; t € R} aqg = {Q+tv; t € R}
dvé rizné rovnobézné primky. Takze u = awv. Pak

A(p) = {A(P +tu); t e R} = {A(P) + A'(tu); t e R} = {A(P) +tA' (u); t e R} = p/
Alg) = {AQ +tv); t e R} = {A(Q) + A'(tv); t e R} = {A(Q) +tA'(v); t €R} = ¢

Je ziejmé, ze p’ a ¢’ jsou primky. Protoze A je prosté, je prosté také A’, takze vektory A'(u) a A’'(u)
jsou nenulové. Piimky p’ a ¢’ jsou rovnobézné protoze A’'(u) = A'(av) = aA’(v). Navic nejsou totozné,
protoze A je prosté.

11.29. Poznamka. Pfedpokladejme nyni, Ze afinni zobrazeni neni prosté. V tomto pi¥ipadé se pfimky
mohou zobrazit do bodu nebo dvé rovnobézné primky se zobrazi do jedné primky. Projdéte si dukaz
predchozi véty znova a rozmyslete si, ze afinni zobrazeni, které nemusi byt prosté, nikdy nezobrazi
rovnobézky na rtznobézky.

11.30. Priklad. V afinnim prostoru dimenze 2
najdeme matici A v homogennich souradnicich
takové afinni transformace, ktera zobrazi b; na
i, déle by zobrazi na b} a konetné O zobrazi
na O’ podle obrazku. Tato transformace napii- b
klad vezme obrazek z vysrafovaného ctverce a
protahne jej, zkosi jej, zrcadli jej (osova soumér- bl
nost), oto¢i jej a posune jej a tim vytvoii ob-
raz puvodniho obrizku ve vyznaceném rovnobéz-
niku.
Uvédomime si, Ze pokud je déna béze (by, bs) bl
a pokud jsou dény vektory b] a b}, pro které ma
byt b = A'(b;) pro i € {1,2}, pak linedrni trans-
formace A’': V — V s uvedenou vlastnosti podle
veéty 10.12 existuje a je jedina. Kdyz k tomu pii-
dame pozadavek na posunuti bodu O do O’, je tim také urdena transformace A: X — X. Matice této
transformace ma podle dukazu véty 11.24 homogenni soufadnice vektort b, a bodu O’ v odpovidajicich
sloupcich. Aby se ndm na obrazku soufadnice vektort b} vzhledem k bazi (B) dobfe hledaly, prekreslili
jsme jejich orientované tucecky také tak, aby zacinaly v bodé O. Vidime, ze

by = —1-b; +2-by, takze vektor b] ma soufadnice (—1,2) vzhledem k (B),
by= 4-b;+1-by, takze vektor by ma soufadnice (4, 1) vzhledem k (B),
O'—0= 3-b;+2 by, takze bod O’ m4 soufadnice (3,2) vzhledem k (O, B).

Hledanou matici A nyni vyplnime po sloupcich homogennimi souradnicemi vektort b}, b a bodu O’

-1 4 3
A= 2 1 2
0 01
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11.31. Poznamka. D4 se ukézat, ze kazda afinni transformace afinniho prostoru dimenze 2 je vysledkem
skladani elementarnich operaci zmény méritka, otoceni a posunuti uvedenych v piikladu 11.18. Dukaz
tohoto tvrzeni ponechame az do kapitoly trinacté v prikladu 13.27.

11.32. Poznamka. V pocitacové grafice se fesi otdzka zobrazeni 3D modelu na 2D stinitko monitoru.
Mizeme to udélat odstranénim napiiklad soufadnice z ze tii ptvodnich soufadnic 3D modelu, tedy
(x,y,2) — (x,y). Toto zobrazeni nazyvame ortografickou projekci. P¥irozenéjsi ale je predstavit si oko
pozorovatele (nebo kameru) jako centrum, do kterého se sbihaji vSechny paprsky odrazejici se od pozoro-
vanych objektt. Pfed pozorovatele postavime stinitko monitoru — prithlednou rovinu. Kazdy pozorvany
bod mé sviij paprsek smérujici do oka a priisec¢ik tohoto paprsku s rovinou stinitka je obraz pozorovaného
bodu pii perspektivni projekci. Situace je znazornéna na obrazku. Zde je oko pozorovatele umisténé do
pocatku soufadnic afinniho prostoru a rovina stinitka je kolma na osu z a je umisténa ve vzdalenosti 1
od pozorovatele. Pozorovatel se diva ,nahoru“. Je docela pohodlné lezet na gauci a zirat vzhuru. Za
této situace se bod 3D scény se souradnicemi (z,y,z) zobrazi na stinitko do mista se soufadnicemi
(/z,y/2,1) a po zanedbani soufadnice z mame vysledné 2D soufadnice (x/z,y/z). Tuto perpektivni
projekci tedy mtzeme popsat jako (x,y,z) — (x/z,y/z). Zjevné body se soufadnicemi (z,y,0) ptavodni
3D scény nejsou vidét a do 2D scény se nezobrazuji. Pravda, nejsou vidét ani body za zady pozorovatele,
tj. (z,y,z) pro z < 0. Pokud bychom je pfed projekci neodstranili, pak by se ndm pii pouziti vzorce
(x,y,2) — (x/z,y/z) také promitly do stinitka.

Perspektivni projekce neni afinni zobrazeni. Zobrazuje sice pfimky (neprochézejici okem) na piimky,
ale rovnobézné primky se mohou sbihat ve spole¢ném bodé, coz neni podle 11.29 vlastnost afinniho zob-
razeni. V predchozim textu jsme ukazali, ze matice vSech afinnich zobrazeni v homogennich soufadnicich
maji v poslednim fadku (0,...,0,1). Dovolime-li maticim nemit tuto vlastnost, mizeme pomoci ma-
ticového néasobeni postihnout i perspektivni projekci. Potfebujeme k tomu tcelu ovSem rozsifit pojem
homogenni souradnice bodu. V posledni soufadnici od této chvile pfipustime jakékoli nenulové ¢islo, ne
nutné jednicku:

11.33. Definice* Necht (X, V) je afinni prostor a (O, B) jeho soufadnicovy systém. Necht bod P € X m4
vzhledem k (O, B) soufadnice (z1, 2, . .., z,). Pak jakoukoli uspofddanou (n+1)-tici (tx1, tza, . .., txy,t)
pro t # 0 nazyvame homogenni souradnice bodu P.

11.34. Poznamka. Homogenni soufadnice bodu nejsou uréeny touto definici jednoznac¢né. Muzeme
pouzit nasledujici geometrickou predstavu: vSechny homogenni souradnice stejného bodu P z afinniho
prostoru (X, V') dimenze n vyplni (aZ na pocatek) piimku v prostoru R"*! homogennich soufadnic. Tato
pifimka vzdy prochézi poéatkem prostoru R"*!. V prostoru homogennich soufadnic R"*! si vytvoime
zobecnénou rovinu ¢ = {(z1, z2,...,z,, 1), z; € R}. Bod P je v prostoru homogennich soutadnic repre-
zentovan primkou, kterd protina rovinu o v bodé P (po zanedbani posledni soufadnice). VSechny objekty
v X maji v prostoru homogennich soufadnic o jednu dimenzi vice, nez v X samotném. Naptiklad piimka
v X je rovinou v R"*! prochézejici po¢atkem. Pfitom priseéik této roviny se zobecnénou rovinou o déva
puvodni primku.

11.35. Poznamka. Pro popis perspektivni projekce 3D scény na 2D stinitko si vystac¢ime s afinnim
prostorem dimenze 3 a se ¢tyfmi homogennimi soufadnicemi na vstupu a s afinnim prostorem dimenze 2
a tfemi homogennimi souradnicemi na vystupu. PopiSeme perspektivni projekci, ktera je ve skuteénych
soutfadnicich popsana vzorcem (z,y, z) — (2/z,y/z) a byla zminéna v pozndmce 11.32. Necht homogenni
soufadnice vzoru v této projekci jsou (x,y, z,1). Homogenni soufadnice obrazu jsou tieba (x/z,y/z, 1),
ale stejny bod ma téz (v souladu s definici 11.33 a pfi volbé ¢ = z) homogenni soutadnice (z,y, z). Matice
perspektivni projekce v homogennich souradnicich tedy vypada néasledovné:

1000 100 0 v T
o1 0 0], protoze 01 0 0 vl = Y
0010 0010 '_’{” P

PovSimneme si, ze na vstupu mame bod z 3D popsany ¢tyfmi homogennimi souradnicemi a na vystupu
bod z 2D popsany tfemi homogennimi soufadicemi. Bod na vystupu nema posledni homogenni soutadnici
vzdy rovnu jedné. Chceme-li zjistit skutecné souradnice tohoto bodu, musime najit jiné homogenni sou-
fadnice stejného bodu, které maji v posledni slozce jednicku. Tedy: (x/z,y/z,1). Skutecné 2D soufadnice
tedy podle oc¢ekavani jsou (x/z,y/z).
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11.36. Shrnuti. Afinn{ prostor sestédva z mnoziny bodd X a z linedrniho prostoru V' /11.2/. Je definovéna
operace ,bod plus vektor je bod“, ktera spliiuje axiomy (1) az (3) /11.3/.

Souradnice bodu P jsou souradnice jeho radiusvektoru P—O. Soutradnice bodt i vektort zachovavaji
potfebné operace /11.8/.

Homogenni souradnice bodu jsou soufadnice bodu néasledované jednickou a homogenni souradnice
vektoru jsou soutradnice vektoru nasledované nulou /11.10/.

Transformace A: X — X jsou afinni pravé kdyz maji matici v homogennich soutadnicich /11.13,
11.21, 11.23, 11.24/. Sklddani afinnich transformaci ma v homogennich soufadnicich matici rovnou sou-
¢inu matic jednotlivych transformaci.

Matice v homogennich soutadnicich mé vzdy v poslednim fadku (0,...,0,1).

Uvedli jsme si matice elementarnich transformaci: zména méfitka, rotace a posunuti /11.18/. Skla-
déanim elementarnich transformaci 1ze vytvorit libovolnou afinni transformaci.

Necht (b1, b, ..., by, O) je soufadnicovy systém prostoru (X, V') Afinni transformace A: X — X je
jednoznacné ur¢ena svymi obrazy bodu O a bodt O+b; /11.22/. Matice této transformace v homogenich
soutadnicich ma ve sloupcich homogenni soutfadnice obrazt b; nasledované sloupcem s homogennimi
souradnicemi obrazu bodu O.
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12. Vlastni ¢islo, vlastni vektor

12.1. Piiklad. Piedpokladejme, 7e je dana linearni transformace A: R? — R?, kterd ma svou matici Motivacni
A € R%*2. Je-li u € R? nenulovy vektor, pak mnozina p = {tu; t € R} je (z geometrického pohledu) priklad
pfimka, prochézejici poc¢atkem. Nenulovému vektoru w fikdme smérovy vektor primky. Transformace A
zobrazuje primky prochéazejici pocatkem na pfimky prochéazejici poc¢atkem. Pokusime se najit piimku
prochéazejici poratkem, ktera se tranformaci A zobrazi sama na sebe.

Hledanou ptimku oznacime p = {tu; t € R}. Musi platit p = A(p) = {tA(u); ¢t € R}, takZe smérovy
vektor pfimky p a smérovy vektor piimky A(p) museji byt linedrné zavislé, tedy A(u) = Au.

Je-li ddna matice A zobrazeni A, pak se predchozi tiloha da formulovat takto: najit nenulovy vektor
u € R? a ¢slo A € R tak, aby A - u = \u. Rovnost se d4 piepsat takto: A - u = AE - u, neboli
(A — AE) - u = 0. Aby bylo mozné najit nenulové feSeni u této homogenni soustavy (s parametrem
A € R), must jeji matice A — \E byt singularni, neboli musi det(A — AE) = 0. Je-li ddna matice A € R?,
pak rovnice det(A — AE) = 0 je kvadratickd rovnice v proménné X. Tato rovnice miZe, ale nemusi
mit redlné kofeny. Pokud ma redlné kofeny A1 a Ay, pak lze najit nenulova feseni homogennich soustav
(A—XME) - u=o0a(A—-X\E) u=o0. Ozafime-li tato feSeni u; a ug, pak jsme nasli dvé pfimky
p1 = {tu1} a po = {tus}, které se zobrazi na sebe. Uvedeny postup ukdzeme v nasledujicich prikladech
znovu a konkrétnéji.

12.2. Piiklad. Necht linearni transformace A: R? — R? m4 matici

= (50)

Najdeme primky, které tato transformace ponecha beze zmény.
Necht p = {t(z1,22); t € R} je hledana piimka. Musi platit A(z1,z2) = AM(x1, x2), neboli:

(50 )= ) e 050 5)()-6)

Protoze hledany vektor (z1,z2) musi byt nenulovy, musi mit uvedend homogenni soustava singularni
matici. To znamena, ze:

dm(?;A_i>=a tj. A>—B5A+6=0, tj. A=2 nebo A=3.

Kofeny A =2 a A = 3 postupné dosadime do ptvodni homogenni soustavy:

. (52 2\ (@) _ (0 .. (5-3 2\ (@) _ (0
e (05 ) (0)-6) e (050 5)(2)-00)
Nenulové Feseni prvni soustavy je napiiklad (—2,3) a nenulové feSeni druhé soustavy je (—1,1). Takze

piimky p; = {t(—2,3); t € R} a ps = {t(—1,1); t € R} jsou hledané piimky, které se zobrazi na sebe.

12.3. Priklad. Nechf line4rni transformace A: R? — R? m4a matici

a=(%5)

Najdeme primky, které tato transformace ponecha beze zmény.
Postup nebudeme opakovat podrobné znovu. V jedné fazi vypoctu dostavame determinant:

det (1__2)\ 3 E A) =0, tj. M —4\+7=0, tato rovnice nemé v R Fedeni.

V tomto pripadé neexistuje zadna primka prochazejici pocatkem, kterou by dana linearni transformace
ponechala beze zmény.

12.4. Poznamka. Cislim )\ v pfedchozich p¥ikladech se Fika vlastni cisla matice A, resp. viastni cisla
transformace A. Smérovym vektorim piimek, které transformace ponechava beze zmény, fikdme vlastni
vektory. Presnéjsi definici téchto pojmi zavedeme za chvili.
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12.5. Poznamka. Z uvedenych ptikladd plyne, Ze vlastni ¢isla matice A lze pocitat jako kofeny poly-
nomu det(A — AE). Tyto kofeny ovSem nemuseji byt vzdy realné. Abychom méli zaruéenu vzdy existenci
vlastniho ¢isla, budeme muset pfipustit i komplexni vlastni ¢isla a komplexni vlastni vektory. V této
kapitole tedy bude uziteéné pracovat s linedrnimi prostory nad komplexnimi éisly (viz poznamku 1.31)
a s komplexnimi maticemi. Pak budeme mit zaruceno, ze kazd4 linedrni transformace (resp. jeji matice)
ma vzdy vlastni ¢isla a vlastni vektory. Bohuzel, pfechodem ke komplexnim ¢islim musime ponékud vice
primhourit obé o¢i, kdyz chceme vlastni vektory interpretovat geometricky jako smérové vektory pirimek,
které transformace ponechava beze zmény. Geometricky prostor, na ktery jsme zvykli, je totiz izomorfni
s R3, nikoli s C3.
V modelovych prikladech se pokusime komplexnim ¢islim vyhnout.

12.6. Definice* Necht L je linearni prostor kone¢né dimenze nad C a necht A: L — L je linedrni
transformace. Cislo A\ € C se nazyva vlastnim cislem transformace A, pokud existuje vektor & € L,
x # o takovy, ze A(x) = Ax. Vektor x, ktery spliiuje uvedenou rovnost, se nazyva vlastni vektor
transformace A prislusny vliastnimu cislu \.

12.7. Poznamka. Pokud existuje vlastni ¢islo transformace A, pak mu ptislusi vice vlastnich vektori.
Pridame-li k témto vektorim vektor nulovy, dostavame linedrni podprostor prostoru L. Skutec¢né, pokud
x, y splnuji A(z) = Az, A(y) = Ay, pak

Ale+y)=Alx)+ Aly) = Az + Iy =X(z +vy), Alaz) = aA(x) = alz = X (ax).

12.8. Poznamka. Pojem vlastni ¢islo definujeme nejenom pro linedrni transformace, ale rovnéz pro
¢tvercové matice. Zahy zjistime, Ze mezi vlastnim ¢islem transformace a jeji matice je izka souvislost.

12.9. Definice* Nechf A je ¢tvercova matice typu (n,n) redlnych nebo komplexnich ¢isel. Cislo A € C
se nazyva vlastnim cislem matice A, pokud existuje vektor x € C™!, & # o, takovy, Ze A -z = \x.
Vektor x, ktery spliuje uvedenou rovnost, se nazyva viastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu \.

12.10. Véta. Necht A: L — L je linedrni transformace a A je jeho matice vzhledem k né&jaké bézi (B).
Pak A je vlastnim ¢islem transformace A pravé tehdy, kdyz je vlastnim ¢islem matice A. Navic x je
vlastni vektor transformace A piislusny A pravé tehdy, kdyz souradnice vektoru @ vzhledem k bézi (B)
tvori vlastni vektor matice A prislusny .

Dukaz. Ozna¢me u € C" soufadnice vektoru @ v bazi (B). Podle véty 10.21 sloupec A - u obsahuje
soutadnice obrazu A(x) vzhledem k bazi (B). Takze A(x) = A x prévé tehdy, kdyz A - u = \u.

12.11. Poznamka. Mnozina vSech vlastnich ¢isel linearni transformace nebo matice se nazyva spektrum.

Vlastnim ¢isltim /vektortim nékteti cesti autori fikaji charakteristicka cisla/vektory (anglicky eigenvalue,
eigenvector, coz je odvozeno z némdiny).

12.12. Poznamka. Ptikro¢ime nyni k vypocétu vlastnich ¢isel, je-li dana ¢tvercova matice A. Vyjdeme
zrovnosti A-x = Ax = AE-x. Z obou stran této rovnice odec¢teme \ E-x. Dostavame vztah A-x—\E-x =
(A — A\E) -« = 0. Z definice vlastniho ¢isla vime, Ze piislusny vlastni vektor & musi byt nenulovy. Je
tedy zfejmé, ze A bude vlastnim ¢islem matice A pravé tehdy, kdyz homogenni soustava s matici A —\E
bude mit nenulové feseni. Timto FeSenim pak bude vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A\. Aby tato
soustava méla nenulové feeni, musi jeji matice byt singuldrni, tj. musi det(A — AE) = 0. Tim mame
odvozen vzorec na vypocet vlastnich ¢isel. Uvédomime si jesté, ze det(A — A E) je polynom v proménné A.
Tento polynom se nazyva charakteristicky polynom matice A. Jeho stupen je stejny, jako pocet radku
matice A. Oznac¢me toto ¢islo n. Abychom tedy nasli vSechna vlastni ¢isla dané matice, staci najit vSechny
koteny charakteristického polynomu této matice. Podle zakladni véty algebry téchto kofenti (véetné jejich
nasobnosti) je n. Kazd4 matice ma tedy n vlastnich ¢isel (obecné ne vzdjmené rtiznych). Kazd4 linearni
transformace A: L. — L m4 tolik vlastnich ¢isel, kolik je dimeze L.

12.13. Definice. Necht A je ¢tvercovd matice. Polynom det(A — AE) nazyvdme charakteristicky po-
lynom matice A a rovnost det(A — AE) = 0 charakteristickou rovnici. Je-li A k-ndsobnym kofenem
charakteristické rovnice, fikame, ze A je k-nasobnym vlastnim cislem.
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12.14. Priklad. Uvedeme jesté cely postup odvozeni vypoétu vlastnich éisel matice (viz pfedchozi
pozndmku) znovu na konkrétnim numerickém piikladé, protoze odvozeni muze pro nékoho byt na kon-
krétnim prikladé nazornéjsi. Budeme hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

5 -2 2
A=|-1 4 -1
-4 4 -1

Podle definice 12.9 hleddme takové ¢islo A a vektor @ = (x1, w2, 23), aby byla splnéna maticovd rovnost

5 -2 2 1 €1
-1 4 —1 . i) =\ i) s
-4 4 -1 T3 T3

a pritom vektor x byl nenulovy. Rozepiseme tuto rovnost do slozek:

511 — 29 + 2w3 = A1y (5= MNay — 279 +2x3=0
—x1 +4x9 — 23 = A1 tj. —Z‘1+(4 - /\).IQ —x3 =0
—4x1 +4r9 — T3 = A3 —4xq + 4$2+(—1 — )\)Ig =0

Potiebujeme, aby uvedend homogenni soustava se ¢tvercovou matici méla nenulové feseni. Matice sou-
stavy tedy musi byt singularni, tj. musi mit nulovy determinant:

5—-XA =2 2
det -1 4-X -1 =0.
—4 4 —-1-A

Hledame tedy A takové, aby det(A — AE) = 0. PFisté uz toto odvozeni nebudeme opakovat, ale za¢neme
rovnou od rovnice det(A — AE) = 0.

det(A — AE) = (5= \)(4 — A)(—1 — A) — 16 — (—=8(4 — A) — 4(5 — A) + 2(=1 — A)) = —(A — 3)>(\ — 2),

takze vlastni cisla jsou A = 3 a A = 2. Najdeme jesté vlastni vektory. Nejprve najdeme vlastni vektory
prislusné vlastnimu cislu 3:

5-3 -2 2 2 -2 2
-1 4-3 -1 |=|-1 1-1]~(1-11).
-4 4 -1-3 -4 4 -4

Béaze feseni homogenni soustavy s matici (1 —1 1) je naptiklad {(1,1,0),(—1,0,1)}. Toto jsou dva
linearné nezavislé vlastni vektory, které prislusi vlastnimu ¢islu 3. VSechny vlastni vektory prislusejici
vlastnimu ¢islu 3 tvoii linedrni obal této baze, ovSem bez nulového vektoru. Nyni najdeme vlastni vektory,
které prislusi vlastnimu ¢islu 2:

5-2 -2 2 3 -2 2 -1 2 -1 N
-1 4-2 -1 |=(-1 2-1]~[ 0 4-1 N( 0 4_1>.
-4 4 -1-2 4 4-3 0-4 1

Dimenze prostoru feseni homogenni soustavy s touto matici je 1, tj. staci najit jeden vektor TeSeni:
(—2,1,4) a ostatni vektory Feseni jsou jeho ndsobky. Tato feSeni (bez nulového) jsou téz vSechny vlastni
vektory matice A, které piislusi vlastnimu ¢islu 2.

Celkem tedy ma matice A t¥i linedrné nezavislé vlastni vektory: (1,1,0),(—1,0,1),(—2,1,4). Prvni
dva pfisluseji vlastnimu ¢islu 3 a posledni pfislusi vlastnimu ¢islu 2.

12.15. Piiklad. Nésledujici ptiklad ukazuje, Zze nemusi existovat tolik linedrné nezéavislych vlastnich
vektor, kolik fadkd méa matice. Budeme hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice:

2 4 -3
A=|-110 -6
-1 8 —4
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Vypocteme determinant matice A — \E:

2-\ 4 -3
det| —1 10-X —6 =—-(A=3)2\-2).
~1 8§  —4-—)

Vidime, Ze matice ma stejné vlastni ¢isla, jako matice z pfedchoziho prikladu. Nyni vypocitame vlastni
vektory:

A=3: [2-3 4 -3 -1 4-3 -1 4-3 1 4 3\ vlastn
-1 10-3 =6 J=|-17-6]|~| 033~ vektor:
-1 8 —-4-3 1 8§ —7 0 4 —4 - (1,1,1)
A=2: [2-2 4 -3 0 4-3 _1 8 g\ vlastni
-1 10-2 -6 =] -1 8 -6 | ~ vektor:
18 —4-2 1 s 6 043/ (0,34

Na rozdil od pfedchoziho pfikladu vicendsobnému vlastnimu ¢islu 3 piislusi jen jeden linedrné ne-
zavisly vlastni vektor. Tato matice ma tedy dohromady jen dva linedrné nezavislé vlastni vektory:
(1,1,1),(0,3,4), které po fadé prisluseji vlastnim é&isltim 3 a 2.

12.16. Poznamka. Vlastni ¢islo transformace A je podle véty 12.10 vlastnim ¢islem vSech matic této
transformace (vzhledem k rozliénym bézim). Dvé matice, které jsou maticemi stejné linedrni transfor-
mace (jen vzhledem k rtizné bazi) budeme nazyvat podobne. Nasledujici véta ukazuje, jaky plati mezi
podobnymi maticemi vztah.

12.17. Véta. Necht L je linedrni prostor dimenze n a nechf (B) a (B’) jsou néjaké jeho usporadané
baze. Necht A: L — L je linearni transformace a necht A je jeji matice vzhledem k bazi (B) a B je jeji
matice vzhledem k bézi (B’). Pak existuje regularni matice P € R™" tak, 7e B=P~!- A . P.

Diikaz. Ozna¢me P = Pp_, g/ matici pfechodu od (B) k (B’). Podle véty 10.53 (vzorce t¥etiho) plati
MB'B/(.A) - PB’HB . MB’B(A) . PBHB“ Protoze PB’HB = (PBHB/)_I = I')_1 (ViZ vétu 10.49),
dostavame Mp/p (A) =P~ Mp p(A) - P, neboli B=P~!. A.-P.

12.18. Definice* Matice A je podobnd matici B, pokud existuje regularni matice P takova, ze plati
B=P ! A.P.

12.19. Poznamka. Je-li A podobna B, pak je i B podobna A, protoze misto matice P mtZeme pouzit
matici P~!. Stadi tedy fikat, Ze matice jsou si vzdjemné podobné. Je-li A podobna B a B podobné C,
pak je A podobna C, protoze soucin regularnich matic je matice regulérni a protoze (PQ)~! = Q= 1P~1.
Matice je podobna sama sobé, protoze E je regularni.

12.20. Poznamka. Protoze podobné matice jsou matice stejné linedrni transformace, jen vzhledem
k pfipadné riznym béazim, maji samoziejmé vSechny vzajemné podobné matice stejna vlastni cisla.
V nésledujici vété ukazeme, ze maji i stejny charakteristicky polynom.

12.21. VétaX* Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Dtikaz. Necht P je regularni. Matice P~!AP je podobna matici A. Vypocteme jeji charakteristicky
polynom:

det(P~'AP — \E) = det(P"'AP — AP 'EP) = det(P"'AP — P '\EP) =
=det(P™' (A= AE)P) =det P! det(A — AE) det P = det(A — AE),

protoze det P~1det P = 1.

12.22. Poznamka. Matice z prikladi 12.14 a 12.15 maji sice stejny charakteristicky polynom, ale za
chvili ukédzeme, ze si nejsou podobné. Tvrzeni véty 12.21 tedy nelze obratit.
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12.23. Priklad. Diagonalni matice

A0 0 0

0 X O 0
D=0 0 X 0

0 0 0 An

mé charakteristicky polynom (A; —A) (Aa—A) - - - (A, — A), protoze determinant diagondlni matice D—\E
je roven soucinu prvka na diagondle. Vlastni ¢isla matice D tedy jsou A1, Ao, ..., Ay.

Vlastni vektor matice D pfislusny vlastnimu ¢islu A; je vektor obsahujici samé nuly s vyjimkou i-té
slozky, ve které je néjaké nenulové ¢islo, tfeba jednicka.

Matici D z tohoto pfikladu budeme znacit D = diag(A1, Az, ..., A, ). Tim uSetiime papir.

12.24. Véta. Necht A je ¢tvercova matice typu (n, n). Sestavme libovolnd komplexni ¢isla Ay, ..., A, do
diagonalni matice D = diag(A1, ..., A,) a libovolné nenulové vektory x1, ..., x, z C" zapiSme do sloupcti
matice P, tj. P = (x1,...,x,). Pak plati: ¢isla A\q,...,\, jsou vlastnimi ¢isly matice A a x1,...,x,

jsou jejich odpovidajici vlastni vektory pravé tehdy, kdyz je splnéna rovnost PD = AP.

Dukaz. RozepiSme maticové nasobeni: PD = (x1,...,x,) - diag(A1,..., A\n) = (M1 @1, ..., A, @,,). Déle
je AP = A(xy,...,x,) = (Azy,...,Ax;). Mame tedy obé strany zkoumané rovnosti PD = AP
rozepsany do sloupct. Vidime, ze rovnost v i-tém sloupci \; x; = Ax; plati pravé tehdy, kdyz \; je
vlastni ¢islo matice A a x; je prislusny vlastni vektor.

12.25. Véta. Necht ma ¢tvercovd matice A s n fadky n linedrné nezavislych vlastnich vektoru (kazdy
z nich prislusi néjakému vlastnimu ¢islu matice). Pak je matice A podobna diagondlni matici.

Dukaz. Sestavime diagonalni matici D z vlastnich ¢isel prislusnych vlastnim vektorim 1, ..., x,. Déale
pouzijeme piedchozi vétu. Protoze matice P = (x1,...,x,) obsahuje podle pfedpokladu véty linedrné
nezévislé sloupce, je P regularni, takze je mozné vztah PD = AP vynasobit zprava matici P~!. Dosté-
vame A = PDP !, takZe matice A je podobna matici D.

12.26. VétaX Nechtf je matice A podobné diagonalni matici, to znamend, Ze existuje regularni matice
P a diagonalni matice D takové, ze A = PDP~!. Pak D obsahuje vlastni ¢isla matice A a ve sloupcich
matice P jsou vlastni vektory piislusné (podle potadi) odpovidajicim vlastnim ¢islim zapsanym v D.

Diikaz. Po pfevedeni vztahu A = PDP~! na AP = PD staé¢i pouzit vétu 12.24.

12.27. Priklad. Matice z prikladu 12.14 m4 tfi fadky a t¥i linedrné nezdvislé vlastni vektory. Jsou tedy
splnény predpoklady véty 12.25 a matice je podobna diagonalni matici. Véta 12.26 nam dava navod, jak
najit matici P a diagonalni matici. Sestavime vlastni vektory (1,1,0),(—1,0,1),(—2,1,4) do sloupci a
dostavame matici P. Sestavime v odpovidajicim pofadi vlastni ¢isla do diagonalni matice, a dostavame
matici D, pro kterou plati A = PDP~!. Konkrétné:

-1

5 -2 2 1 -1 -2 300 1 -1 -2
A=|-1 4-1]=(|1 0 1 030 1 0 1
-4 4 -1 0 1 4 00 2 0 1 4

12.28. Priklad. Matice z piikladu 12.15 nem4 tolik linedrné nezéavislych vlastnich vektort, jako je po-
et jejich Fadkt. To znamend, Ze neni podobnd diagondlni matici (kdyby byla, pak dostaneme spor s vé-
tou 12.26. Protoze matice z prikladu 12.14 je podobna diagonalni matici, zatimco matice z prikladu 12.15
neni, nejsou si tyto matice ani vzajemné podobné.

12.29. Véta. Vlastni vektory, které prisluseji vzajemné riznym vlastnim ¢islim, jsou linedrné nezavislé.
Dukaz. Jeden vlastni vektor je samoziejmé linedrné nezavisly, protoze je podle definice nenulovy. Déle
postupujeme indukci. Prepokladame, Ze matice A méa linearné nezavislé vlastni vektory xq,...xy pri-

sluSejici riznym vlastnim ¢islim Ay, ..., \; a pfiddme do této skupiny vlastni vektor xj,; pfislusejici
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. o P « (s k+1 . S
zatim nepouzitému vlastnimu ¢islu A;1. Pfedpokladame rovnost ZZ; a;x; = o a ukdzeme, Ze vSechny
koeficienty «; museji byt nulové. Tim dokazeme linedrni nezavislost. Vektory v uvedené rovnosti piseme
do sloupcii a rovnost vynasobime zleva matici A — A;1E. Dostavame:

k+1 k+1 k+1 k+1
(A — >\k+1E) Zaimi = ZOQ(A(BZ — )\k+1:1:i) = ZO@()\ZLEZ — )\k+1$i) = Zal()\l — )\k+1) ; = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1
Koeficient u posledniho s¢itance v této rovnosti je nulovy, protoze Ax41 — Agr1 = 0. Podle indukéniho
predpokladu jsou vektory @i, ...z linedrné nezavislé, takze i ostatni koeficienty museji byt nulové.
Protoze ale A; # Agy1, musi oy = 0 pro i € {1,...,k}. Dosadime-li tento poznatek do vychoziho tvaru

rovnosti, mame 0x1 + -+ + 0k + Qk+1TK4+1 = Qk+1TK4+1 = 0. Protoze Ty 11 je vlastni vektor a tudiz
nenulovy, musi a1 = 0.

12.30. Poznamka. Necht A je typu (n,n) a necht jsou vSechna vlastni ¢isla matice A jednondsobna. To
znamena, ze existuje n riznych vlastnich ¢isel. Pak podle piredchozi véty jim piislusejici vlastni vektory
jsou linearné nezavislé. Podle véty 12.25 je tedy matice A podobna diagonalni matici.

12.31. Poznamka. Ma-li matice A vicendsobnd vlastni ¢isla, pak se muze stat, ze je podobné s diago-
nalni matici. Zalezi na tom, zda se povede najit n linearné nezavislych vlastnich vektorti. Vzhledem k
tomu, ze vlastni vektory lezi v nulovych prostorech matic A — AE (kde A je vlastni ¢islo), ptijde o to,
jakou maji tyto prostory dimenzi. Odpovéd na to dévaji nasledujici véty.

12.32. Véta. Jestlize A a B jsou podobné matice, pak dim Null(A — AE) = dim Null(B — AE).

Dukaz. Protoze dim Null(A — AE) = n — hod(A — AE), kde n je pocet fadki matice A, sta¢i dokazat,
7e hod(A — AE) = hod(B — A\E). Z véty 6.52 vime, ze plati:

hod(B — AE) = hod(P"!AP — AP "'EP) = hod(P!(A — AE)P) = hod(A — \E)

12.33. Véta. Necht \; je k-nésobné vlastni ¢islo matice A a necht d je dimenze nulového prostoru matice
A — \E. Pak d < k.

Dukaz. V nulovém prostoru matice A — \;E mutzeme najit bazi, kterd ma d vektori: by,bs, ..., by a
doplnime ji na bézi prostoru C": (B) = (by,ba,...,b4,...,b,). Necht A: C" — C" je transformace
definovédna vzorcem A(x) = Ax a necht B je matice této transformace vzhledem k bézi (B). Je ziejmé,
ze matice A a B jsou si vzajemné podobné, protoze jsou to matice stejné linearni transformace. Zvolme
b; z baze (B) pro j < d. Soufadnice tohoto vektoru vzhledem k bazi (B) oznac¢me y;. Tyto souradnice
obsahuji jedinou jednicku v j-té slozce, jinak nuly. Plati By; = \;y;, takze j-ty sloupec matice B je
roven j-tému sloupci matice \;E. Matice B ma tedy néasledujici blokovy tvar (prvni blok je ¢tvercovy s
d ¥adky a sloupci):

(\E B . B  ((M-NE B
B_<O C)’ tj. p(A)—det(B—)\E)—det< o c

):m—m%mmm
takze \; je aspon d-nasobnym kofenem charakteristického polynomu matice B, tj. podle véty 12.21 je
aspon d-nasobnym kofenem charakteristického polynomu matice A.

12.34. Véta. Necht A je vlastni ¢islo matice A. Necht N; je linedrné nezavisld mmnozina vlastnich
vektort, které neprisluseji vlastnimu ¢islu A a dale Ny je linearné nezavisla mnozina vlastnich vektor,
které ptisluseji vlastnimu ¢islu A\. Pak mnozina N7 U N je linedrné nezavisla.

Dukaz. Ozna¢me Ny = {x1,x2,..., 2t} a Ny = {k11,..., Ty} Linedrni nezavislost mnoziny vektort
NiUNy ={x1, T2, ..., %y} se ovéil stejné jako v dikazu véty 12.29. Linedrni kombinaci téchto vektort,
kterou polozime rovnu nulovému vektoru, nasobime zleva matici A — AE. Tim zjistime, ze koeficienty
u vektor xy, s, ..., T museji byt nulové. Konecné kvuli tomu, ze N> je linedrné nezavisla, dostavame
nulové koeficienty i u vektortt x11,...,Zm.
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12.35. VétaX Matice A je podobnd s diagonalni matici pravé tehdy, kdyZ pro kazdé vlastni éislo \;
nasobnosti k; plati dim Null(A — \,E) = ;.

Dukaz. Necht A typu (n,n) je podobnd s diagondlni matici. Pak P ve vzorci AP = PD musi byt regu-
larni. V matici P jsou ve sloupcich vlastni vektory, takze musi existovat n linedrné nezavislych vlastnich
vektorti. Podle véty 12.33 mtzeme z kazdého nulového prostoru matice A — \;E vybrat maximalné k;
linearné nezavislych vektort. Jinde se vlastni vektory nenalézaji. Abychom ziskali n linedrné nezavislych
vlastnich vektori, je tfeba z kazdého nulového prostoru matice A — \;E vzit pravé k; linedrné nezavislych
vektori, takze dim Null(A — \,E) = k;.

Necht obrécené dim Null(A — \;E) = k;. Z kazdého nulového prostoru vybereme k; linedrné nezavis-
lych vektori. Mnozina vSech takto vybranych vektori je podle véty 12.34 linearné nezavislé, takze jimi
sestavend matice P je regularni a je mozné ze vzorce AP = PD piejit na A = PDP !,

12.36. Poznamka. Stile predpokladdame ¢tvercovou matici A typu (n,n). Jestlize dim Null(A — \;E) je
mensi nez nasobnost vlastniho ¢isla \;, pak A neni podobna s diagonalni matici. Piiklad 12.15 ilustruje,
ze takové pripady opravdu nastavaji. Matice A je pak podobna jen ,skoro diagonalni matici“, kterd ma
na hlavni diagonale vlastni ¢isla a tésné nad touto diagonalou se obc¢as vyskytuji jednicky. Této matici se
tikd Jordaniv kanonicky tvar. Je potieba definovat tzv. zobecneny vlastni vektor a tento pojem pouzit
k vybudovani regularni matice P, ktera prevadi matici A na Jordanuv kanonicky tvar. Vsechny tyto
pojmy vyzaduji hlubsi studium a presahuji bohuzel ramec tohoto tivodniho textu. Pro dalsi studium lze
doporudit [16].

12.37. Poznamka. Véty 12.25 a 12.26 se daji formulovat z thlu pohledu linedrni transformace:

12.38. Véta. Necht A: L — L je linedrni transformace, dim . = n. Transformace A ma n linearné
nezavislych vlastnich vektort pravé tehdy, kdyz existuje baze (B) prostoru L takovi, ze A ma vzhledem
k této bazi diagonalni matici D. Pfitom na diagonale matice D jsou vlastni ¢isla transformace A a baze
(B) obsahuje vlastni vektory pfislugné vlastnim ¢islim v matici D ve stejném poradi.

Dukaz. Zvolme néjakou vychozi bazi (V) prostoru L. Ozna¢me symbolem A matici transformace A
vzhledem k bazi (V). Existence baze (B) takové, Ze matice transformace A vzhledem k ni je D, je
ekvivalentni s platnosti vztahu A = PDP~!, kde P je matice prechodu od (V) k (B). Déle pii ditkazu
tvrzeni ,praveé tehdy kdyz“ pouzijeme v jednom sméru vétu 12.25. V druhém sméru pouzijeme vétu 12.26
a skute¢nost, ze matice pfechodu P obsahuje ve sloupcich soufadnice baze (B) vzhledem k bazi (V).

12.39. Poznamka. P1i praci s linedrni transformaci se nékdy hodi zvolit takovou bazi, ve které je matice
této transformace ,co nejblizsi* matici diagonalni. Pravé vyslovend véta tika, Zze za jistych okolnosti
Ize zvolit bazi, vzhledem ke které je matice transformace pfimo diagonélni. Pak miZeme na danou
transformaci pohliZet jen jako na transformaci zmény méritka (A\; krat prvni soufadnice, Ag krat druhd
soufadnice, atd. az A, krat posledni soufadnice).

12.40. Poznamka. Necht dimenze L je rovna n a vratme se k pfedstavé vlastnich vektort jako smérovych
vektort ptfimek, které linedrni transformace nechava beze zmény (viz motivaéni piiklady v tvodu této
kapitoly). Povede-li se najit n rtiznych piimek, které transformace A ponechéva beze zmény, pak jejich
smérové vektory tvoiri bazi, vzhledem ke které mé transformace A diagonédlni matici.

12.41. Shrnuti. Definovali jsme vlastni ¢islo a vlastni vektory transformace /12.6/. Vlastni vektor je
smérovy vektor piimky, kterou nechdva transformace beze zmény a vlastni Cislo je koeficient zmény
méfitka ve sméru vlastniho vektoru. Vlastni ¢islo transformace je vlastnim ¢islem kazdé jeji matice,
tfebaze jsou to matice vzhledem k riznym béazim /12.9, 12.10/.

Vlastni ¢isla poc¢itdme jako kofeny chrakteristického polynomu det(A — AE) /12.13/.

Dvé matice stejné transformace vzhledem k rtiznym bazim se nazyvaji podobné /12.18/. Maji stejny
charakteristicky polynom /12.21/.

Podobnost s diagonalni matici je zarucena pro matice se vzajemné ruznymi vlastnimi éisly /12.30/.
Ovsem i nékteré matice s nasobnymi vlastnimi ¢isly jsou podobné s diagonalni, ale ne vSechny.

Je-li D diagonalni matice, se kterou je podobné matice A, pak D obsahuje vlastni ¢isla matice A a
sestavime-li do sloupcti matice P vlastni vektory odpovidajici vlastnim ¢islim A, pak A = PDP L.
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13. Linearni prostory se skalarnim soucinem

13.1. Poznamka. Linearni prostor je libovolnd mnozina, na které je definovano sc¢itdni a nésobeni
konstantou tak, aby byly splnény vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. Pokud na takové mnoziné navic
definujeme nasobeni prvka mezi sebou tak, ze vysledek nasobeni je realné ¢islo a nasobeni spliiuje nize
uvedené vlastnosti (1) az (4), definovali jsme na linedrnim prostoru skaldrni souéin. Ten ndm umozni
pracovat s novymi vlastnostmi prvka linearniho prostoru, jako je jejich velikost a tthel mezi dvéma prvky.

13.2. Definice* Necht L je linearni prostor. Operaci - : L x L. — R nazveme skaldrnim soucinem, pokud
spliiuje Vo € L, Vy € L, Vz € L, Va € R nasledujici vlastnosti

2) (+y)-z=z-2+y-z
B) (a-z)y=a-(z-y),
(4) -x>0, «-x=0jen tehdy, kdyz = o.

Ve vlastnosti (4) znaéi symbol o nulovy vektor linedrniho prostoru L.
Linearni prostor L, na kterém je definovan skalarni souéin, nazyvame linedrnim prostorem se ska-
larnim soucinem.

13.3. Poznamka. Je tieba rozliSovat mezi podobné znéjicimi pojmy ,skalarni nasobek® a ,skalarni
soucin“. Skaldrni nasobek -: R x L — L je nasobek vektoru redlnym c¢islem, ktery je definovan v kazdém
linedrnim prostoru. Na druhé strané skalarni soucin -: L x L — R je soucin vektorti mezi sebou.

13.4. Poznamka. Upozoriujeme, ze stejné jako v definici linedrniho prostoru 1.6, jsou ve vlastnostech (1)
aZ (4) definice skalarniho sou¢inu pouzivany symboly ,,+“ a - v rznych vyznamech podle toho, jakého
typu jsou jejich operandy. Napiiklad prvni ,+% ve vlastnosti (2) oznacuje s¢itani vektorit podle definice
linearniho prostoru, zatimco druhé ,,+“ v této vlastnosti je sc¢itanim redlnych ¢isel. Nebo prvni symbol -«
ve vlastnosti (3) znamena skalarni nédsobek definovany v linedrnim prostoru L, druhy symbol ,,-“ oznacuje
skalarni soucin. TFeti symbol - ve vlastnosti (3) je soucin redlnych ¢isel a posledni symbol - v této
vlastnosti znovu znamené skaldrni soucin.

Dale pfipominame, ze budeme symbol - jako dosud c¢asto vynechavat, takze misto @ - y budeme
strucné psat xy.

13.5. Poznamka. Vsimneme si, Ze jsme v definici 1.6 linearniho prostoru definovali tento prostor ,nad
realnymi c¢isly*, protoze jsme definovali nasobek vektoru redlnym cislem. Nic ndm ale nebranilo zcela
stejné definovat nasobek vektoru komplexnim ¢islem. AZ dosud jsme mohli nahradit slovo ,realné ¢islo®
slovem ,komplexni ¢islo® a naSe teorie by zistala platnd. Vsechny predchozi véty by nadale platily.

Kdybychom ale chtéli definovat skalarni soucin jako komplexni ¢islo, museli bychom upravit vlast-
nost (1) definice 13.2 takto:

(1) zy=y=,

kde pruh nad komplexnim ¢islem ya znaci komplexné sdruzené ¢islo. Néktera tvrzeni se tedy budou
v pripadé komplexniho skaldrniho soucinu nepatrné lisit od tvrzeni, kterd nize dokadzeme. Protoze se
vétsina ¢tenaid tohoto textu nachézi zatim v prvnim semestru a nema za sebou analyzu komplexnich ¢isel,
zjednodusime si zivot tim, Ze zustaneme u realnych ¢isel. Pro odvozeni dilezitych vlastnosti linearnich
prostoru se skalarnim souc¢inem nam to bude stacit. Zajemce o disledky definice komplexniho skalarniho

soucinu odkazeme napfiiklad na uéebnici [5].

13.6. Véta. Necht L je linedrni prostor se skalarnim soucinem, o je jeho nulovy vektor. Pak pro vSechna
zel,ycLazelLplati: (1)x-o=0-=0,(2) z:- (x+y) =zx+ 2y.

Dukaz. Prvni vlastnost plyne z vlastnosti (7) definice linedrniho prostoru 1.6 a z vlastnosti (3) definice
skalarniho souéinu 13.2. Plati (0y) - =0 -2y =0

Druh4 vlastnost plyne z komutativity skaldrniho soucinu, tj. z vlastnosti (1) definice 13.2 a dale
z vlastnosti (2) této definice.
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13.7. P¥iklad. Proz € R", y e R", @ = (21,22,...,2Zn), Y = (Y1,Y2, - - ., Yn) definujme
T-Yy=21y1 +T2y2+ -+ TpyYn. (13.1)

UkéZzeme, Ze takto definovany soucin vektort « a y je skaldrnim soucinem. Je x -y € R. Nechf jesté
z€R", z=(z1,22,...,2,) & @ € R. Ovéfime postupné vlastnosti (1) az (4):

(1) T -y=z1y1+22y2+  +TnYn = Y1271 T Y222+ + Ypln = Y - T,
(2) (@+y)-z=@ +y)a+ (22+y2)22+ 4 (Tn +yn) 2n =
=T121 X222+ F TnZn Y121 T Y222+ H Yn2n = T2 T Y0 2,
(3) (a-z) y=aziys +axays + -+ aTpyn = & (T1y1 + T2y2 + - + TpuYn) = a (T - Y),
(4) z-x=ai+22+---+22>0.
Vidime, ze z 22 + 22 + .-+ 22 = 0 plyne #; = 29 = --- = 3, = 0, takZe je splnéna i druhd ¢ést
vlastnosti (4).

Skalarni sou¢in na R" definovany vzorcem (13.1) nazyvame standardnim skaldrnim soucinem. Na-
sledujici priklady ukazuji, Ze existuji i jiné skalarni souc¢iny na R™.

13.8. Pi#iklad. Definujme soucin na R? takto

(@1, x2) - (y1,Y2) = T1y1 + 622y2 + 221Y2 + 222y .

UkézZeme, 7e takto definovany soudin je skaldrnim soudinem na R?2.
Ovérime vlastnosti (1) az (4) definice 13.2

(1) (w1,72) - (y1,92) = T1y1 + 672y + 271Y2 + 222y1 =
= y121 + 6y222 + 2y122 + 2yaw1 = (y1,92) - (21, 22),
(2) (($1,x2) + (yhyz)) (2z1,22) = (21 +y1) 21 + 6(x2 +y2) 20 + 2(x1 + y1) 22 + 2(x2 + y2) 21 =
= 2121 + 62222 + 22122 + 20221 + Y121 + 6y222 + 2y122 + 2y221 =
= (z1,72) - (21,22) + (y1,92) - (21, 22),
(3) (a(r1,22)) - (y1,42) = (@@, a22) - (Y1,y2) = az1ys + 6azays + 20x1y2 + 2aw2y1 =
= a (1191 + 622Y2 + 221Y2 + 22201) = @ ((3317932) : (y17y2)),

?
(4) (‘r17x2) : (mlamZ) = (E% + 6x§ + 4:.’1,'1{E2 Z 0

Abychom dokazali vlastnost (4), potfebujeme pro z; # 0, xo # 0 dokdzat, Ze x? + 623 + 4x129 > 0.
Nechf a = xa/x1, tj. 22 = az;. Po dosazeni je 2% + 6ax% + 4ax? = 22(1+ 6a® + 4a). Aby byl dany viraz
vétsi nez nula, staci aby 6a? + 4a + 1 > 0, Va € R. Protoze diskriminant této kvadratické nerovnice je
roven D = 16 — 24 = —8 < 0, je nerovnost 6a® + 4a + 1 > 0 splnéna pro vSechna a € R.

13.9. Priklad. Ukdzeme, ze predpis (21, z2) o (Y1,y2) = X1y1 + 222y + 221Y2 + 222y neni skaldrnim
sou¢inem. Vlastnosti (1) az (3) jsou zfejmé splnény. Neni splnéna vlastnost (4), protoze napiiklad

(-1,1)0(-1,1)=142-2-2=—1 %0.

13.10. Poznamka. Vyse uvedené priklady nas vedou k otdzce, jak charakterizovat vSechny skalarni
sou¢iny na R"™ a jak je rychle poznat. Souvisi to s tzv. pozitivné definitnimi a symetrickymi maticemi.
Nize uvadim nejdulezitéjsi vysledky z této oblasti jen pro ¢tenére, ktery chce byt lépe informovan. Nam
ostatnim bude v dalsim textu stacit existence standardniho skalarniho sou¢inu na R"™ a povédomi, zZe
existuji i jiné skalarni souciny. Téma symetrickych a pozitivné definitnich matic je mozno preskocit a
vénovat se rovnou definici velikosti vektoru 13.17.

13.11. Definice. Ctvercova matice A € R™" je symetrickd, pokud plati AT = A.
13.12. Definice. Necht A € R™" je ¢tvercova matice. Oznaéme A; € R"~ "~ &tvercovou matici, ktera
vznika z matice A vynechanim poslednich i fadku a poslednich ¢ sloupci. Matice A se nazyva pozitivné

definitni, pokud vSechny determinanty det A;, i € {0,1,2,...,n — 1} jsou kladné.
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13.13. Poznamka. Pozitivné definitni matice je vzdy regularni, protoze det A = det Ay > 0.

13.14. Véta. Necht A € R™" je ¢tvercova matice. Definujme soucin na R" takto. Pro x € R™, y € R"
je
vy=z-A-y',
kde na pravé strané rovnosti je maticovy soucin jednoradkové matice x, ktera obsahuje slozky vektoru x,
s matici A a s matici y”', coz je sloupec slozek vektoru y.
Pak x - y je skalarnim souc¢inem praveé tehdy, kdyz A je symetrickd a pozitivné definitni matice.

Dukaz. Uvedeme jen struény naznak. Pro vlastnost (1) skaldrniho sou¢inu je nutna symetrie matice A.
Vlastnost (2) a (3) je zarucena pro jakoukoli ¢tvercovou matici A. Konefné vlastnost (4) je zarucena
diky tomu, ze matice A je pozitivné definitni. Na opravnénou otazku ,,pro¢“ zde mame maly prostor pro
odpovéd. Odkazujeme napiiklad na uéebnici [5].

13.15. Priklad. Vratme se k piikladu 13.8. Tam je skalarni soucin definovan takto:

x.y:@wz)'(é 2)(5)

ProtoZe pro uvedenou matici plati A = AT, jedné se o symetrickou matici. Spoéteme dale jednotlivé
determinanty: det Ag = det A = 2, det A; = det(1) = 1. ProtoZe oba determinanty jsou kladn4 ¢isla,
jedna se o pozitivné definitni matici. Podle véty 13.14 je definovany soucin skalarnim soucinem.

13.16. Poznamka. Budeme definovat velikost vektoru a tihel mezi dvéma nenulovymi vektory na obec-
nych linearnich prostorech se skalarnim sou¢inem. Tyto pojmy definujeme jen pomoci skaldrniho souc¢inu
pro zcela libovolné vektory. V nasledujici kapitole ukazeme, ze pokud budeme pracovat s vektory s geome-
trickym vyznamem (napf. s orientovanymi tseckami), pak pojmy velikost a ithel nyni zavedené abstraktné
budou znamenat pfesné to, co od nich z geometrického hlediska ocekavame.

13.17. Definice* Nechf L je linearni prostor se skaldrnim souc¢inem. Pro & € L definujeme velikost
vektoru @ hodnotou /& - x. Velikost vektoru @ znacime ||z, takze je

lz]| = Ve - x, tj. ||£L‘||2 =x-T.

Misto pojmu ,,velikost vektoru“ se ¢asto pouziva pojem norma vektoru.

13.18. Poznamka. Vidime, ze velikost je nezdporné ¢islo a ze kazdy vektor méa svou velikost. To nam
zarucuje vlastnost (4) definice 13.2. Je @ - & > 0, takze odmocnina z tohoto ¢isla je definovana.

Déle vidime, ze jediné nulovy vektor ma velikost rovnu nule a zadny jiny. To ndm zarucuje druha
¢ast vlastnosti (4).

13.19. Véta. Necht x je prvkem linearniho prostoru se skalarnim soucinem, o € R. Pak

ozl = [af - ||

Dikaz. |[oz|| = /(az) - (cx) =Valzx -z =Va? Vo -z =|a| ||z

13.20. Definice* Necht L je linearni prostor se skaldrnim souc¢inem a x € L, y € L, x # o, y # o. Pak
thel mezi vektory x a y je takové &islo ¢ € (0, ), pro které plati

Tl ol (13.2)

cosp =

13.21. Poznamka. Zabyvejme se otdzkou, zda kazdé dva nenulové vektory maji definovan tthel mezi
sebou. Predevsim podle poznamky 13.18 plati, Ze ||z| # 0, ||y|| # 0, protoze x # o, y # o. Takze se ve
zlomku z rovnosti (13.2) nedéli nulou.
Aby existovalo ¢ takové, ze plati (13.2), musi platit
1< XY
=l -yl

Tento pozadavek zarucuje nasledujici véta.

125

Velikost
vektoru

Uhel dvou
vektort



Linedrni algebra 18. Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

13.22. Véta (Schwartzova nerovnost)* Necht L je linedrni prostor se skaldrnim souéinem a x € L,
y € L. Pak plati:
[z -yl <zl - lyll (13.3)

Dukaz. Necht a € R. Nésobme sam se sebou vektor @ — ay. Podle vlastnosti (4) definice 13.2 je
0<(z—ay) (x—ay)=z-z—a-2z-y)+a’ (y y)
V tpravach jsme pouzili vlastnosti (2) a (3) definice 13.2. Ozna¢me A = y -y = ||y||?>, B = —2(z - y),

C =z x = ||z||*. Dostavame
0<Aa’>+Ba+C.

Tato nerovnost musi platit pro vSechna o € R. Diskriminant této kvadratické nerovnice tedy nesmi byt
kladny. Z toho nam vyplyva podminka pro ¢isla A, B, C:

B> —4AC <0, tj. B2<4AC, tj. (—2(x-y))” <4|z|?|y|?
tji. (=2)%(z-y)? <4lz|?lyl® ti. V-2 <VI=PVIYIE G lzeyl < ) [|yl]l

13.23. Definice. Necht L je linedrni prostor se skalarnim souéinem. Vzddlenost vektoru x od vektoru y
definujeme jako ||y — x||. Podle véty 13.19 je ||y — x| = ||z — y||, takZe ¢asto mluvime o vzddlenosti dvou
vektori @ a y (bez zavislosti na jejich poradi).

13.24. Véta (trojuhelnikova nerovnost)X Pro velikosti vektort plati

&+ yl| < [l + [yl (13.4)

. 2
Dikaz. |z +y|* = (z +y) (x+y) =z +2zy+yy < |z + 2]l - [y + |y]* = (=] + [yl)".
Ve vypoctu jsme pouzili Schwartzovu nerovnost 13.22. Po odmocnéni dostavame dokazovanou nerovnost.

13.25. Poznamka. Vysvétlime si, pro¢ se dokdzand nerovnost nazyva trojuhelnikova. Tu néktefi ¢tenari
znaji geometricky formulovanou tieba takto: soucet délek dvou stran v trojuhelniku je vzdy vétsi nez délka
strany tieti. Necht vektory a, b a ¢ jsou prvky linedrniho prostoru se skaldrnim sou¢inem a predstavme si
je jako vrcholy pomyslného trojuhelnika. Velikost stran je totéz jako vzdalenost odpovidajicich vektort.
Geometrické tvrzeni o velikostech stran trojuhelnika tedy mizeme pomoci definice 13.23 prepsat takto:

la = bl < [la - c|| + [lc - b]|.
Pfi volbé @ = a — ¢, y = ¢ — b prechizi uvedend nerovnost na tvar (13.4).
13.26. P¥iklad. Uvazujme line4rni prostor R* se standardnim skaldrnim soucinem (13.1). Uk4zeme, jak

vypada velikost vektoru (1,2,3,4) a jaky je tthel mezi vektory (1,2,3,4) a (1,0,0, 2).
Podle definice 13.17 a podle (13.1) je

1(1,2,3,4)|| = V(1,2,3,4) - (1,2,3,4) = /12 + 22 + 32 + 42 = V/30.
Podle definice 13.20 plati pro thel ¢ nasledujici rovnost:

(1,2,3,4)-(1,0,02) _1+0+044-2_ 9 . 9
(1,234 [(1,0,0,2)]  v30-vi+d viso 7 V150

13.27. Priklad. Oznac¢me symbolem Up mnozinu orientovanych tisecek v roviné se spoleénym pocat-
kem O. Ukazeme, ze kazda linearni transformace A: Up — Up je rovna slozeni konecné mnoha otoceni
a zmény meétitka.

Je-li hod A = 0, pak transformace vSe zobrazi do nulového vektoru. Takovou transformaci zapiSeme
jako zménu méritka s koeficienty 0, 0.

Je-li hod A = 1, pak transformace A je projekce. Jddrem zobrazeni jsou vektory v jedné piimce.
Aplikujme otoceni, které zajisti, ze tato piimka se kryje s prvni soufadnicovou osou. Pak aplikujeme

cosp = H
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zménu métitka s koeficientem 0, r (jak zvolit parametr r je popsano nize). Nakonec druhou soufadnicovou
osu oto¢ime tak, aby se kryla s A(Up).

Je-li hod A = 2, pak dva na sebe kolmé bazové vektory s jednotkovou velikosti se zobrazi na dva
linedrné nezéavislé vektory b, b. Pokusime se tyto vektory transformovat zpét pomoci otoceni a zmény
méfitka na ptivodni bazové vektory. Tim popiseme A~!. Protoze inverze k otoceni je otoceni a inverze
ke zméné méritka s nenulovymi koeficienty je zména méritka, je mozné zapsat jako slozeni téchto trans-
formaci i ptivodni transformaci A.

Nejprve aplikujeme otoceni, které zptisobi, ze delsi z vektoru b}, b, se kryje s prvni soufadicovou
osou. Pak aplikujeme zménu méfitka s koeficienty 1, ¢, kterd neméni delsi z vektord. Parametr ¢ volime
tak, aby po zméné méritka mél (ptivodné) kratsi vektor stejnou velikost, jako jeho delsi braska. Déle
provedeme otoceni tak, aby osa thlu téchto vektort se kryla s prvni osou. Poté provedeme zménu méiitka
s parametry u, 1, aby sledované vektory byly na sebe kolmé. Dale oto¢ime tyto vektory tak, aby se kryly
s osami a nakonec provedeme zménu méfitka tak, aby mély jednotkovou velikost.

Jak zvolime parametr 7?7 Zvolme vektor w, ktery lez{ v . A(Up) a ma jednotkovou velikost. Jeho obraz
A(w) také lezi na p¥imce A(Up), takze plati A(w) = r w. Parametr r je tedy velikost obrazu A(w).

Jak zvolime paramter t? Necht delsi vektor ma velikost v a krat$i vektor ma soufadnice (a,b)
vzhledem k bazi (B). Po zméné méfitka mé tento vektor soufadnice (a, tb) a ma tedy velikost v a2 + t2b2,
coz se musi rovnat v. Takze

2 — g2
B2

Cislo v? — a? je zarucené nezaporné, protoze v? je vétsi nez a? + b2. Cislo b je nenulové, protoze vektory
jsou linearné nezavislé.

Jak zvolime parametr u? Necht b} mé soutadnice (a,b) vzhledem k bézi (B) a vektor by m4 sou-
fadnice (a, —b) vzhledem ke stejné bazi. Po zméné méfitka s parametry u,1 budou mit tyto vektory
soufadnice (ua,b), (ua, —b). Maji byt na sebe kolmé, tedy skaldrni soucin téchto vektorti mé byt nulovy:

a® + 12? = v, 202 =v? —a?, t=

(ua,b) - (ua, —b) = u*a® —b* =0, takie u?a®>="0% u=—.

13.28. Priklad. Necht L je linearni prostor spojitych funkci definovanych na koneéném uzavieném
intervalu D C R. UkéaZeme, Ze predpis

f~g=/Df<x>g<x>dm

definuje skaldrni souéin na linedrnim prostoru L. Ovéfime vlastnosti (1) az (4). Necht f € L, g € L,
h € L a « € R. Pak plati

W) o= [ 1@o@as= [ o) a)dr=g- .
@) (F+9)h= [ (fa)+ @) ha)do = [ (@) (o) +g(o) hia) do =
D D
:/ f(x)h(a:)dx—i—/ glx)h(z)de=f-h+g-h,
D D

) (@N)-9= [ af@ewyde=a- [ f@)gla)dr=al(s o),

D D
@ 1= [ Paa=o

/ f2(x)dz =0 jen tehdy, kdyz f(x) = 0 Va € D, protoze f je spojita.

D
Priklad ilustruje, Ze i na linedrnich prostorech nekone¢né dimenze jsme schopni definovat skalarni soucin.

Z tohoto skaldrniho souéinu odvozena norma funkce f || f]|, ,ihel ¢ mezi funkcemi f a g“ a ,vzdélenost
dvou funkei f a ¢g“ || f — g se pocita takto:

= 2(x)dx = arccos fo(a:)g(a:)dm —g|l = 2) — g(z))* da
1=/ [ Pwae o= vl gll—\//D(f() o(a)”da.
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13.29. Poznamka. Protoze mame na linearnich prostorech se skalarnim sou¢inem definovan thel mezi
nenulovymi vektory, miazeme pro kazdé dva nenulové vektory rozhodnout, kdy jsou na sebe kolmé. Je to
tehdy, kdyz je cos ¢ = 0, neboli - y = 0. Z toho vyplyva nasledujici definice.

13.30. Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim souc¢inem. Dva nenulové vektory @ € L a
y € L jsou na sebe kolmé (znacime x L y), pokud je = -y = 0.

13.31. Piiklad. (Pythagorova véta.) Necht @ € L, y € L jsou nenulové vektory, které jsou na sebe
kolmé. Pak plati

l]|* + [[y]]* = [l — y]*.
Zdivodnéni je jednoduché: |z —y||? = (z—y) (x—y)=z-z—2z-y+y-y=|z|* -2 -0+ |y|*
Geometrickd interpretace tohoto pfikladu je nasledujici. Trojuahlenik s vrcholy o, * a y je pravouhly
s pravym thlem pii vrcholu o. Cisla ||z||, ||y jsou velikosti odvésen a ||z — y|| je velikost prepony.

13.32. Definice* Necht B = {b;,bs,...,b,} je béze linedrniho prostoru se skaldrnim soucinem. Bézi
B nazgvame ortogonalni, pokud b; L b; Vi € {1,2,...,n}, Vj e {1,2,...,n}, i #j.
Bézi B nazyvame ortonormalni, pokud je ortogonélni, a navic ||b;|| =1, Vi € {1,2,...,n}.

13.33. Véta. Baze B = {by,bs,...,b,} je ortonormalni pravé tehdy, kdyz

b b — 0 pro i # j,
T 1 prod = 4.

Dukaz. Baze B je ortonormélni pravé tehdy, kdyz (podle definice 13.32) plati b; -b; = 1 proi = j a
navic je ortogonalni, tj. b; L b; pro i # j. To podle definice 13.30 znamena, ze b; - b; = 0 pro i # j.

13.34. VétaX* Necht (B) je ortonormalni uspofddand béze linedrniho prostoru L se skaldrnim souéinem.
Pak pro véechna x € L,y € L, ® = (v1,%2,...,%n)(B), Y = (Y1,Y2; - - -, Yn)(B) 1z€ skaldrni soucin pocitat
ze souradnic vektora takto:
Ty =11+ T2y T+ Tnln.
Dukaz. Podle predpokladu je € = 1 by + x2bs + -+ 2, by, y = y1 b1 +y2ba + - - - + y,, b,,. Pocitejme
T-y:
x-y=(r1by +aabo+ -+ 2,b) (y1b1 +y2ba+ -+ ynby) =

= 21Y1 b1-b1+21y2 b1-ba+- - -+T1Y, b1 by +22y1 ba b1 +x2y2 ba-ba+- - - +T2y, ba byt ATy, by by, =
e l‘lyl .1+x1y2.0+. . .+x1yn.0+x2y1.0+x2y2.1+. . +x2yn0+. . .+xn’yn.1 = xlyl +l‘2y2+. . .+xnyn

V dpravach jsme vyuzili vétu 13.33 a toho, ze baze B je ortonormalni.

13.35. Piiklad. Necht R" je line4drni prostor se standardnim skaldrnim soudinem zavedenym v pii-
kladu 13.7. Pak standardni baze

S ={(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)}

je ortonormalni bazi.

13.36. VétaX* Nechf xq, x>, ..., T, jsou nenulové vektory linedrniho prostoru se skaldrnim soucdinem,
které jsou na sebe navzajem kolmé, tj. z; - x; = 0 pro i # j a z; - &; > 0. Pak jsou tyto vektory linedrné
nezavislé.
Dukaz. Podle definice linedrni nezavislosti staci ovéfit, ze z rovnosti

a1 T+ Q- Ty+ -+, Ty =0

nutné plyne, ze vsechna cisla ¢isla «; jsou nulova. Vynasobime-li obé strany uvedené rovnosti skalarné
vektorem x;, dostdvame na levé strané soucet nul s vyjimkou jediného scitance, protoze vektor x; je
kolmy na vSechny vSechny ostatni vektory ;. Mame tedy

ax;-x; =0 -x; =0.

Protoze x; - x; je nenulové ¢islo, musi byt «; = 0. Tuto operaci muZzeme provést pro kazdy index
1€ {1,2,...,n}, takZe vSechna ¢isla ¢isla «; jsou nutné nulova.
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13.37. VétaX Necht (B) = (by, ba, ..., b,) je ortonormdlni béze linedrniho prostoru se skaldrnim souci-
nem. Pak pro soutadnice libovolného vektoru a plati

€r = (w'bla CC'b27 ey icbn)(B)

Dukaz. Oznac¢me y = (x-b1) by + (x - ba) by + - - -+ (x - b, ) by,. Podle definice souradnic vzhledem k bazi
mame dokézat, ze = y. Nasobme vektor y vektorem b;:

protoze baze (B) je ortonormélni. Mame tedy vysledek « - b; =y - b; Vi € {1,2,...,n}.

Vektor @ — y je kolmy na vSechny prvky b;, protoze z pfedchoziho vypoétu plyne (x —y) - b; = 0.
Pokud by x # y, pak podle véty 13.36 jsou vektory by, bs,...,b,,  — y linedrné nezavislé, ale to je ve
sporu s tim, ze (B) je béze. Musi tedy byt © = y.

13.38. Poznamka. Predchozi véta mé nédzornou geometrickou interpretaci. Souradnice x-b; jsou vlastné
kolmé pruméty vektoru x na vektory baze b;. O téchto pojmech pohovoiime podrobnéji v nasledujici
kapitole.

13.39. Véta. Necht (B) = (b1, ba,...,b,,) je ortonormalni baze linedrniho prostoru se skaldrnim soudci-
nem a x = (x1,%2,...,%,)(B) je jeho libovolny vektor. Pak tihel ¢; mezi vektorem x a vektorem b; lze
pocitat podle vzorce

2

COSP; = —— .

]|

Dukaz. Podle definice 13.20 je
cosp; = = =—.
Sl el el

V tpravich jsme vyuzili toho, ze ||b;|| = 1 (béze je ortonormaélni) a dale véty 13.37, podle které je

13.40. Poznamka. Protoze je ||z||?/||z||* = 1 a déle je ||z||> = 2% + 23 + - -+ + 22, plyne z véty 13.39
zajimavy dusledek:
cos? 1 +cos? g + - +cos? ¢, = 1,

kde ¢; jsou thly mezi vektorem x a vektory ortonormélni béaze.

13.41. Poznamka. Je piirozené se ptat, zda kazdy linedrni prostor (aspoil koneéné dimenze) mé orto-
normalni bazi. Véta 3.10 ukazuje, ze kazdy linearni prostor ma bazi. Nasledujici véta ukazuje, ze kazda
konecnd baze se da v jistém smyslu pozménit tak, aby se z ni stala ortonormalni baze.

13.42. Véta (Schmidtav ortogonalizaéni proces)* Necht {by,bs,...,b,} je baze linedrniho pro-
storu L se skaldrnim sou¢inem. Pak existuje ortonormdlni baze {ci,cs,...,c,} takova, ze

(by,bg, ..., by) = (c1,¢0,...,cp), VE € {1,2,...,n}.
Dukaz. Nejprve vysvétlime ideu dikazu, ktera je v tomto pripadé asi dulezitéjsi nez podrobné pocitani.
Vektor ¢; volime stejny jako by jen s tim rozdilem, Ze jej ,normalizujeme®. To znamena, Ze jej nasobime
vhodnou konstantou, aby |[¢q|| = 1.

Piedstavme si déle, Ze uz jsme nasli ¢1,ca, ..., ¢, takové, ze (by,ba,...,by) = {(c1,¢o,...,C), a
pritom vektory cj,ca,...,ci jsou na sebe vzajemné kolmé a maji jednotkovou velikost. Vektor by
nyni ,ortogonalizujeme®, tj. upravime tak, aby byl kolmy na vSechny vektory z (¢1, ¢, . .., c;). UkdZeme
pozdéji, ze k tomu ucelu staci od vektoru by1 odecist urcitou linearni kombinaci vektort ¢1, co, ..., k.
Takto upraveny vektor déle ,normalizujeme, tj. vyndsobime vhodnou konstantou, aby |lcii1|| = 1.
Tim se jeho kolmost viiéi ostatnim vektortim z (cy, ¢s, . . ., ¢;) nepokazi. ProtoZe vektor ¢j11 vznikl jako
lineadrni kombinace vektort ¢;, co,. .., ck, brt1, je

(c1,¢2,...,¢cp,cry1) = (€1, €2, ..,y bpg1) = (b1, ba, .. big).
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Yy

Zitim tohoto postupu dostavame hledanou ortonormalni bazi {c1, ca, ..., ¢}
Nyni staci jen podrobnéji ukazat, jak se vektor ,normalizuje®* a ,jortogonalizuje®. Normalizaci libo-
volného vektoru @ provedeme tak, ze polozime &’ = (1/||x||) - x. Skutec¢né je:

1 1 1 1
l']* = 2" - 2’ |
|

=—T —x= TT =
]~ | (el

|| = 1.

Necht bi11 & (c1,¢2,...,ck) a necht vektory ¢;, ¢s,. .., ¢ jsou na sebe navzdjem kolmé a maji jednot-
kovou velikost. Vektor by41 ,ortogonalizujeme“ tak, ze polozime

k
b;c+1 = bk+1 — Z(bk+1 . Ci) C;.

i=1

Nové vytvoreny vektor b), 41 je kolmy na vSechny vektory ¢1, ¢g,. .., ¢k, protoze:

k k
biy1-¢j = (karl =) (bri1 - ) cz') c¢j =bpy1-¢j— Y (bryr-€)(civ¢j) =bry1-¢; —bryr-¢; =0.

i=1 i=1

V uvedeném souctu jsou ostatni séitanci nulovi, protoze vektory ci,cs,...,ci jsou podle predpokladu
na sebe navzajem kolmé.

13.43. Definice. Matice A € R™", pro kterou plati AT - A = E, se nazyva ortogondlni. Ortogonalni

matice
13.44. Véta. Necht A € R™™. V R" predpokladejme standardni skalarni soucin. Nésledujici podminky

jsou ekvivalentni:
(1) A je ortogondlni.

2) A-AT =E
3) AT je ortogonalni
4) A obsahuje ve sloupcich ortonormalni bazi R™.
) A obsahuje v Fadcich ortonormalni bazi R™.

) A je matici pfechodu mezi dvéma ortonormalnimi bézemi.

) A je matici transformace, kteri zobrazi ortonormadlni bazi na ortonormélni bézi.

(
(
(
(5
(6
(7

Ditkaz. (1)=(2): Protoze AT - A = E, je A regularni a A=! = AT Inverzni matice k matici A vzdy
komutuje s matici A.

(2)=(3): Pfimo z definice ortogonalni matice.

(3)=(1): Protoze (AT)T = A.

(1)<(4): Rovnost AT - A rozepsand po sloupcich matice A = (a1, as,...,a,) ik4, ze al -a; =0
pro i # j a al - a; = 1. Pfitom sou¢in a! - a; je standarni skaldrni soucin v R".

(4)=(5): protoze (1)< (3).

(4)=(6): A je matici pfechodu od strandardni baze k bazi A = (ay,as,...,a,), kterl je podle
predpokladu ortogonalni.

(6)=-(1): A = (a1, as,...,a,). Sloupce a; obsahuji podle 10.46 soufadnice vektort b; vzhledem k
ortogonalni bazi (C), pfitom (B) = (b1, bs, ..., b,,) je také ortonormalni baze. Takze b; - b; je rovno nule
pro i # j a jedné pro i = j. Podle véty 13.34 se skalarni soucin vektoru b; daji spocitat pomoci souradnic:
al a;=0proi#jaal - -a;=1,takie A je ortogondlni.

(6)<(7): Viz definici matice pfechodu 10.45.

13.45. Priklad. Matice otoceni a matice osové soumérosti jsou ortogondlni:

cosa —sina 1 0
sinae  cosa )’ 0o —-1)/)°
Skutecné:

cosa  sina [ cosc —sina) (1 0 1 0 ) 1 0 (1 0
—sina  cosa sihaw cosa /) \O0 1)’ 0 -1 0o —-1/) \o 1)

Tyto matice jsou maticemi transformaci, které zobrazuji ortonormalni bazi na ortonormalni bazi (trans-
formace zachovéava velikosti a thly).
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13.46. Véta. (1) Je-li A ortogondlni, pak det A = 1 nebo det A = —1.
(2) Soucin ortogonalnich matice je ortogonalni.
(3) Je-li A ortogonalni a je-li x sloupcovy vektor, pak A - x m4 stejnou velikost jako vektor x.

Diikaz. (1): 1 = det E = det(A - A7) = (det A) (det A7) = (det A)2.
(2):(A-B)T-(A-B)=BT-AT-A-B=B7.-E-B=E.
(3): |Ax[? = (Ax)T - (Ax) =xT - AT . A - x=xT.x = x|

13.47. Véta. Je-li A regularni matice, pak existuje ortogonalni matice Q a horni trojihelnikova matice R
tak, ze
A=Q- R.

Dukaz. Sloupce matice A tvofi néjakou bézi (B). Tuto bazi pozménime Schmidtovym ortogonalizacnim
procesem 13.42 na ortonormdlni bézi (C). Bazi (C) zapiSeme do sloupctt matice Q. Matice R je matici
prechodu od ortonormalni baze (C) k bazi (B). Obsahuje souradnice vektori by, z baze (B) vzhledem
k (C). Diky vlastnosti Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu

(by,ba,....by) = {(c1,¢Ca,...,C), Vk € {1,2,...,n}.
jsou souradnice vektoru by, vzhledem k (C') pro ¢ > k nulové, takZe R je horni trojihelnikova.

13.48. Poznamka. Ortogonalni matice jsou hojné pouzivany v numerickych metodach, nebot jsou
numericky stabilni. Diky (3) véty 13.46 se totiz ndsobenim ortogonalni matici chyba nezvétsuje.

Véta o QR rozkladu je jen jiny pohled na Schmidt@v ortogonaliza¢ni proces. Rikd, Ze mame-li ve
sloupcich matice A néjakou béazi, pak ji mizeme ,narovnat“, aby byla ortonormélni a takto opravenou
bazi zapsat do matice Q. Pfitom matice R je matici koeficient tohoto ,narovnani®.

D4 se ukézat, Ze ortonogonalni matice je vzdy matici néjakého otoceni (pii vétsi dimenzi je mozné
otacet v rliznych smérech). Toto otoceni je piipadné slozeno s osovou soumérnosti (ve vice dimenzich
preklopenim jednoho bazového vektoru do ,protisméru®).

V piipadé matic A € C™" je analogii ortogonalni matice tzv. unitarni matice definovana v 13.49.
Dtivod pouziti komplexné sdruzenych éisel v definici unitdrni matice souvisi s axiomem (1) skaldrniho
soucinu 13.2, ktery je pro komplexni ¢isla modifikovan v souladu s poznadmkou 13.5.

13.49. Definice. Matice A € C™™ se nazjva Hermitovsky sdrufend k matici A € C™" pokud je
transponovana a misto kazdého prvku je v matici zapsan prvek komplexné sdruzeny.
Matice A € C™" se nazyvéa unitdrni, pokud A7 . A = E.

13.50. Shrnuti. V linedrnim prostoru jsme zavedli skalarni sou¢in pomoci axiomt /13.2/. Ukdzali jsme,
7e axiomy vyhovuji nejen standardnimu skaldrnimu soucinu /13.7/, ale je mozné zavést i jiné skalarni
souciny.

Je-li na linedrnim prostoru L definovan skalarni soucin, pak je mozno mérit velikosti vektort /13.17/
a uhly mezi nenulovymi vektory /13.20/. Abychom maéli jistotu, Ze vzorec pro uhel dévéa vysledek pro
libovolné nenulové vektory, museli jsme dokdzat Schwartzovu nerovnost /13.22/.

Dva nenulové vektory jsou na sebe kolmé, pravé kdyz jejich skalarni soucin je roven nule. Zavedli
jsme ortonormalni bazi /13.32/ a ukézali dilezité vlastnosti této baze /13.34, 13.37, 13.39/.

Ukazali jsme, zZe 1ze kazdou konec¢nou béazi upravit Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem tak, aby
upravend baze byla ortonormaélni, pritom linearni obaly prvnich k vektori obou bazi ztstavaji shodné.

Zakladni vlastnosti ortogonalni matice /13.43/ jsou shrnuty v 13.44, 13.46 a 13.47.
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14. Polynomy

14.1. Poznamka. S polynomy jsme se v tomto textu uz na mnoha mistech setkali. Pracovali jsme
s nimi jako s funkcemi danymi jistym vzorcem a shledali jsme, Ze mnozina polynomu tvori linearni
prostor. V této kapitole se na polynomy podivame ponékud dikladnéji a budeme vySetfovat zejména
vlastnosti jejich kofenil.

14.2. Poznamka. Na polynom se mizeme divat dvéma pohledy. Bud jako na funkci danou jistym
vzorcem (definice 14.3) nebo polynom ztotoznime s tim vzoreckem samotnym (definice 14.8). Kazdy
pristup vede k jinému zptisobu porovnavani dvou polynomi, s¢itani polynomid a nasobeni polynomu
konstantou nebo polynomem.

Zavedeme tedy linearni prostor polynomu jednak jako podprostor funkci se s¢itdnim a nasobenim
obvyklym pro funkce. Déle zavedeme jiny linearni prostor polynomu jako vzorecku se s¢itanim a na-
sobenim téch vzoreckt. Nakonec ukazeme, ze tyto dva linearni prostory jsou izomorfni, tedy, ze mezi
polynomy jako funkcemi a polynomy jako vzorecky existuje vzajemné jednoznac¢ny vztah.

Pokud se ¢tenar nechce zatézovat intuitivné samoziejmymi tivahami o tom, Ze polymom vnimany
jako vzorecek podle definice 14.8 je viceméné totéz, co polynom vnimany jako funkce podle definice 14.3,
muze nasledujici text preskocit a pokracovat az definici 14.19.

14.3. Definice. Polynom je readlna funkce redlné promeénné, tedy p: R — R, kterd méa pro vsechna
2 € R funkéni hodnotu p(z) danou vzorcem

p(z) = ap + a1x + axx® + - + a,z”, (14.1)
kde ayg, ..., a, jsou néjaka realna ¢isla, kterd nazyvame koeficienty polynomu. Jinymi slovy: je-li funkce
p polynomem, existuje prirozené ¢islo n a konstanty ag,...,a, tak, Ze pro funkéni hodnoty p(x) plati

uvedeny vzorec pro vSechna z € R.

14.4. Poznamka. Dva polynomy p a g podle této definice se rovnaji, pokud se rovnaji jako funkce,
tedy pokud p(z) = g(x) pro vSechna x € R. Soucet dvou polynomu p a ¢ je funkce p + ¢, pro kterou je
(p+q)(z) = p(z) + q(z) pro vSechna = € R. Konefné pro a € R je a-nasobek polynomu p takovd funkce
ap, pro kterou plati (ap)(z) = « - p(x) pro vechna x € R.

14.5. Pi¥iklad. Funkce, jejiz hodnota v bodé x € R je dand vzorcem 2® — 222 — 4, je polynom. Jeho
koeficienty jsou agp = —4, a1 = 0, az = —2 a az = 1. Pov8imnéme si, Ze je zde pouzit vzorec (14.1)
v opa¢ném poradi ,,od nejvyssi mocniny proménné k mocninam niz$im“. Toto je dost Casty zapis vzorcu
pro polynomy. Vzhledem k tomu, zZe s¢itani realnych cisel je komutativni, na potradi s¢itanci nezalezi.

14.6. Priklad. Funkce exp, jejiz hodnota v bodé = € R je dand vzorcem exp(x) = e”, neni polynom.
To znamena, ze neexistuje koneéné mnozstvi konstant ag,aq,...,a, takové, ze e” lze vypocitat podle
vzorce (14.1) pro vSechny x € R. Abychom to dokdzali, vyptjéime si znalosti z analyzy. Je zfejmé, ze
pokud opakované derivujeme vzorec (14.1) podle proménné z vice nez n krat, dostavame nulovou funkci.
Takze kazdy polynom p ma tu vlastnost, Ze pro néj existuje prirozené cislo k takové, ze k-ta derivace
polynomu p je nulova funkce. Je zndmo, Ze funkce exp je odolna vuci libovolnému mnozstvi derivovani:
dostavame zase funkci exp, ktera je nenulova. Takze tato funkce nemize byt polynom. Z analogickych
dtvodi napiiklad funkce sinus a kosinus nejsou polynomy. Poznamenejme jesté, ze hodnoty uvedenych
funkei se daji priblizné poéitat pomoci polynomt (tzv. Taylorovy polynomy). Toto téma ovsem piekracuje
ramec tohoto textu.

14.7. Poznamka. Nasleduje alternativni definice polynomu, v algebfe mozné obvyklejsi:

14.8. Definice. Polynom je vzorecek
ao + a1z + asx® + - + apa”, (14.2)

kde ayg, ..., a, jsou n&jaka realna c¢isla, kterd nazyvame koeficienty polynomu a x je formalni proménna
(kterd samozfejmé miize byt oznadena jingm pismenem).

Polynom v tomto pojeti je urcen jednoznac¢né kone¢né mnoha koeficienty ay, . . ., a,, pomoci kterych
lze uvedeny vzorecek sestavit.

Hodnota polynomu s koeficienty ag, . ..,a, v bodé a je &slo ag + a1 + aza® + - - - 4+ apa”.
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14.9. Definice. Predpokladejme definici polynomii 14.8. Nechf polynom p maé koeficienty aq, ..., 0, a

polynom g ma koeficienty by, ..., b,. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze m < n. Definujeme:
Rownost polynomii: Rikidme, Ze p = ¢ (tj. polynomy se rovnaji), pokud a; = b; pro i € {0,...,m} a
piim <njenavicb; =0proi € {m+1,...,n}.
Soucet polynomi: Polynom p + ¢ ma koeficienty ag + bo, . . ., @y + by Oty - -+, b
Nasobek polynomu p c¢islem « je polynom s koeficienty aag, aaq, ..., Qn,.

14.10. Poznamka. Tato definice vymezuje algoritmy, které poznaji rovnost polynomu a provedou soucet
a a-nasobek polynomu. Vsimnéte si, ze témto algoritmiim staci pracovat s polynomy jen pomoci jejich
koeficientii. Nemuseji implementovat kompletné cely vzoreéek (14.2).

14.11. Piiklad. Dva polynomy 0x? + 022 — 22 + 3 a —2x + 3 se rovnaji, ackoli ten prvni mé étyfi
koeficienty a ten druhy jen dva. Koeficienty a¢ a a; maji ale oba polynomy stejné.

Souétem polynomti z + 322 — 2z a 5z + 7 je polynom x> + 322 + 3z + 7, protoze mé nasledujici
koeficienty (po fadé od koeficientu s indexem nula): 0+ 7, =2+ 5, 3, 1.

14.12. Véta. Mnozina vzoreckt tvaru (14.2), ve které dva vzorecky povaZzujeme za totozné podle pravidla
v definici 14.9 a na které je definovano sc¢itani a nasobeni konstantou podle stejné definice 14.9, tvofi
linearni prostor. Tuto mnozinu oznac¢ime symbolem Px.

Duikaz. Soucet dvou prvkia z Px je prvek v Py, a-nasobek prvku z Px je prvek v Px. Déle je tieba
ovéfit platnost axiomt (1) az (7) z definice 1.6. To pfenechdme peclivému ¢tenaii.

14.13. Poznamka. Definice 14.9 rovnosti, souc¢tu a nasobku vychézi prirozené z toho, jak bychom po-
rovnavali, s¢itali a nasobili vzorecky tvaru (14.2). Je to ovSem jina definice, nez vyplyva z poznamky 14.4.
Urcitou praci nam da uvést oba tyto svéty do souvislosti.

V definici 14.8 mluvime o hodnoté polynomu. Tim je kazdému redlnému ¢islu a prifazena funkéni
hodnota polynomu, tedy polynom dany vzoreckem se stava funkci. To popisuje jednozna¢ny prechod od
polynomu v podobé vzorecku k polynomu jako funkci. Ukazuje se, Ze obracené (od funkce ke vzorecku)

vvvvvv

14.14. Véta. Kazda funkce p: R — R, které je polynomem podle definice 14.3, mé své koeficienty urceny
jednoznacné. Presnéji: pokud funkce p je polynomem jednak s koeficienty ag, ..., a,, a také s koeficienty
bo, - - -, by, pak pro tyto koeficienty plati rovnost podle definice 14.9.

Dukaz. K dikazu véty potfebujeme nejprve ovérit nasledujici tvrzeni:
14.15. Véta. Nulova funkce R — R je polynom, ktery musi mit vSechny koeficienty nulové.

Dukaz. UvaZzujme nulovou funkci p, kterd je dana vzorcem (14.1). Mame dokézat, ze vSechny koeficienty
ag,ai, . .., ay jsou nulové. Predevsim je p(0) = ap (staci do vzorce dosadit x = 0). Protoze p(0) = 0, je
nutné ag = 0. Hodnotu funkce p v bodé = mizeme tedy zapsat ve tvaru:

0=p(z)=2(a1+ax+... +a,2" ') =x-qz).

Polynom ¢ musi mit nulové hodnoty pro vSechna = # 0. ProtoZe ¢ je spojité funkee, je také ¢(0) = 0. Po
dosazeni @ = 0 do vzorce pro ¢(z) dostdvame a; = 0. Nyni muzeme psét

0=p(x) =2%(az + a3z + ...+ apz" ) = 2% - qo(2)

a uvahu mizeme zopakovat. Dostavame as = 0. Matematickou indukci 1ze ukazat, ze ar = 0 pro vSechna
ke{0,1,...,n}.

Pokracovani dukazu véty 14.14. Necht p(z) = ag + a1 + + -+ + @™ = by + byx + - -+ + bya™ pro
vsechna = € R. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat m < n. Odectenim dostaneme

p(z) —p(x) = (bo —ag) + (b1 —ar) x4+ ...+ (b — @) ™ 4+ byppr2™ ™ + ...+ bz Vz €R,

coz je nulova funkce. Podle véty 14.15 méa tento nulovy polynom vsSechny koeficienty nulové, tedy musi
aj = by pro vsechna k € {0,1,...,m} a musi by, = 0 pro vSechna k € {m +1,...,n}.
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14.16. Véta. Zobrazeni z linedrniho prostoru Px (viz vétu 14.12) do linedrniho prostoru funkci, které
vzorecku (14.2) prifadi funkei p: R — R piedpisem (14.1), je linearni.

Dukaz. Je tieba dokazat, ze sou¢tem polynomii p a ¢ podle definice 14.9 dostavame polynom p + ¢, pro
ktery plati (p + q)(z) = p(z) + q(z) pro viechna x € R. Necht polynom p mé koeficienty ag,...,am a

polynom ¢ ma koeficienty by, ..., b,. Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat m < n. Je

(ao + a1z + apx® + - - 4+ apma™) + (bo + by + oz + - - - + b2™) =
= (ap +bo) + (a1 +b1)x + (az + ba) 22 + -+ + (@m + byn) ™ + bypy12™ T+ bya”,

pro vSsechna x € R, takze pozadovana rovnost plati. Také je
a(ap 4+ a1z + agx® + -+ apma™) = aap + a a1z + aasr + -+ aa,z™,
pro vSechna x € R, jinymi slovy ap(z) = (ap)(z) pro vSechna x € R. Zobrazeni je tedy linedrni.

14.17. Véta. Zobrazeni z linedrniho prostoru Px (viz vétu 14.12) do linedrniho prostoru polynomi jako
funkei, které vzorecku ptiradi funkci pfedpisem (14.1), je izomorfismus.

Dukaz. Zminéné zobrazeni je prosté (véta 14.14), je na (protoze kazdy polynom jako funkce mé sviij
vzorecek) a je linedrni (véta 14.16).

14.18. Poznamka. Dtsledkem této véty je tvrzeni, ze soucet polynomi (jako funkce) je polynom a také
a-nasobek polynomu je polynom. Staci od funkci piejit pomoci inverzniho izomorfismu ke vzorecktim,
tam provést soucet (nebo a-ndsobek) a vysledek pienést zpét do prostoru polynomt jako funkei.

14.19. Definice. Necht polynom p méa koeficienty ag, a1, ..., a,. Stuper polynomu je nejvétsi index k
takovy, ze ay # 0. M&-1i polynom vSechny koeficienty nulové (tzv. nulovy polynom), prohlasime, ze jeho
stupeni je roven —1.

14.20. P¥iklad. Polynom 0z° 4 0z + 523 — 422 + 22 + 7 ma koeficienty ag = 7, a; = 2, as = —4, a3 = 5,
as = 0, a5 = 0. Takze nejvétsi index nenulového koeficientu je 3. Polynom ma stupen tii.

14.21. Definice. Soucin polynomi p a q je funkce u dand pfedpisem u(z) = p(x)q(x) pro vSechna
z € R. Soucin polynomi p a g znac¢ime pq.

14.22. Véta. Necht p méa koeficienty ag, a1, ..., a,, a ¢ mé koeeficienty bg, by, ..., b,. Pak soucin poly-
nomt pq je polynom s koeficienty ¢; pro k € {0,1,...,m + n} takovymi, ze

ck = agbg + arbr—1 + - - + axbo,
pricemz v tomto vzorci klademe a; = 0 pro ¢ >m a b; =0 pro i > n.

Dukaz. Je p(z) = ag + a1z + -+ - + ama™ a q(x) = bo + byz + - - - + bpz™. Pro vSechna x € R spoéitame
p(z) q(x). Pro vétsi pohodli pfitom znacime a; = 0 pro ¢ > m a b; =0 pro i > n.

p(z) g(x) = (ao + a1z + - + apma™) - (bo + b1z 4 - - 4 by + 2™) = (aobo) + (aob1 + a1bo) x +
+ (agbz + a1by + asbo) 2® + -+ - + (aobmn + @1bmin—1 + -+ + aminbo) 2™

14.23. Véta. Necht p je polynom stupné m a ¢ je polynom stupné n. Pak p + ¢ je polynom stupné
nejvyse max(m,n), ap je polynom stupné m pro « # 0 a je to polynom stupné —1 pro « = 0. Konecné
pro nenulové polynomy p a ¢ je pg polynom stupné m + n. Je-li p nebo ¢ nulovy, pak pg je polynom
stupné —1.

Dukaz. Tvrzeni plyne pfimo z vét o pocitani koeficient souc¢tu a soucinu polynomi a z definice stupné
polynomu.

134

Stupern
polynomu

Soucin
polynomi

Stupen
souctu,
nasobku a
soucinu



Linedrni algebra 14. Polynomy

14.24. Poznamka. Je potieba si uvédomit, Ze stupen souctu polynomt nemusi dosahovat maximum
stupnu jednotlivych polynomi, které s¢itame. Kuptikladu

(@3 +22% —x+ 1)+ (—2® — 202 + 20 +3) =2 + 4.

Soucet téchto polynomi stupné 3 je polynom stupné 1. Je dobré si také uvédomit, Ze stupen souctu
urcité nabyva maxima stupna jednotlivych polynomu, které séitame, pokud stupné sé¢itanych polynomu
jsou rtizné.

14.25. Poznamka. Podil dvou polynomt (definovany jako podil funkci) nemusi byt polynom. Necht
jsou dany polynomy p a ¢, pritom ¢ je nenulovy. Je mozné provést aspon ¢astecny podil téchto polynomu
se zbytkem, tedy najit takové polynomy r a z, aby polynom z mél mensi stupen nez ¢ a aby platilo

— () + 22
B (Hq(ﬂr)

~—
~—

(z

|

~

X

]
—

pro vSechna x € R takovd, Ze ¢(z) # 0. V tomto kontextu fikdme polynomu r cdstecny podil polynomii
p a q. Polynomu z fikame zbytek po déleni polynomu p polynomem ¢. Nasledujici véta ukazuje, ze pro
kazdé polynomy p a g (¢ nenulovy) existuje jejich ¢asteény podil a zbytek po jejich déleni. Pfitom jsou
polynomy r a z urceny jednoznacné.

14.26. Véta. Necht p, g jsou polynomy, ¢ nenulovy. Pak existuje préavé jeden polynom r a pravé jeden
polynom z tak, ze (i) p = rq + z, (ii) stupeni z je mensi nez stupei gq.

Dukaz. Existence polynomi r a z vyplyva z nésledujiciho algoritmu, pomoci kterého je mozné tyto
polynomy na zakladé danych polynomu p a ¢ najit.

(1) Polozme r = 0 (nulovy polynom) a z = p. Déle ozna¢me pismenem n stupeil polynomu ¢ a pisme-
nem c jeho koeficient s indexem n (tj. nenulovy koeficient u nejvy$si mocniny polynomu g).

(2) Je-li stupeti z mensi nez n, algoritmus kondi.

(3) Necht m je stupeni polynomu z a necht d je jeho koeficient s indexem m (koeficient u nejvyssi
mocniny). Plati m > n, protoze neni splnéna podminka z kroku (2). K polynomu r pfi¢teme poly-
nom dany vzorcem (d/c)x a od polynomu z ode¢teme polynom dany vzorcem (d/c) ™ ™ q(x).
Vznikaji nové polynomy r; a z1, které dale ozna¢ime r a z a vracime se ke kroku (2).

m—n

V kroku (3) se snizuje stupen polynomu z, protoZe se od tohoto polynomu odeéitd s¢itanec s nejvyssi
mocninou. Tim je zaruéeno, Ze stupen polynomu z postupné klesé a algoritmus uréité skon¢i. Krok (2)
navic zaruéuje, Ze je splnéno (ii) z tvrzeni véty. Dalsi vlastnosti algoritmu je skute¢nost, ze v kazdém
okamziku plati pro polynomy r a z podminka (i), takze tato podminka je splnéna i po ukonceni algoritmu.
Piedevsim v kroku (1) je r = 0 a z = p, takze r¢ + z = 0g + p = p a podminka (i) je splnéna. Déle
v kroku (3) méame zaruceno, ze p = rq + z a ukdzeme, ze plati také p = r1q + z1. Pro v8echna z € R je

@@+ 26 = (1@ + L) @+ (s - L) =
d

= r()a(e) + L2 @) + 2() — Lo () = (@) ala) + (@) = ple).

Jednoznac¢nost polynomt r a z je jednoduchym disledkem véty o stupni souctu a souc¢inu polynomf.
Kdyby existovaly polynomy 75 a 2o, které rovnéz spliuji (i) a (ii), pak je p = rq + z = raq + 29, takze
(r—rq) g = 22 — z. Kdyby r — r5 nebyl nulovy polynom, pak stupeii polynomu (r —r)q by byl vétsi nebo
roven stupni ¢, zatimco polynom zs — z ma stupen mensi nez g. To je ovSem spor. Takze musi r — 75 byt
nulovy polynom a pak nutné téz zo — 2z je nulovy polynom. Jinymi slovy r = r5 a z = 29, takze polynomy
r, z jsou uréeny podminkami (i) a (ii) jednoznacné.

14.27. Priklad. Najdeme ¢asteény podil a zbytek pii déleni polynomu 2z° — 32* + 323 — 22 — 62 + 8
polynomem z? — 2z + 4.
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Algoritmus popsany v dilkazu véty 14.26 se zapisuje vétSinou do nasledujiciho schématu:
(22° — 32 + 323 — 22— 62+ 8): (2?2 —22x+4)=223+22 -3z - 11
—(22° — 42* + 823)

a2t =52 — 22— 6x+ 8
—(2* — 223 + 42?)

—32% — 522 — 6+ 8
—(—3z3 4 62% — 127)

~112%2+ 6+ 8
—(—112% + 22z — 44)

—16x + 52

V prvnim fadku (pfed symbolem ,:*) je vychozi hodnota polynomu z podle kroku (1). Séitanec s nejvyssi
mocninou polynomu z je 2x° a ten podélime prvnim s¢itancem polynomu g, tj. z2. Vysledek zapiSeme
vedle rovnitka: 223. Timto vysledkem néasobime cely polynom ¢ a piseme pod vychozi polynom z do dru-
hého radku. Tyto dva polynomy od¢itame a vysledek piSeme pod ¢aru. Vznika nova hodnota polynomu z.
Séitanec s nejvyssi mocninou je nyni 2* a ten znovu délime 22 a vysledek +z2 pfipisujeme vedle rovnitka.
Timto vysledkem znovu nasobime cely polynom ¢ a piseme do ¢tvrtého Ffadku. Pod ¢aru zapiseme do
patého radku rozdil, tedy novou hodnotu polynomu z. Postupujeme tak dlouho, dokud polynom z ma
stupen vétsi nebo roven stupni polynomu ¢. Teprve na devatém fadku jsme dosdhli skuteéného zbytku,
nebot nyni tento polynom ma4 stupen mensi nez stupeni polynomu ¢. Vysledek ¢asteéného podilu mtzeme
zapsat takto: . , , )
22° — 32* +32° —2° — 62+ 8 —16z + 52
R :2x3+x2—3x—11+7$272m+4.

14.28. Definice. Necht zbytek po déleni polynomu p polynomem ¢ je nulovy polynom. Pak fikame,
ze ¢ deéli p nebo ze p je délitelny polynomem q. Casteény podil r v takovém piipadé nazyvame podil
polynomi p a q a zna¢ime p/q.

14.29. Poznamka. Podil polynomu p a ¢ (pokud existuje) podle predchozi definice je polynom. Pokud
bychom ovSem definovali podil polynomi jako podil funkei, tj. takovou funkei f, jejiz hodnoty f(x) jsou
rovny podilu p(z)/q(x) vSude tam, kde ¢(z) # 0, pak bychom nemuseli dostat polynom, protoze defini¢ni
obor takové funkce f nemusi obsahovat vSechna realna c¢isla R. Pravda, pokud je polynom p délitelny
polynomem ¢, pak funkci f lze spojité dodefinovat v bodech x, pro které je q(x) = 0. Takto rozsifend
funkce f je pak totozné s podilem polynomu podle piredchozi definice 14.28. To plyne z néasledujici véty.

14.30. Véta. Necht polynom p je délitelny polynomem ¢. Pak (p/q) g = p.

Dukaz. Polynom (p/q) = r a z = 0 pfi znaceni podle véty 14.26. Pak dokazované tvrzeni je vlastnost (i)
uvedené véty.

14.31. Poznamka. Necht je ddn polynom p svymi koeficienty ag, ay, ..., a,. K nalezeni hodnoty p(«)
muzeme pouzit jednak vzorec (14.1)

P(@) = ana”™ + an 10"+ an 20" + -+ aza” + a1a +ag (14.3)
nebo muzeme tento vzorec prezévorkovat do tvaru
ple) = ((--- ((ana + an_1) a+an_2)a+---+az) a+a1) o+ ag (14.4)

a hodnotu p(a) pocitat postupné vyhodnocovanim zavorek od vnitini k vnéjsi. Snadno zjistime (roz-
nésobenim zavorek), Ze oba vzorce davaji skutecné tutéz hodnotu p(«), ovSem vzorec (14.4) je daleko
méné numericky naroény. Predstavme si, Ze stupeni polynomu je 1524. Podle vzorce (14.3) bychom museli
poditat nejprve mocninu o524, zatimco vzorec (14.4) nas do ni¢eho takového nenuti.

Programatorsti amatéri (kteri bohuzel ¢asto fusuji programatorim do femesla) se poznaji napiiklad
podle toho, ze pro vyhodnoceni polynomu v bodé « pouziji vzorec (14.3) a hloupé argumentuji tim,
Ze pocita¢ je rychly. Ano, je rychly, ale jakmile bude potfeba vyhodnocovat tisice polynomu v tisicich
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riznych bodech, a pfitom ty polynomy budou mit stupen kolem tisice a bude potieba tento postup
opakovat, tak se pristup k programovani hodné pozné. Na druhé strané opravdovy programator vyhodnoti
polynom v bodé « podle vzorce (14.4) a vyuzije k tomu jesté moznosti procesoru. Napiiklad do registru
A ulozi hodnotu « a registr B pronuluje a vyhradi pro mezivypocty. Pak vyzvedne z paméti hodnotu a,,
a pricte ji k B. Dale nésobi A s B a vysledek ulozi do B, déle vyzvedne z paméti a,,_; a pricte k B, pak
opét nasobi A s B a vysledek ulozi do B, atd. K vyhodnoceni polynomu stupné n v bodé « staci provést
n nasobeni a n s¢itani.

Bohuzel opravdovych programatoru je malo, a proto software mnohdy vypadé jak vypada. Uzivatel
pak nestastné ¢ekd u svého kompu a nemtze se dockat vysledku. Hledi do blba, protoZe na blba, ktery
to naprogramoval, nema moznost se podivat. Casto se mu také draze koupeny software zhrouti, protoze
napitiklad postup podle vzorce (14.3) neni numericky stabilni.

14.32. Poznamka. Budeme si hrat na pana Hornera, ktery pouzival vzorec (14.4) ddvno pfed tim, nez
se objevily prvni pocitace a ktery si zapisoval mezivysledky do prehledného schématu. Zahy uvidime, ze
ty mezivysledky i ono prehledné schéma se budou hodit.

Oznaéme obsah nejvice vnitini zévorky ve vzorci (14.4) symbolem b,,_o, obsah dalsi zdvorky oznacme
bn—3 a tak dale az konefné posledni zavorka (vnéjsi) obklopuje vyraz oznaceny byg. K tomu dopisme
bn,—1 = a,. Pro mezivysledky by tedy plati: b,_1 = ayn, by—1 = arp +aby prok=n—1,n—2,...,3,2,1.
Cely vypocet hodnoty p(«) zapiSeme do t¥iFrdadkového tzv. Hornerova schématu. V prvnim fadku jsou
koeficienty polynomu p a ve tfetim fadku zminéné mezivypocty b;.

Qp, Ap—1 ap—92 ... Qa2 a1 Qg
a: ab,_1 ab,_9 ... aby aby aby
bn1 bpo by3z ... b1 by pla)

Schéma v druhém a tfetim fadku plnime postupné zleva doprava tak, ze do druhého fadku sikmo piepi-
sujeme hodnotu tifetiho fadku nésobenou o a nasledné smérem dolt s¢itame.

14.33. Priklad. Najdeme hodnotu polynomu 2x% — 327 — 112 + 52° + 1123 — 222 — 92 — 2 v bodé 3
za pouziti Hornerova schématu.

2 -3 -11 5 0 11 -2 -9 -2
z=3: 6 9 -6 -3 -9 6 12 9
2 3 -2 -1 -3 2 4 3 7=p@3)

Do prvniho fadku jsme nejdiive zapsali vSechny koeficienty daného polynomu a nedopustili jsme se
skolacké chyby, ze bychom zapomnéli na koeficient a4 = 0. Druhy fadek jsme nechali prazdny a udélali
jsme scitaci ¢aru. Pod ni jsme pfepsali ¢islo 2 (by = ag). Pak tuto dvojku nasobime trojkou (hodnotou x)
a piseme do druhého radku nésledujiciho sloupce: 6. Ve sloupci s¢itame. Dostéavame 3. Tuto trojku
nasobime znovu hodnotou x = 3 a vysledek 9 piseme do druhého fadku nasledujiciho sloupce. Sc¢itame,
nasobime, s¢itdme, nasobime atd. az nakonec dospivame k ¢islu 7, coz je hodnota daného polynomu
v bodé x = 3.

14.34. Veéta. Mezivysledky b; z Hornerova schématu jsou koeficienty ¢aste¢ného podilu polynomu p pri
déleni polynomem danym vzorcem z — «. Zbytek tohoto déleni je konstantni polynom p(«).

Dukaz. Je b,_1 = a, a plati b1 = ap, + aby (neboli a = by_1 —abg) prok=n—1,n—2,...,3,2,1.
Podle posledniho sloupce Hornerova schématu je ag+aby = p(a), neboli ag = p(a) —abg. Tyto skuteénosti
dosadime do vzorce pro vypocet hodnoty polynomu p v bodé x € R:

p(2) = apt™ + ap_12" 4 Fagr® a1+ ag =
=bp 12" + (by_g — ab,_1) " 4 (b — abo)x? + (bg — aby) x + pla) — aby =
=2 (bp12" by x4 b by o) —  (by 12" e boa? by + Do) + pla) =
= (bp 12" F by 0™ 4 £ boa® bz + by) (z — @) + pla).
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14.35. Priklad. Najdeme ¢asteény podil a zbytek pti déleni polynomu z piikladu 14.33 polynomem
x — 3. Podle predchozi véty je

228 — 327 — 1125 4 52° + 112° — 222 — 9o — 2 !
x x x° +ox” + 1lx z r =227 + 325 —22° —2* —32% + 227 + 42 + 3+ ——

r—3 x—3

Koeficienty ¢astecného podilu jsme opsali z tfetiho fadku Hornerova schématu v prikladu 14.33. Toto
je ziejmé méné pracna metoda hledani ¢astecného podilu, nez metoda popsand v dikazu véty 14.26.
Bohuzel se tato metoda da pouzit jen pri déleni polynomu linearnim polynomem tvaru x — a. OvSem
s délenim takovym linedrnim polynomem se ¢asto setkdme napiiklad prfi rozkladu na kotfenové ¢initele
polynomu.

14.36. Poznamka. A7 dosud jsme s polynomy pracovali jako s redlnymi funkcemi redlné promeéné
pripadné jako se vzorecky, které maji realné koeficienty a do kterych dosazujeme za formalni proménnou
realna ¢isla. Témto polynomum rikame polynomy nad R, neboli polynomy nad realnymi ¢isly.

Misto realnych cisel ale mizeme pouzivat jakykoli ¢iselny obor, ve kterém umime ¢isla mezi sebou
s¢itat, odéitat, nasobit a délit (podle jistych vlastnosti, podrobnéji si o tom povime v kapitole patnacté).
Pokud budeme za polynom povaZovat komplexni funkci komplexni proménné danou vzoreckem (14.2),
ve kterém jsou koeficienty ag,aq,...,a, komplexni ¢isla a za proménou = dosazujeme komplexni ¢isla,
mluvime o polynomu nad C.

Pokud zaménime slovo ,realny“ slovem ,komplexni“ a symbol R symbolem C v celém predchozim
textu v této kapitole, vSechna tvrzeni zustavaji v platnosti. Budeme-li v nésledujicim textu v této kapitole
mluvit o polynomech a nespecifikujeme ¢iselny obor, budeme predpokladat polynomy nad C. Je to z toho
divodu, ze budeme vySetfovat vlastnosti korentt polynomi. Reédlné kofeny polynomt nad R pritom
nemuseji existovat.

14.37. Definice. Koren polynomu p je takové éislo a € C, pro které je p(a) = 0. Pokud « je kofen
polynomu p, pak polynom dany vzorcem x —« pro vsechna x € C nazyvame korenovy cinitel polynomu p.

14.38. Véta. Polynom p je délitelny svym kofenovym c¢initelem.

Dukaz. Zbytek po déleni polynomu p polynomem x — a mé podle véty 14.26 stupen mensi nez 1, tedy
jedné se o konstantu. Oznac¢me ji c¢. Pro vSechna x € C plati: p(x) = r(z) (z — ) + ¢. Po dosazeni z = «
mame p(a) = r(«) -0+ ¢ = c. Protoze « je kofen, je p(a) = 0, takze ¢ = 0. Skutecné tedy polynom z — «
déli polynom p beze zbytku.

14.39. Poznamka. Necht a7 je kofen nenulového polynomu p. Zatim ponechdme stranou problém
hledani kofene a spokojime se s tim, ze kofen polynomu p existuje a oznac¢ime jej «y. Podle piredchozi
véty je mozné délit kofenovym ¢initelem, neboli p(x) = 1 (z) (x — ay). Z této rovnosti plyne, ze vSechny
kofeny polynomu r; jsou zaroven kofeny polynomu p. Polynom p mé kromé kofenti polynomu r; navic
jen koren a;. Je tedy mozné hledat dalsi kofeny polynomu p tak, ze najdeme koreny polynomu r;. Pfitom
tento polynom ma podle véty 14.23 o jednicku mensi stupen, nez ma polynom p.

Necht ay je kofen polynomu r1. Mame tedy p(x) = ro(z) (x — a1) (x — az). Dalsi kofeny polynomu p
miizeme hledat tak, Ze najdeme kofeny polynomu r,. Uvahu opakujeme tak dlouho, az se polynom r;
stane konstantnim polynomem nebo az nastane situace, ze polynom r; nebude mit kofeny. Postup skonci
uréité po koneéné mnoha krocich, nebot stupné polynomu r; se snizuji. V zavéru tedy mame

p(x) =rm(@) (x —a1) (. —ag) -+ (z — au), (14.5)

kde 7., je polynom bez kofent (véta 14.45 ukaze, ze takovy piipad nastavé jen pro konstatni polynom)
a «; jsou vSechny kofeny polynomu p. V zépise (14.5) se mohou nékteré kofeny «; vyskytovat vicekrat.
Takovym kofenim fikame vicendsobné, viz nasledujici definice.

14.40. Definice. Kofen a nenulového polynomu p nazyvame k-ndsobny, pokud polynom (z — 04)]c deli
polynom p, a piitom polynom (z — a)**1 nedéli polynom p. Obéas je uziteéné mluvit také o ¢islu a jako
o 0-nasobném korenu polynomu p tehdy, kdyz ¢islo a neni kofenem polynomu p.
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14.41. Véta. Nenulovy polynom p méa kofen o nadsobnosti k praveé tehdy, kdyz existuje polynom ¢ tak,
7e p(z) = (x — a)Fq(r) a soucasné q(a) # 0.

Diikaz. Protoze (x—a)* déli polynom p pravé tehdy, kdy? existuje polynom q tak, ze p(z) = (z—a)*q(z)
pro viechna z € C, staci podle definice 14.40 dokazat, ze (z — a)*! nedéli p pravé kdyz q(a) # 0,
neboli (z — a)**! déli p pravé kdyz g(a) = 0. Necht (z — a)**1 déli p, tedy existuje polynom 7 tak,
ze p(z) = (x — a)¥(x — a) r(z). Z jednoznac¢nosti podilu je ziejmé, ze musi q(z) = (v — ) r(z), takze
q(a)) = 0. Obracené, pokud g(«) = 0, pak podle véty 14.38 existuje polynom r tak, ze g(x) = (x—a) r(x).
7 toho plyne, 7e p(z) = (x — a)*(z — a) r(x), neboli (z — a)*+! déli p.

14.42. Priklad. Dejme tomu, Ze vime, Ze polynom z® — 52° — 152* + 8523 + 1022 — 372z + 360 ma
kofen 2. Uréime nasobnost tohoto kofene.

Ozna¢me zkoumany polynom pismenem p. Vypoctem hodnoty p(2) za pouziti Hornerova schématu
musi vyjit 0. Navic treti fddek schématu obsahuje podle véty 14.34 koeficienty polynomu 71, pro ktery
plati p(x) = r1(z) (x — 2). MuZeme tedy tento Fadek ztotoznit s prvnim Fadkem navazujiciho Hornerova
schématu, ve kterém ovérujeme, zda dvojka je kofenem polynomu 7. Pokud zjistime, ze ano, pak uz vime,
ze dvojka je aspon dvojnasobnym korenem. V takovém piipadé mtzeme pokracovat dalsim navazujicim
Hornerovym schématem az do doby, nez polynom r; nebude mit kofen dvojku.

1 -5 -15 85 10 =372 360

2: 2 -6 —42 86 192 —360
1 -3 =21 43 96 —180 0
2: 2 -2 —-46 —6 180
1 -1 =23 -3 90 0
2: 2 2 —42 -90

1 1 =21 —45 0
2: 2 6 —30

1 3 =15 =75

Vidime tedy, ze p(x) = (23 +2%—21x—45)(2—2)3. Piitom hodnota polynomu 3 +x2? —212—45 pro x = 2

je —75, takze dvojka neni kofenem tohoto polynomu. Cislo 2 je tedy trojnasobny kotfen polynomu p.
Nésobnost kofene tedy muzeme zjistit opakovanym pouzitim navazujictho Hornerova schématu,

pri¢emz nasobnost je pocet vyslednych fadkt koncicich nulou s tim, ze dalsi fadek uz nulou nekonci.

14.43. Poznamka. Hledat kofeny polynomu, neboli fesit algebraickou rovnici p(x) = 0, je iloha dilezita
a v praxi ¢asto potfebna. Bohuzel neexistuje obecny postup, jak na zakladé znalosti koeficientd polynomu
ap, @i, - .., ay zjistit presné koteny tohoto polynomu. Postupy existuji pro velmi specialni typy polynom,
napfiklad pro polynomy nizkych stupini. V této poznamce piipomeneme, jak je mozné hledat kofeny
polynomt nizkych stupnt.

—1) Kofeny polynomu stupné —1 (tedy nulového polynomu) jsou vSechna komplexni ¢isla.

0) Polynom nultého stupné (tedy nenulova konstanta) neméa koten.

1) Polynom prvniho stupné az + b (a # 0, tzv. linedrni polynom) mé jeden kofen —b/a.

2) Polynom druhého stupné az? + bz + ¢ (a # 0, nazyvany téz kvadraticky polynom) méa dva kofeny
(—=b + Vb2 — 4dac)/2a, (—b — /b2 — 4ac)/2a. Je-li b* — 4ac = 0, jedna se o jeden dvojnasobny kofen.

3) Polynom t¥etiho stupné (tzv. kubicky polynom) ma tii koreny, které lze z koeficientti polynomu spo-
¢itat pomoci tzv. Cardanovych vzorctu. Tyto vzorce je mozné dohledat v matematickych tabulkach
(napriklad [3] nebo [25]), ovSem pro jejich prilisnou komplikovanost se s nimi ¢lovék ¢asto nesetka.
Pouzivaji se jen v nékterych pocitacovych programech casto bez védomi uzivatele.

4) Polynom ¢tvrtého stupné ma ¢tyti koteny, které lze spocitat z koeficientiit polynomu pomoci vzorcd,
jez je mozné dohledat v tabulkdch. Ani v tomto pfipadé se s témito vzorci ¢asto nesetkévame.

5) Pro polynomy patého a vyssiho stupné neexistuji obecné vzorce pro vypocet kotfenii z koeficient
polynomu. Neni pravda, ze by v budoucnu nékdo tyto vzorce mohl objevit. Niels Abel totiz dokézal,
Ze je to nemozné.

Ptiroda ndm prostiednictvim Abela ustédiila dalsi lekci: poodhalila ndm své tajemstvi, které v tomto
pripadé zni: v urcitych partiich jsem neodhalitelna.
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Je potieba si uvédomit, Ze neexistence vzorcli pro vypocet korenti polynomt stupné patého a vyssiho
nemé co délat s existenci nebo neexistenci téch kofenii samotnych. Matematik obcas pracuje s faktem,
ze dokaze néceho existenci a soucasné dokaze, ze to co existuje, neumi spocitat. Tak je tomu i v tomto
piipadé, jak za chvili ukaze fundamentalni véta algebry 14.45.

14.44. Priklad. Uvazujme tzv. binomickou rovnici, tj. rovnici tvaru 2™ —a = 0, kde n > 0 je pfirozené
¢islo a a € C. Reseni této rovnice jsou vSechny kofeny polynomu z" — a. To je dalsi specidlni typ
polynomu, u kterého umime najit vSechny koreny, dokonce pro libovolny stupen takového polynomu.

Binomickou rovnici ™ — a = 0 prepiseme do tvaru 2" = a a odmocnime, tj. formalné dostavame
x = %/a. Ukolem je najit vSechny n-té odmocniny z komplexniho é&isla a. Toto é&islo zapiSeme ve tvaru
a = lal (cosa + isina), kde |a| je velikost ¢isla a a « je tihel v roviné komplexnich ¢isel mezi kladnou
redlnou osou a polopfimkou s pocétkem v bodé 0 prochizejici bodem a (tzv. argument komplexniho
¢isla a). S vyuzitim Moivreovy véty dostdvame

2k 2k "
( /]l <cos QF 2R isin ‘”“)) = |a| (cos(a + 2km) + isin(a + 2k7)) = a
n n
pro vSechna k € {0,1,2,...,n — 1}. Takze komplexni ¢isla
a+2kr . a+2knm
Vlal | cos ———— 4+ isin ——
n n

jsouprok € {0,1,2,...,n—1} rizné n-té odmocniny z ¢isla a. VSechna tato ¢isla fe$i danou binomickou
rovnici. Ze vzorce (14.5) plyne, Ze polynom stupné n mé nejvyse n kofent, takze uvedené n-té odmocniny
z Cisla a jsou wsechny kofeny polynomu z" — a.

14.45. Véta (fundamentalni véta algebry). Kazdy polynom stupné aspori prvého ma v C kofen.

vvvvv

dtkaz véty v prvnich semestrech vysokoskolského studia neuvadi s poukazem na to, ze véta bude doka-
zdna pozdéji. Z tohoto pohledu se mi libi diikaz uvedeny v [24], ktery se opird o relativné jednoduchou
matematiku. Ditkaz zde skoro doslova prepisuji véetné nékterého znacdeni (pismeno ¢ ¢teme ksi). Piipous-
tim, Ze ke ¢teni potiebuje byt ¢tenar v pohodé a bez spéchu. Chci proto naléhaveé upozornit, ze nasledujici
pasaz textu je urcena jen pro hloubavého ¢tenare. Ostatni ¢tenafi prejdou rovnou k poznamce 14.49.

V dtkazu véty budeme na mnoha mistech pouzivat |xy| = |z||y| pro z,y € C. Tuto vlastnost mizeme
ovéiit prevedenim komplexnich ¢isel na tvar x = |z| e,y = |y| e a vyuzitim faktu, 7e |ei(a+ﬁ)| =1
(coz plyne z Moivreovy véty, viz 14.44).

Déle ¢asto pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost, tedy |z + y| < |z| + |y| pro z,y € C. Ovéiime
napi. pii znaceni = a +ib,y = c+id. |[v +y|?> = (a +¢)* + (b + d)? = a® + b> + c® + d? + 2ac + 2bd,
(|| + [y])? = a® + b + 21/ (a2 + b2)(c2 + d2) + ¢* + d?. Po odeéteni a druhém umocnéni mame dokdzat
(ac +bd)? < (a® + b?)(c? + d?), coz plyne z nerovnosti 0 < (ad — be)?.

K dikazu fundamentalni véty algebry pouZijeme t¥i pomocné véty (lemmata):

14.46. Véta. Necht p je polynom stupné aspoii prvého. Pak lim [p(z)] = 400 pro |z| — +oo, neboli
VK >0 3r > 0 tak, ze pro vSechna x € C, pro néz |x| > r, plati |p(z)| > K.

Duikaz. Nechf p mé koeficienty ag, a1,...,an, n >0, a, # 0. Pro x € C je
|anz”| = [p(x) = (ap-12" 7" + - + a1z + ao)| < [p(@)| + an—12" 1| + - + arz] + |aol,

takze pro x # 0 je
G a
[p@)] > lan] 2] = = aa| [«] = |ao| = [«[" (Ianl -l gk - |O|) |

Pokud |z| — +oo, pak |p(z)| — 400, protoze zavorka v poslednim vyrazu ma limitu |a,| # 0.
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14.47. Véta. Necht p je polynom stupné aspon prvého. Pak funkce |p|: C — R definovand vztahem
Ip|(z) = |p(x)| ma lokdlni minimum na C.

Dukaz. Ozna¢me K = |p(0)| + 1. Podle pfedchozi véty existuje » > 0 tak, ze [p(z)| > K pro vSechna
x € C,|z| > r. Oznat¢me S, = {z € C; |z| < r}, tj. krouzek komplexnich ¢isel o poloméru r se stfedem 0.
Na okraji krouzku S, je |p(z)| > K, protoze |p| je spojita a vné krouzku mé hodnoty vétsi nez K. Protoze
S, je omezeny a kompaktni, dosahuje spojita funkce |p| na S, svého minima. Toto minimum je mensi
nez K, protoze 0 € S, a [p(0)| = K — 1. Takze minimum lezi uvnit¥ krouzku S, a jde o lokdlni minimum
funkee |p| na C.

14.48. Véta. Necht p je polynom stupné aspon prvého. Necht ¢islo g € C je zvoleno tak, ze [p(z0)| > 0.
Potom funkce [p|: C — R nemd lokalni minimum v xg.

Jinymi slovy, existuje £ € C (komplexni ¢islo urc¢ujici smér, ve kterém |p| klesd) tak, ze pro dostateéné
malé ¢ > 0 je |p(zo + t&)| < |p(zo)]-

Dukaz. Ozna¢me ¢ = p(zg) # 0. Polynom dany vzorcem p(x) — ¢ je z predpokladu o stupni p nenulovy.
Cislo x( je kofenem polynomu p — ¢ a nechf m je nasobnost zq. Je m > 1 a podle véty 14.41 polynom
(x — 29)™ déli polynom p — ¢, neboli existuje nenulovy polynom ¢ tak, ze p(z) — ¢ = (x — xo)™q(x) pro
vSechna = € C. Oznacme d = g(xg) # 0.

Volme £ € C tak, aby {™ = —<. To je mozné, staci najit néjakou m-tou odmocninu z komplexniho
dsla —<, viz pitklad 14.44. Je tedy €™ ¢ = —1.

Pro t € R pocitejme p(xg + t&):

p(xo + &) = ¢+ (t&)™q(wo + t&) = ¢+ (t&)™ (q(wo + t&) — d+ d) = ¢+ t"E"d + t" ™ (q(wo + t&) — d).

Posledni zavorku oznac¢ime r(t) = q(zo + t&) — d, tj. r: R — C je polynom. Necht by, by, ..., bs jsou jeho
koeficienty. Protoze 7(0) = 0 (viz d = q(x0)), je bo = 0, takze r(t) = t(by + bat + -+ - + bst*~1).

Najdeme K > 0 takové, ze |r(t)| < Kt pro vSechna t € (0,1). To se podafi, protoze pro ¢ € (0,1) je
[r()] = [t][by + -+ bst* ™ < [t ([ba] + -+ 4 [bst* ™) = [E[([ba] + - - 4 bs|£571) < [E](ba] + -+~ + [ba]),
takZe staci volit K = |by| + - + |bs|. Vratme se k pociténi p(zo + t€). Vyuzijeme rovnost £™ ¢ = —1.

p(xo+t8) = c+t"EMd+ETEMr(t) = ¢ (1 + t’"f"‘% + t’"g?ﬂ@) —c (1 g tmé-mict)) ’

takze |p(xzo + t&)| = || ’1 — "+ tmfmict)‘. Cilem je ukéazat, ze posledné jmenovana absolutni hodnota
je mensf nez 1 pro mald kladna t. VyuZijeme odhad |r(t)| < Kt:
t Kt m m
1—tm ngmw‘ <1 -t + ‘tmgm—‘ =1—t"+ "MK ’5—‘ =1+t" (tK‘g—‘ - 1) :
c c c c
Pro dostatecné mala ¢t > 0 je posledni zavorka blizka ¢islu —1, tedy zaporna, takze uvedeny vyraz jako
celek je mensi nez 1.

Dukaz fundamentalni véty algebry 14.45. Podle véty 14.47 funkce |p|: C — R nabyva svého
lokalniho minima. Podle véty 14.48 toto minimum neni v bodé, ve kterém |p(z)| > 0. Protoze |p(z)| > 0,
musi byt hledané minimum v bodé = € C, pro které je |p(z)| = 0, tj. p(x) = 0. Existence kofenu je
dokézana.

14.49. Poznamka. Disledkem véty 14.45 je skutecnost, Ze polynom r,, ve vzorci (14.5) je konstantni.
Z toho a z véty 14.23 také plyne, Ze polynom p mé ve vzorci (14.5) tolik kofenovych ¢initeli, kolik je
jeho stupen. Pocitame-li tedy kazdy koten tolikrat, kolik je jeho nasobnost, miizeme fici, Ze polynom méa
stejny pocet kofent, jako je jeho stupetl. Koneéné, protoze (x — a1)(x — @) -+ (& — ) = 1™ + -+,
musi byt konstantni polynom r,, roven koeficientu a,,, coz je nenulovy koeficient u nejvyssi mocniny
polynomu p. VSechny tyto poznatky zformulujeme do nasledujici véty.
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14.50. Véta. Necht p je nenulovy polynom stupné n s koeficienty ag, a1, . .., a, anecht ay,as,...,as € C
jsou v8echny jeho navzdjem riizné kofeny. Necht k; je ndsobnost kofenu «; pro i € {1,2,...,s}. Pak plati
ki+ ko + -+ 4+ ks = n a déale pro vSechna z € C je

p(z) = an (x — a1)" (x — ag)*? - (z — o)k,
Tomuto zapisu rikdme rozklad polynomu na kotenové cinitele.
Dikaz. Viz pozndmku 14.49.
14.51. Véta. Nenulovy polynom stupné n ma nejvyse n ruznych komplexnich korenti.
Dukaz. Véta je pfimym dtsledkem véty 14.50.

14.52. Véta. Pokud se dva polynomy stupné nejvyse n shoduji v n+ 1 riiznych bodech, pak jsou totozné.
Jinymi slovy, polynom stupné n je jednoznac¢né urcen svymi hodnotami v n + 1 bodech.

Dukaz. Predpokladame, Ze pro polynomy p a g existuji vzajemné riznd ¢isla aq, s, . .., auy, (i1 takova,
ze p(a;) = q(ay) pro i € {1,2,...,n,n + 1}. ProtoZze polynomy p a ¢ maji stupeni nejvyse n, je podle
véty 14.23 rozdil p — ¢ polynom stupné nejvyse n, ktery ma kotfeny ay, g, ..., ay, apy1. Téch kofeni je
vice, nez je jeho stupen. To podle véty 14.51 neni mozné jinak, nez ze je polynom p — ¢ nulovy. Takze
p = q a dukaz je hotov.

14.53. Poznamka. Bude néasledovat nékolik modelovych piikladti na rozklad polynomu na kofenové
Cinitele. Je potfeba si uvédomit, ze tyto priklady jsou schvalné voleny tak, aby se povedlo kofeny uhad-
nout. Poznamka 14.43 ale mluvi jasné: moc moznosti pii hledani korenti neméame. Modelové priklady na
hledani kofenil jsou casto typické tim, ze se da uhadnout kofen jako malé celé ¢islo nebo jednoduchy
zlomek. Abychom mohli hddat jen z koneéné mnoha moznosti, vyuzijeme nasledujici dvé véty.

14.54. Véta. Necht polynom p mé celoéiselné koeficienty ag, aq,...,a,. Je-li « celoc¢iselnym kofenem
polynomu p, pak « déli koeficient ayg.

Dukaz. Véta je specidlnim ptipadem nasledujici véty pro d = 1.

14.55. Véta. Nechf polynom p stupné n ma celociselné koeficienty ag, a1, ..., a,. Je-li = § raciondlnim
kofenem polynomu p a ¢isla ¢, d jsou celd nesoudélné, pak ¢ déli ag a d déli a,,.

Dukaz. Protoze § je kofen, plati

G0+a1§+a2 (§)2+---+an (g)nzo.

Po prevedeni ag na druhou stranu rovnosti, vynasobeni rovnosti ¢islem d” a vytknuti ¢isla ¢ dostavame
clard" ' + aged™™ % + azc?d" 2 4+ -+ anc" ) = —apd™.

7 w7

Cislo e = —d" je nesoudélné s ¢ a uvedené zavorka obsahuje celé &islo, které oznacime k. Vyse uvedena
rovnost mé tvar ¢ -k = ag - e. Cislo ¢ tedy musi délit ag. Nyni vyjadiime z ptivodni rovnosti a,,:

d(agd™ ' 4+ a1cd” 2 + apd" 3 + - F ap_ 1Y) = —auct.

Podobnou tvahou jako ptred chvili dospivame k zavéru, ze d musi délit a,,.
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14.56. Priklad. Najdeme rozklad na kofenové ¢initele polynomu z ptikladu 14.42, ktery je dan vzorcem
p(z) = 2% — 52° — 152* + 852 + 102% — 3722 + 360.

Podle véty 14.54 je mozno celociselné koteny hledat jen mezi déliteli ¢isla 360. Bohuzel déliteld ¢isla 360
je mnoho. Ctenaf si za doméci cvideni zkusi vechny délitele vypsat. Shled4, Ze jich je 48, pokud oviem
nezapomene zapsat i zaporné délitele. Obvykle zac¢iname dosazovat takové délitele, které jsou v absolutni
hodnoté co nejmensi. Tedy p(1) = 64 (neni kofen), p(—1) = 648 (neni kofen), p(2) = 0 (ejhle, je to koren)!
Navic, jak ukazuje ptriklad 14.42, je tento kofen dokonce trojnasobny, takze s vyuzitim vysledku toho
pitkladu mame p(z) = (23 + 2% — 21z — 45)(x — 2)3.

Dalsi kofeny polynomu p jsou uréité i kofeny polynomu z3 4 z2 — 21z — 45. Déle tedy hledame
kofeny jen tohoto kubického polynomu r. Hiddme déle celd ¢isla (protoze v modelovych prikladech nds
nikdo nebude nutit pouzit Cardanovy vzorce). Sta¢i se omezit na délitele ¢isla 45, tedy na ¢isla z mno-
Ziny {—45,—-15,-9,-5,-3,—-1,1,3,5,9,15,45}. Jednicku a minus jednicku uz jsme testovali s negativim
vysledkem v pripadé polynomu p, nemusime ji tedy zkouset znovu. Vyzkousime r(3) = —72 (neni kofen),
r(—3) = 0 (ejhle kofen)! Hornerovo schéma pro —3 vypada takto:

1 1 =21 —45

-3 -3 6 45
1 -2 -15 0
—3: -3 15
1 -5 0

Vidime, 7e ¢islo —3 je dvojnéasobny koien a Ze je 2° + 12 — 21x — 45 = (x +3)?(x — 5), takZe 5 je posledni
koren vysetfovaného polynomu. Mame rozklad:

x5 — 525 — 152 + 8523 + 102% — 3722 + 360 = (z — 2)*(x + 3)%(x — 5).

Polynom p m4 tedy nésledujici kofeny: 2 (trojndsobny kofen), —3 (dvojndsobny kofen) a 5 (jednondsobny
koten).

14.57. Piiklad. Najdeme rozklad polynomu 3z% — 82° + 2224 4 5423 — 522 — 262 na kofenové Einitele.

Ozna¢me vySetfovany polynom pismenem p. Pfedevsim, tento polynom ma koeficient ag = 0, takze
nula je korenem polynomu. Kofenovy ¢initel x — 0 piseme strucné jako = a vznikne jednoduse vytknutim
proménné x ze zadaného vyrazu:

p(z) = x (32° — 8* + 2223 + 54a? — 52 — 26).
Dale staci najit rozklad polynomu 3z° — 82* + 2223 + 5422 — 52 — 26, ktery oznac¢ime ¢. Nejprve hadame
celociselné kofeny mezi déliteli éisla 26: ¢(1) = 40 (neni koren), g(—1) = 0 (ejhle, kofen)! Navazujicim
Hornerovym schématem vyzkoumame jeho nasobnost:

3 -8 22 54 =5 =26

—1: -3 11 -33 -21 26
3 —11 33 21 —26 0
—1: -3 14 47 26
3 —14 47 26 0
—1: -3 17 —64

3 —17 64 -90

Cislo —1 je tedy dvojnésobnym kofenem a mame q(z) = (z + 1)3(32% — 1422 + 47z — 26) Déle bu-
deme rozklddat uvedeny kubicky polynom, ktery oznac¢ime r. Pokracujeme ve zkoumani délitelt ¢isla 26:
7(2) = 36 (neni kofen), r(—2) = —200 (neni kofen), r(13) = 4810 (neni kofen), r(—13) = —9594 (neni
kofen), r(26) = 44460 (neni kofen), r(—26) = —63440 (neni kofen). Z véty 14.54 plyne, Ze polynom r
nema zadny celodiselny koten. ProtoZe koeficient u nejvyssi mocniny je ag = 3 # 1, podle véty 14.55 je
mozné, ze kofenem bude zlomek, jehoz ¢itatel déli 26 a jmenovatel déli 3. Vyzkousime r(1/3) = —11,777
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(neni koten), r(—1/3) = —43,333 (neni kofen), r(2/3) = 0 (ejhle koten)! Pomoci Hornerova schématu
muzeme najit rozklad:
3 —14 47 -26
2/3: 2 -8 2

3 =12 39 0

Takze r(z) = (z — 2)(32? — 122 + 39). Kofeny kvadratického polynomu umime najt:

=2+ 3

124+ /144 — 468  12+iy/324 12+ 18i
6 o 6 N 6

Hledany rozklad tedy je
p(z) =3z (x+1)%(z — 2)(z — 2+ 3i)(x — 2 — 30).

Povsimnéte si, Ze v rozkladu je kromé korenovych €initeli uveden koeficient u nejvyssi mocniny ag poly-
nomu p. Na néj nesmime zapomenout. Polynom p méa nulu jako jednonasobny kofen, —1 je dvojnasobny
koten, % je jednonasobny kofen a konec¢né éisla 2 + 3i a 2 — 3¢ jsou vzajemné komplexné sdruzené
jednonasobné koteny.

14.58. Priklad. Pokusime se najit rozklad na kofenové ¢initele polynomu z piikladu 14.33, tedy
p(x) = 22° — 327 — 112°% + 52° + 112® — 22* — 92 — 2.

Pokud ma tento polynom raciondlni kotfeny, pak podle véty 14.55 jejich citatel musi délit dvojku a
jmenovatel musi také délit dvojku. Kofeny budeme tedy hadat z mnoziny {—2, —1, —%, %, 1,2}. Pustme
se do toho: p(1) = —9 (neni kofen), p(—1) = —17 (neni kofen), p(2) = —356 (neni kofen), p(—2) =
—48 (neni kofen), p(1/2) = —5,656 (neni kofen), p(—1/2) = 0,328 (neni kofen). Zjistili jsme, Ze tento
polynom nemé racionalni kofeny. Podle fundamentéalni véty algebry 14.45 tento polynom kofen maé,
podle jednoduchych disledkt této véty tento polynom dokonce mé osm kofent, pokud kazdy pocitame
tolikrat, kolik je jeho nasobmnost. Tyto kofeny jsou zfejmé iracionalni ¢isla nebo se jedna o komplexni
kofeny s nenulovou imaginarni casti. Bohuzel, ani jeden takovy kofen neumime najit, ackoli koeficienty
toho polynomu vypadaji celkem nevinné (jsou to mald celd ¢isla). Mizeme tedy pouze prohlésit, ze
rozklad na korenové ¢initele tohoto polynomu existuje, ale nevime, jak tento rozklad vypada.

Chtél bych velmi upozornit, ze toto je obvykly jev. Pokud ndhodné vybereme z osudi, ve kterém jsou
vSechny polynomy, jeden, pak skoro jisté neumime najit jeho koteny. Desitky, mozné stovky, ptrikladi,
které se vyskytuji v ucebnicich zakladniho kurzu o polynomech, jsou vyumélkované a voleny tak, aby
bylo mozné néjak kofeny najit. Daleko typictéjsi je ovSsem priklad tento: kofeny najit neumime.

V praxi se mtizeme setkat navic s polynomy vysokych stupnti, jejichz koeficienty ani nejsou cela cisla.
Pak si mizeme byt skoro jisti, ze kofeny najit nelze. Protoze ale tiloha rozkladu na kofenové cinitele a
hledani kofentl je pro dalsi vypocty vétsinou potfebnd, je nutné pristoupit k hledani kofent alespon
priblizné numerickymi metodami. Tato problematika ale nespada do naplné tohoto textu.

Pro ilustraci jsem pouzil fesitko v Maple, které mé v sobé zabudovany numerické metody hledani
korenu. Pro dany polynom vySel tento priblizny vysledek:

z1 = —2,05376, o= —0,55262, z3=—0,25957, x4 = 2,99882,
w56 = —0,26936 + 1,002797, 275 = 0,95292 + 0,376621,

p(x) =2(x —x1) (x — 22) (x — x3) (v — 24) (x — x5) (v — x6) (x — z7) (x — x8).

14.59. Priklad. Najdeme rozklad polynomu 2™ — a na kofenové ¢initele.
Vyuzijeme vysledku prikladu 14.44. Rozklad na kotfenové Cinitele je

n—1
n N a+2kr . a+2kw
—a= — - —_— 14.6
" —a ]};[0 (:I: V| al <cos - + isin - , (14.6)

kde symbol [] zna¢i souéin vyrazi, které nasleduji, pro k& od nuly do n — 1.
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14.60. Piiklad. Najdeme rozklad polynomu z® — 1 na kofenové &initele.
Je potieba najit osmé odmocniny z jedné. Jednicku pisme jako 1 = 1 ¢
ve tvaru

0+2k7) Vechny kofeny jsou

ok k k
Y1 = A" :cos%+isinzﬂ-, ke{0,1,2,3,4,5,6,7}.
Prok=0je Y1=1,prok=1ak="7]e %z%ii?,prok:2ak:6je Y1 = +i, pro
k=3ak=>5je V1= —% + z? a konetné pro k = 4 je ¥/1 = —1. Z tohoto hlediska je nutno
tento priklad povazovat za modelovy, nebot potfebné hodnoty funkci sinus a kosinus byly tabulkové.
Kdybychom po¢itali nap¥. {/1, tabulkovych hodnot bychom nemohli vyuzit a museli bychom nechat
vysledek ve tvaru (14.6) nebo jej vy¢islit numericky. Rozklad polynomu x® — 1 na kofenové éinitele je

1= (z—1) (2 —L2 i) (2 - L +iL) (z—i) (x+1) (z+ L2 —iL) (¢ 4+ L2 +i2) (z+1).

14.61. Poznamka. V piikladech 14.57, 14.58, 14.60 vysly komplexni kofeny vzijemné po dvou kom-
plexné sdruzené. Nésledujici véty ukazuji, Ze se nejedné o ndhodu, ale pro polynomy s redlnymi koeficienty
je to zakonita vlastnost.

14.62. Véta. Je-li a koren polynomu p s redlnymi koeficienty, pak komplexné sdruzené ¢islo @ je také
kofenem polynomu p.

Dukaz. Pfipomenu, Ze komplexné sdruzené ¢islo zna¢ime pruhem nad cislem a definujeme jako ¢islo
s opacnou imaginarni ¢asti, tj. a + b = a — ¢b. Déle je potieba pripomenout zékladni vlastnosti:

x =T pravé kdyz = € R, protoze a + 0i = a — 0i = a.

T+y=2z+y,protoze a+ib+c+id=a+c—i(b+d)=a+ib+c+id.

Ty = Ty, protoze (a —ib)(c —id) = ac — bd — i(bc + ad) = ac — bd + i(bc 4 ad) = (a + ib)(c + id).
" =", protoze x - x" 1 = xan—1 = 7.

8

Jelikoz « je kofen, plati p(a)) = 0. Mame dokazat, ze p(@) = 0.
p(@) =ap+a@+a@ +---+a,@" =G+ a  a+ag ac+---+a, a =

—Go+ma+az a2+ +a, ar =

0
=ap +ara+aza? + -+ a,a” = pla) =0=0.

Nejprve jsme vyuzili toho, ze koeficienty ag, aq, ..., a, jsou realné. Dalsi rovnosti plynou ze zakladnich
vlastnosti komplexné sdruzeného disla.
Véta nevylucuje piipad, Ze a je redlny kofen. Pak ale @ = «, coz je také (tentyz) kofen.

14.63. Véta. Nechf « je kofen nenulového polynomu p s redlnymi koeficienty. Pak kofeny « a @ maji
stejnou nasobnost.

Dukaz. Predpokladejme, Ze nasobnost kofene « je k a nasobnost @ je k. Bez Ujmy na obecnosti je
mozno predpoklddat k < k’. V rozkladu na kofenové ¢initele polynomu p se vyskytuje kromé (z — «)
také ¢initel (z — @). Soucin téchto dvou ¢initelt

(x —a)(x —a) = (x — a—ib)(x — a+ ib) = 2* — 2ax + a® + b?

je polynom s realnymi koeficienty. Ozna¢me jej ¢. Polynom ¢* mé také realné koeficienty a navic déli
polynom p beze zbytku. Ozna¢me p/q = r. Polynom r ma (diky algoritmu pro déleni polynomu polyno-
mem) redlné koeficienty. NemuzZe se tedy stat, aby r mél jen kofen @, a pfitom nemél kofen «. Nédsobnosti
tedy museji byt stejné.

14.64. Poznamka. Pokud je déan polynom s redlnymi koeficienty, pak podle pfedchozi véty ma stejny
pocet korenovych ¢initelt tvaru « — « jako ¢initeli tvaru  —a. Tyto ¢initele miizeme po dvou roznasobit
a vytvorit tak kvadratické polynomy s redlnymi koeficienty

(x—a)(z—a)=(z —a—ib) (x —a+ib) = 2> — 2ax + a® + b* = 2% + cx + d.

Tim se v rozkladu na soucin polynomi vyhneme praci s komplexnimi ¢isly. To mize byt pro uzivatele,
ktery pracuje s realnymi polynomy a ocekava tedy realné rozklady, dilezité. Zformulujeme proto vétu
o realném rozkladu na soucin polynom.
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14.65. Véta. Necht nenulovy polynom p stupné n mé redlné koeficienty. Necht aq,as,...,as jsou
vSechny jeho vzajemné rizné realné kofeny s nasobnostmi po fadé ki, ko, . .., ks. Necht (1, 51, ..., B, Br
jsou vSechny vzajemné ruzné komplexni kofeny polynomu p s nenulovou imaginarni casti, které maji
v souladu s vétou 14.63 nasobnosti po fadé ry,r1, 72,79, ...,7,7¢. Pak je

n=ki+k+- ks +2(r1+ro+---+r)
a existuji redlnd ¢isla ¢;, d;, pro i € {1,...,t} tak, Ze pro vSechna z € R je
p(x) = an (x — a))™ (z — a)* - (& — ) (2 + 1o + dy) (2% + cox + d2)™ - - - (2% + ey + dy)™.
Uvedeny vzorec se nazyva redlny rozklad polynomu p.
Diikaz. Je (z — 3;)(z — 3;) = 2% + ¢;x + d;, viz poznamku 14.64. Ve ostatni plyne z véty 14.50.

14.66. Priklad. Rozklad na kotfenové ¢initele v piikladu 14.56 je soucasné redlnym rozkladem, protoze
polynom nemé komplexni kofeny s nenulovou imaginarni ¢asti.
Polynom z pifkladu 14.57 ma redlny rozklad p(z) = 3z (v + 1)*(z — 2) (2* — 4z + 13).
Polynom z pifkladu 14.60 ma redlny rozklad p(z) = (z—1) (z+1) (22+1) (22 +v22+1) (222 2+1).
Konec¢né polynom z ptikladu 14.58 ma redlny rozklad priblizné:
p(z) =2 (x —x1) (x — 22) (v — 23) (x — 24) (2 + 0,53872 2 + 1,07814) (2% — 1,90584 = + 1,0499).

14.67. P¥iklad. Rozlozime polynom x® — 10z* + 3223 — 822 — 1402 + 200 na realné kofenové ¢initele.
Vyuzijeme pritom napovédy, ze ¢islo 3 + ¢ je kofenem tohoto polynomu.

Predevsim je ziejmé, Ze se jednd o modelovy piiklad. Je totiz neredlné, aby ndm v redlném zivoté
nékdo napovidal neredlny kotfen redlného polynomu.

Protoze ma polynom realné koeficienty, je podle véty 14.62 také ¢islo 3 —i kofenem. Zname tedy dva
kotfeny. Nyni mame dvé moznosti, jak dale postupovat. Mtizeme naptiklad pomoci Hornerova schématu
dosadit jednak 3 + ¢ a néasledné 3 — ¢ do polynomu. Druhou moznosti je roznasobit kofenové Cinitele
prislusejici zndmym kotfenim a podélit vyslednym kvadratickym polynomem dany polynom. Vyzkousime
si obé metody.

Nejprve zkusime dosazovat kofeny do Hornerova schématu. Zpocatku to ptijde ztuha, protoze ¢lovek
nenasobi dvé komplexni ¢isla mezi sebou denné.

1 —10 32 -8 —140 200
3+ 3+1 —22 -4 34 — 24 80 + 207 —-200

1 =T+ 10 — 42 26 — 24 —60 + 20¢ 0
3—u: 3—1 =12+ 44 —6 + 2t 60 — 20z

1 —4 -2 20 0

Ne ndhodou méame na poslednim Ffadku schématu realnd ¢isla. Tento Fadek totiz obsahuje koeficienty
polynomu r, pro ktery je p(x) = (x — 3 — i) (x — 3 4+ i) r(z). Jak jsme ukdzali v dikazu véty 14.63,
polynom r mé redlné koeficienty. Je tedy p(z) = (z — 3 — i) (v — 3 + i) (2® — 422 — 22 + 20).

Nez zacneme rozklddat polynom 7, zkusime se ke stejnému mezivysledku dostat druhou metodou.
Roznasobime nejdiive kofenové ¢initele (z —3—i) (z —3+i) = 22 — 62+ 10. Tim jsme se hned na zacatku
zbavili malého mékkého i. Abychom ziskali polynom r, musime bohuZel délit polynom p polynomem
2?2 — 6z + 10.

(2% — 102* + 3223 — 822 — 140x + 200) : (22 — 62 + 10) = 23 — 422 — 22 + 20
— (2% — 62* 4 1023)

—dx* + 2223 — 822 — 1402 + 200
—(—4z* + 2423 — 402?)

—223 + 3222 — 140z + 200
—(—22% + 1222 — 20x)

2022 — 120z + 200
— (2022 — 120z + 200)

0
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Ne nahodou vysel zbytek po déleni nula. Polynom 22 — 6z + 10 musi délit polynom p, protoze se jedna
o soucin kofenovych ¢initeld.

Nyni se ndm obé metody setkavaji. Potfebujeme rozlozit polynom r na kofenové Cinitele. Hidame
mezi déliteli ¢isla 20: (1) = 15 (neni kofen), r(—1) = 17 (neni kofen), r(2) = 8 (neni kofen), r(—2) =0
(ejhle kofen)! Po vydéleni kofenovym éinitelem 2 + 2 (nebo pouzitim Hornerova schématu) dostédvame
r(x) = (z + 2) (% — 6 + 10). Protoze polynom x? — 6 + 10 uz v rozkladu jednou mame, shleddvime, Ze
kofeny 3 4 ¢ jsou dvojnasobné. Realny rozklad polynomu p tedy je

p(z) = (z +2) (2? — 6 + 10)*.

14.68. Poznamka. V kalkulu jedné proménné se studenti vétsinou seznamuji se skutecnosti, ze funkce
dané podilem polynomt lze integrovat tak, ze se tento podil rozepise na soucet polynomu a parcialnich
zlomkt. Pfitom polynomy se integruji snadno a pro kazdy typ parcidlniho zlomku existuje integracni
vzorecek.

Podlé véty 14.26 je mozné funkci danou podilem polynomi ¢asteéné podélit. Plati p/q = r + z/q,
pritom stupen z je mensi nez stupeii ¢. Zlomek z/q je déle mozno rozepsat na soucet parcialnich zlomki,
jak uvidime v nasledujici vété 14.71. Nejprve ovSsem potrebujeme dokadzat pomocnou vétu:

14.69. Véta. Necht stupen polynomu p je mensi neZ stupeii polynomu ¢ a necht o € C je k-ndsobnym
kofenem polynomu ¢. Symbolem ¢; ozna¢me polynom, ktery splituje ¢(z) = (r — a)¥q1(z) pro viechna
x € C. Pak existuje ¢islo a € C a polynom p; tak, ze plati

p(z) a p1(7)
@) @-aF  @-aa@

)kfl

pro vSechna z € C s vyjimkou kofenii polynomu ¢. Pf¥itom stupen p; je mensi nez stuper (z—« q1(z).

Dikaz. Vynasobenim dokazované rovnosti polynomem ¢ dostaneme ekvivalentni rovnost:
p(z) = aqi(x) +pi(x) (x — a).

Dosazenim z = « dostavame p(a) = aqi(a), tedy a = p(a)/q1(c). Tento vypocet lze provést, protoze
diky véte 14.41 je g1 () # 0.

Polynom p(z) — a g1 (z) mé kofen a € C, protoze p(a) — (p(a)/q1()) ¢1 () = 0. Existuje tedy podle
véty 14.38 polynom p; tak, ze p(x) — aqi(z) = p1(x) (x — «). Pfi¢tenim a ¢;(x) a vydélenim polynomem
q dostavame dokazovanou rovnost.

Protoze St(p1)+1 < max(St(p), St(q1)) < St(q), je St(p1) < St(q)— 1. Takze plati i tvrzeni o stupni
polynomu p;.

14.70. Véta. Nechtf stupenl polynomu p je mensi nez stupeil polynomu g a necht a je k-ndsobnym
kofenem polynomu ¢. Symbolem ¢; ozna¢me polynom, ktery splituje ¢(z) = (r — a)¥qi(z) pro vSechna

x € C. Pak existuji ¢isla ay,aq,...,ar € C a polynom p, tak, ze plati:
x ay ap— a x
plx) _ k - k1k71+'.'+ 1 pa(z)
gz)  (z—a)f  (z—a) (z—a)  q(z)

pro vSechna x € C s vyjimkou kotfentl polynomu ¢. Pfitom stupen ps je mensi nez stupen g .
Dukaz. Opakovanym pouzitim véty 14.69.

14.71. Véta. Podil polynomu p/q, kde stupen p je mensi nez stupen ¢, je roven souc¢tu koneéné mnoha
tzv. parcialnich zlomki tvaru:
a
(r — a)v

kde a € C je konstanta, o € C je koren ¢ nasobnosti k a u < k, u € N.

Dukaz. Pouzijeme vétu 14.70 postupné na vSechny kofeny polynomu q.
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14.72. Poznamka. Dilkazy vét 14.69 a 14.70 jsou konstruktivni, tj. poskytuji navod, jak spocitat kon-
stanty, které se vyskytuji v ¢itatelich viech parcialnich zlomké. Ctenaf by mél umét po peclivém pfedteni
téchto diikazli implementovat algoritmus, ktery pro kazdé dva polynomy p a ¢ (stupeii p je mensi nez
stupenl ¢ a u polynomu ¢ jsou zndmy kofeny) sestavi soucet parcidlnich zlomk.

V kurzech kalkulu jedné proméné se pii integrovani lomenych funkci (tj. funkei ve tvaru podilu
polynomil) pracuje s vybranymi piiklady, ve kterych se podaii najit kofeny jmenovatele. Je tieba si ale
uvédomit, ze pokud se nepodaii kofeny jmenovatele pfesné najit (coz je u polynomu stupné pateho a
vyssiho obvyklé), pak nelze presné sestavit ani parcidlni zlomky a integrovat mtzeme jen ,teoreticky“.

14.73. Poznamka. Abychom se pii integraci vyhnuli komplexnim ¢isltim, rozepisuji se podily polynomu
s realnymi koeficienty na soucet parcidlnich zlomkt dvou druhti. Véta o souctu redlngych parcidlnich
zlomkd ma tvar:

14.74. Véta. Podil polynomii p/q, kde stupenn p je mensi nez stupeni ¢ a oba maji realné koeficienty, je
roven souc¢tu koneéné mnoha tzv. parcidlnich zlomkid tvaru:
a bx + ¢

——— nebo ————,

(x — a)v (22 + sz +t)
kde a € R je konstanta, a € R je kofen polynomu ¢ nasobnosti k a u < k, u € N. Déle b,c € R jsou
konstanty, kvadraticky polynom (22 + sz + t) m4 realné koeficienty a je souc¢inem (z — 3) - (z — 3), kde
b€ C, 3 ¢R je kofen polynomu ¢ nasobnosti r a plati v <r, v € N.

Dukaz. Ve vétach 14.69 a 14.70 nahradime vSude mnozinu C mnozinou R. Véty pak plati za pfedpo-
kladu, Ze p a g jsou polynomy s realnymi koeficienty. K tomu musime pouzit jesté nasledujici vétu:

14.75. Véta. Necht p a ¢ jsou polynomy s redlnymi koeficienty a necht stupen p je mensi nez stupen q.
Predpokladejme, ze 8 € C, # € R je k-nasobnym kofenem polynomu ¢. Symbolem ¢; ozna¢me polynom,
ktery splituje ¢(z) = (z — 3)*(z — B)*¥q1(x) pro viechna z € C. Pak existuji ¢isla b € R, ¢ € R a polynom
p1 s redlnymi koeficienty tak, ze plati

pla) _ bave p@)
(@) " @D @ - B @)

pro vSechna = € C s vyjimkou kofend polynomu ¢. Pfitom stupen polynomu p; je mensi nez stupen

(z =Bz = B)* ().

Dukaz. Vynasobenim dokazované rovnosti polynomem ¢ dostaneme ekvivalentni rovnost:
p(x) = (bx +¢) q1(z) + p1(z) (x — B) (z — B).

Dosazenim x = 3 dostéavame p(3) = (b5 + ¢) ¢1(8). Musi tedy platit b5+ ¢ = p(5)/q1(5). Tento vypocet
lze provést, protoze diky vétam 14.41 a 14.63 je ¢1(8) # 0.

Oznac¢me = u-+iv ap(f)/q1(8) = t+is, kde u,v,t,s € R. Je b(u+iv) +c=t+1is, takze b = s/v
ac=t—(s/v)u. Z vypoctu plyne, Ze ¢isla b, ¢ existuji a jsou redlna.

Polynom p(z) — (bx+c) g1 (x) mé koten 3 € C, protoze p(3) — (p(3)/q1(3)) ¢1(3) = 0. Tento polynom
mé také kofen 3, protoze ma reélné koeficienty a plati véta 14.62. Existuje tedy podle véty 14.38 polynom
p1 s realnymi koeficienty tak, ze p(x) — (bx + ¢) q1(x) = p1(x) (x — B)(z — [3). Pfictenim (bx + ¢) q1(z) a
vydélenim polynomem ¢ dostavame dokazovanou rovnost.

Protoze St(p1) + 2 < max(St(p), St(q1) + 1) < St(q), je St(p1) < St(q) — 2. Takze plati i tvrzeni
o stupni polynomu p;.

14.76. Poznamka. Ukazkové priklady na prevod lomené funkce na soucet parcidlnich zlomku najde
¢tenal v mnoha jinych ucebnich textech ke kalkulu. Nebo muze pouZit matematicky software, ktery
zvlada rozpis na soucet parcidlnich zlomki. Néas zde hlavné zajimalo zdivodéni vyslovenych vét.

14.77. Definice. Necht polynom p mé koeficienty z n&jakého télesa T'. Pokud vyhodnocujeme polynom
jen pro x € T a operace +, - ve vzorci pro hodnotu polynomu jsou operace definované v télese 1T', pak
tikdme, ze polynom p je nad télesem T

Necht p je polynom nad télesem T. Rikame, ze p je reducibilni v T, pokud existuji polynomy ¢, r
stupné aspon prvniho nad T tak, ze p = gr. Polynom p je wreducibilni v T', jestlize neni reducibilni v T'.
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14.78. Poznamka. Slovo ireducibilni mizeme pielozit jako nerozlozitelny na soucin polynomil nizsiho
stupné v ¢iselném oboru koeficientl, ktery je stanoven télesem 7'. Napiiklad polynom x2 41 je ireducibilni
v R, ale nenf ireducibilni v C, protoze 2% + 1 = (x — i)(z + i).

7 definice je zfejmé, Ze konstantni polynomy a polynomy stupné prvniho jsou urcité ireducibilni
v libovolném télese, protoze podle véty 14.23 nemohou existovat dva polynomy stupné aspon prvniho,
jejichz soucin je polynom stupné nejvyse prvniho.

7 fundamentalni véty algebry plyne tento dulezity poznatek: ireducibilni polynomy v C jsou pouze
polynomy stupné nejvyse pruniho, nebo jinak: vsechny polynomy stupné asporn druhého jsou v C reduci-
bilni, nebo jesté jinak: pro kaZdy nenulovy polynom existuje rozklad na korenové cinitele, coz je rozklad
na soucin ireducibilnich polynomi v C.

Redlny rozklad popsany ve vété 14.65 je rozkladem na soucin ireducibilnich polynomi v R. Z této
véty plyne, Ze ireducibilni polynom v R md stuperi nejuyse 2. Ireducibilni polynom ax? +bx +c v R
stupné druhého pozname tak, Ze mé zaporny diskriminant D = b? — 4ac.

Ma-li polynom stupné aspon druhého nad télesem T kofen v télese T, pak je reducibilni v T.
Obrécené tvrzeni ,nem4-li polynom v télese T' koten, pak je ireducibilni v 7% neplati. Napiiklad (22 +1)?
nemé v R koten, ale lze jej rozlozit na sou¢in polynomt (x2 + 1) (22 + 1) s redlnymi koeficienty.

14.79. Piiklad. Polynom z® — 1 z ptikladu 14.60 m4 rozklad na souéin ireducibilnich polynomt v C:
B 1= (o) (= F i) (= E i) (1) (4 ) (2 i) (o i) (o 1),
zatimco rozklad téhoz polynomu na soucin ireducibilnich polynomt v R je
B -l=(x-1)(+1)@*>+1) (@ +V2z+1)(2* —V2z+1)
a konecné rozklad na soucin ireducibilnich polynomi v Q (télese racionalnich ¢isel) vypada nasledovné:
8 _ 2 4
" =1=(r—-1)(z+1) (2" +1) (" +1).

14.80. Shrnuti. Polynom jsme zavedli jako funkci danou vzoreckem /14.3/ nebo jako vzorecek sa-
motny /14.8/. Definovali jsme soucet a skaldrni nasobek téchto vzorecku /14.9/ a ukézali, Zze tvori
linedrni prostor /14.12/, ktery je izomorfni s prostorem polynomu jako funkei /14.17/.

Kromé séitani polynomu a nasobeni polynomu konstantou umime polynomy také nasobit mezi se-
bou /14.22/ a hledat ¢asteény podil /14.26/.

Uvedli jsme si /14.34/, ze Hornerovo schéma umozni nejen efektivné vyhodnocovat polynomy ve zvo-
lenych bodech «, ale mezivypocty navic tvoii koeficienty ¢aste¢ného podilu vyhodnocovaného polynomu
polynomem (z — «).

Definovali jsme kofen polynomu /14.37/ a dokézali, Ze polynom je délitelny svym kofenovym ¢ini-
telem beze zbytku /14.38/. Z toho vyplynul rozklad polynomu na souéin kofenovych ¢initeld /14.39/.
Zakladni véta algebry /14.45/ zarucuje, Ze tento rozklad lze provést v oboru komplexnich ¢isel. Pritom si
musime byt védomi, ze pro obecné polynomy stupné patého a vyssiho vzorce na presny vypocet kofent
z koeficinetti neexistuji /14.43/, takze rozklad je mozné psét jen teoreticky.

Uvedli jsme si véty /14.54, 14.55/, které uvadéji, ze v pripadé celo¢iselnych koeficient déli pfipadné
celociselné koreny koeficient ag resp. pripadny racionalni kofen ma jisty vztak ke koeficientim ag a a,.
OvSem problém je v tom, Ze polynom s celoéiselnyi koeficienty nemusi mit zadny racionéalni kotfen (coz
je navic typickéd vlastnost). Pomtze ndm to ke hledéni kozent jen pro ,modelové piiklady*.

Véty /14.62, 14.63/ Fikaji, ze polynomy s redlnymi koeficienty maji své neredlné komplexni kofeny
v parech vzajemné komplexné sdruzené a stejné nasobnosti. To inspiruje k redlnému rozkladu polynomu
na soudin: sta¢i snasobit kofenové ¢initele typu (x — «)(z — @), coz je kvadraticky polynom s redlnymi
koeficienty a se zapornym diskriminantem.

Kratce jsme zminili rozklad raciondlni lomené funkce na parcidlni zlomky /14.71, 14.70/ véetné
redlné alternativy /14.74, 14.75/.

Definovali jsme pojem ireducibilni polynom /14.77/.
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15.1. Poznamka. Nésledujici text az do konce kapitoly je ponékud abstraknéjsi povahy. Pfitom se jeho
znalost nepfedpokladd pro pochopeni dalsich kapitol. Pokud tedy ¢tenai nechce byt hned v pocatku
studia zahlcen pojmy o algebraickych strukturach, mtze tento text preskocit.

15.2. Poznamka. Realna ¢isla jsou mnozina prvki, které umime vzajemné séitat a vzdjemné nésobit.
Presnéji, je to mnozina R, na které jsou definovany obvyklé operace +: Rx R —- Ra-:RxXxR — R
s jistymi vlastnostmi (asociativni zdkon, distributivni zdkon, atd.). Témito vlastnostmi se budeme in-
spirovat a pokusime se vybudovat abstraktni algebraickou strukturu, tzv. téleso. Jednim z moznych
konkrétnich piikladd té€lesa pak samoziejmé budou redlnd ¢isla. Jenomze kromé nich budeme nachézet i
jiné ptiklady téles. Zacneme nejprve strukturou s jedinou operaci.

15.3. Definice. Mnozinu G, na které je definovana operace o: G x G — G nazyvame grupou, pokud
pro tuto operaci plati:

(1) Va,y,z€G:(xoy)oz=x0(yoz) (asociativni zdkon),
(2) Je €@, prokteré plati Ve € G:eox =z 0e =21 (existence neutrdlniho/jednotkového prvku),
(3) VeeGIyeG:zoy=yox=e (existence opacného/inverzniho prvku y pro kazdy prvek z).

Pokud navic plati
(4) Ve,ye G:zoy=yox (komutativni zékon),

pak grupu G nazyvame komutativni grupou. Z historickych davodu a z tcty k norskému matematikovi,
ktery rozpracoval teorii grup a bohuzel zemfel mlad na zakefnou nemoc ve véku 26 let, se komutativni
grupa nazyva téz Abelova grupa.

15.4. Poznamka. Niels Abel mimo jiné pomoci teorie grup dokazal, Ze nelze pro obecny polynom stupné
vyssiho nez 4 najit vzorec na vypocet jeho kofent z jeho koeficientti. Pro polynomy stupné 1, 2, 3 a 4
pritom takové vzorce existuji. Pro stupen 2 se jej zaci uéi zpaméti: x1 5 = (—b £ vb% — 4ac)/2a.

15.5. Priklad. Jednoprvkovd mnozina G = {e} s operaci e © e = e je nejmensi moznou grupou.

15.6. Priklad. Mnozina R s operaci s¢itani tvoii grupu. Skuteéné plati asociativni zakon pro s¢itani
redlnych ¢isel: (x +y) + 2z = x + (y + 2), déle existuje neutralni prvek 0, pro ktery 0+ =z +0==z a
konecné pro kazdé x € R existuje y = —x tak, ze +y = y+ 2 = 0. Navic se jedna o grupu komutativni,
protoze s¢itani realnych c¢isel je komutativni.

Pokud operaci grupy zna¢ime symbolem ,,+“ (jako v tomto piikladé), pak obvykle o prvku e z vlast-
nosti (2) mluvime jako o neutrdlnim prvku a zna¢ime ho symbolem ,,0“ (téz nula, nulovy prvek) a prvek
y z vlastnosti (3) nazyvame opacny a znac¢ime —x. Pficteni opacného prvku v komutativni grupé pak
nazyvame odecitani a misto a + (—b) piSeme a — b.

15.7. Priklad. Mnozina R \ {0} s operaci nasobeni tvofi grupu. Skuteéné plati asociativni zadkon pro
nasobeni redlnych ¢isel: (z-y)-z = - (y- z), dale existuje jednotkovy prvek 1, pro ktery 1.z =z-1 ==z
a kone¢né pro kazdé x € R\ {0} existuje y = 27! tak, ze -y = y -z = 1. Navic se jedna o grupu
komutativni, protoze nasobeni realnych ¢isel je komutativni.

Pokud operaci grupy zna¢ime symbolem ,-“, pak obvykle prvek e z vlastnosti (2) znac¢ime symbo-
lem ,,1“ (jedna, jednotkovy prvek). Prvek y z vlastnosti (3) nazgvame inverzni a zna¢ime x~!. Nasobeni

inverznim prvkem v komutativni grupé nazyvame déleni a misto a - b~! piSeme a/b nebo 2.

15.8. Priklad. Mnozina R s operaci ndsobeni netvoii grupu, protoze 0 nemd inverzni prvek.

15.9. Pfiklad. MnoZina vSech redlnych funkei F = {f: R — R, f je prostd a ,na“} s operaci skldddni
funkci o: F x F — F, definovanou pomoci (g o f)(z) = g(f(x)) Vz € R, tvofi grupu. Skutecné plati
asociativni zadkon (f og)oh = f o (goh) a existuje jednotkovy prvek: identické zobrazeni i, pro které
i(r) = z. Ke kazdé prosté funkci f lze setrojit funkci inverzni f~1 tak, ze fo f~* = f~1o f = i. Piitom
se nejednd o grupu komutativni, protoze naptiklad pro f(x) = 23, g(z) = 1+ je (f o g)(z) = (1 + )3,
zatimco (go f)(z) = 1+ 2>,
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15.10. Pfiklad. Kdybychom v pfedchozim piikladé misto funkci f z R na R uvazovali prosté zobrazeni
p z néjaké mnoziny M na M, dostavame znovu grupu, kterd nemusi byt komutativni. V pripadé konec¢né
mnoziny M se jedna o grupu permutaci.

15.11. Pf¥iklad. Mnozina M C R™" v8ech reguldrnich matic (viz 6.35) s operaci ndsobeni matic tvofi
priklad nekomutativni grupy.

15.12. Priklad. Mnozina éisel {0,1,2,...,k — 1} s operaci a ® b = a + b modulo k tvori komutativni
grupu. Pripomindme, Ze ,x modulo y“ je zbytek pfi déleni ¢isla x Cislem y. Neutrdlnim prvkem této
grupy je 0 a opa¢nym prvkem k prvku a # 0 je prvek k — a. Samozfejmé, opacnym prvkem k prvku
neutralnimu je prvek neutralni, coz ostatné plati v libovolné grupé.

15.13. Pfiklad. Linearni prostor se svou operaci séitani vektord (podle definice 1.6) tvoii komutativni
grupu. Skute¢né, asociativni zdkon je postulovan vlastnosti (2) v definici 1.6, neutrdlnim prvkem je
nulovy vektor (viz vlastnost (1) véty 1.7) a opacny vektor k vektoru x je vektor —a = (—1) - &, protoze

(-1) z+x=(-1)-z+1-z=(-1+1)-z=0-x =o.
Kone¢né z vlastnosti (1) definice 1.6 plyne, Ze se jednd o grupu komutativni.

15.14. Poznamka. Obracené, pomoci pojmu grupa muzeme vyznamné zkratit nasi definici linedrniho
prostoru 1.6:

Linedrnim prostorem je mnozina L, kterd s operaci +: L x L — L tvori komutativni grupu. Dale
musi byt na mnoziné L definovana operace -: R x L — L, s vlastnostmi Vo, 3 € R,Va,y € L:

(A) a- (8 -z)=(ap) =,

B) a-(x4+y)=a-z+a- vy,
(C) (a+p) xz=a-xz+[- =,
D) 1=

Vzhledem k tomu, ze vlastnosti (1), (2) definice 1.6 pfimo koresponduji s vlastnostmi komutativni
grupy, staci ovétit, Ze nam z této nové definice vyplyne vlastnost (7) definice 1.6, kterd jedina zde chybi.
Existence nulového vektoru je zajisténa jako existence neutralniho prvku o v grupé. Je potieba ukazat,
ze pro libovolny « € L je vektor 0 -« roven neutralnimu prvku o. K vektoru 0 - & ovSem existuje v grupé
prvek opaény — 0 - . Ten pfi¢teme k obéma strandm rovnice 0-x = (0+0) - =0 -x + 0 - 2. Na levé
strané dostavame 0-a 4+ (—0-x) = o. Na pravé strané je 0-x +0-xz+ (-0-2) =0-x+0=0" .
Porovnanim levé a pravé strany mame vysledek o =0 - .

15.15. Poznamka. Axiomy grupy v definici 15.3 explicitné neuvadéji, ze v grupé existuje jen jediny
neutralni prvek a ke kazdému prvku existuje jen jediny prvek opacny. Nasledujici véta ukazuje, ze to
nicméné plati jako jednoduchy dusledek axiomt.

15.16. Véta. (A) Kazda grupa mé jen jediny neutralni/jednotkovy prvek. (B) Ke kazdému prvku grupy
existuje jediny opac¢ny /inverzni prvek.

Dukaz. (A) Predpokldddme dva neutralni prvky e, eo. Musi platit e; = e; 0 eq, protoze es je neutralni.
Musi také platit e; = e1 © eo, protoze e; je neutralni. Takze e; = e; © ea = es a neutralni prvky se nelisi.

(B) Necht z € G ma dva inverzni/opacné prvky y; a ys. Oznacme e neutralni prvek. Pak plati:
y1=ecoy1=(y20x)0y1 =y20 (T O Y1) = Y2 O € = ya, takze y; = yo.

15.17. Véta. Necht na neprazdné mnoziné G je déana operace o : G x G — G, pro kterou plati asociativni
zédkon (1) z definice grupy 15.3. Pak vlastnosti (2) a (3) z definice grupy jsou ekvivalentni s vlastnosti:
pro kazdé a,b € G existuji x,y € G, které fesi rovniceaox =bayoa=>".

Diikaz. Necht nejprve plati vlastnosti (1), (2), (3) z definice grupy 15.3. Ozna¢me a~! inverzni prvek
k prvku a. Pak 7 = a=! o b fesi rovnici a 0z = b, protoze a o (a1 0ob) = (aca)ob=eocb=nh.
Z podobnych dtvodii y = b o a~! fesi rovnici y o a = b.
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Necht nyni plati asociativni zakon (1) a umime Fesit uvedené rovnice. Volme a € G. Oznalme e,
feSeni rovnice a o x = a, tj. plati a o e, = a. UkdZeme nejprve, Ze pro libovolné b € G je bo e, = b. Necht
y € G Tesi rovnici yoa = b. Pak plati boe, = (yoa)oe, =yo(aoe,) =y oa=b. Vidime tedy,
7e TeSeni e, rovnice a © x = a nezavisi na volbé prvku a, takZe staci prvek e, oznacovat e. Podobné lze
ukézat, ze také FeSeni rovnice y © a = a nezavisi na volbé& prvku a. Ozna¢me toto feseni f. Nyni podobné
jako v dikazu véty 15.16 je f oe = f, protoZe e feSi a0 e = a a plati f oe = e, protoze f fesi f oa = a.
Takze e = f a toto je jednotkovy prvek grupy.

Sestrojime inverzni prvek k prvku z € G. Necht u fesi rovnici z © u = e a v FeSi rovnici v o x = e.
Plativ=voe=vo(zou)=(vox)ou=eou=u, takZe u = v je inverzni prvek k prvku z.

15.18. Poznamka. Vzhledem k predchozi vété se v nékteré literatute definuje grupa jen pomoci asoci-
ativniho zékona a FeSitelnosti rovnic (jen dvé vlastnosti). Pokud plati jen asociativni zdkon a FeSitelnost
rovnic neni pozadovéana, mluvi se o pologrupé. Pokud je pouze dana operace o: G x G — G bez dal-
Sich vlastnosti, mluvi se v nékteré literatute o grupoidu. Takze mnozina s operaci je grupoid. Grupoid
s asociativnim zdkonem je pologrupa. Pologrupa s fesitelnosti rovnic je grupa.

15.19. Definice. Necht G je grupa s operaci o. Pokud G; C G je sama o sobé grupou se stejnou operaci
(tj. specidlné o: G1 x G1 — G; a plati vlastnosti (1)—(3) definice grupy 15.3), nazyvame G1 podgrupou
grupy G.

15.20. Poznamka. Vyse uvedenou definici uvadim hlavné proto, aby mél ¢tenar moznost ji porovnat
s definici podprostoru 1.19 a shledal, ze zakladni myslenka definice podstruktury je porad stejna. V pfi-
padé ovéfovani podgrupy je kontrola asociativniho zdkona (1) zbyteéné (je zarucen uz ve vnéjsi grupé),
ale vlastnosti z oy € G1, e € G1 a existence inverzniho prvku v GGy jsou podstatné.

15.21. Priklad. Mnozina Z celych ¢isel s operaci séitani ,+“ je podgrupou grupy R redlnych ¢isel se
stejnou operaci.

15.22. P¥iklad. Mnozina Z \ {0} celych nenulovych ¢isel s operaci ndsobeni ,,-“ neni podgrupou grupy
R\ {0} redlnych cisel se stejnou operaci, protoze k ¢islim rtznym od —1 a 1 neexistuje na mnoziné
Z\ {0} inverzni prvek. Na druhé strané se jedné o pologrupu, protoze nasobeni je uzavieno na nenulova
celd ¢isla a je samoziejmé asociativni.

15.23. Definice. T¢leso je mnozina T se dvéma operacemi obvykle oznacovanymi +: T x T — T a
-+ T'xT — T, které maji nasledujici vlastnosti:
(1) T s operaci ,,+“ je komutativni grupa. Neutralni prvek této grupy je oznacen symbolem 0.
(2) T'\ {0} s operaci ,,-“ je komutativni grupa. Jednotkovy prvek této grupy se znaé¢i symbolem 1.
(3) Operace ,+“ a ,,-“ spliuji distributivni zdkon: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

15.24. Poznamka. Néktefi autofi v definici télesa nepozaduji komutativitu grupy vzhledem k nasobeni
a pokud je splnéna, mluvi o komutativnim télese. Existuji priklady, kdy komutativita nasobeni neni
splnéna Dulezitym prikladem jsou kvaterniony: ¢isla podobna komplexnim, ale se tfemi nezavislymi
imagindrnimi jednotkami. Kvaterniony se uzivaji napiiklad pti popisu 3D transformaci v pocitacové
grafice [28]. V nasem textu budeme u téles vzdy predpoklddat komutativitu obou operaci.

15.25. Priklad. Redln4 ¢isla s operacemi séitani a nasobeni tvoii téleso.

15.26. Priklad. Raciondlni ¢isla jsou podtélesem télesa realnych ¢isel. Podtéleso je definovano v souladu
s poznamkou 15.20 jako podmnozina télesa, kterd sama o sobé se stejnymi operacemi tvoii téleso.

15.27. Priklad. Mnozina celych ¢isel s operacemi séitani a nasobeni netvori téleso, protoze pro operaci
nasobeni neexistuje pro vSechna nenulova celé ¢isla inverzni prvek jako celé ¢islo. Toto je priklad struk-
tury, kterd mé vSechny vlastnosti télesa s vyjimkou jediné: neni zaruCena existence inverzniho prvku
pro nasobeni. Takova struktura se nazyva okruh.

15.28. Priklad. Mnozina komplexnich ¢isel s operacemi s¢itani a nasobeni tvoii téleso.
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15.29. Véta. Pro libovolné prvky a,b z télesa plati: a - b = 0 pravé tehdy, kdyz a = 0 nebo b = 0.

Dukaz. (=): T\ {0} musi byt podle vlastnosti (2) definice 15.23 vzhledem k nasobeni grupa, tj. sou¢in
dvou nenulovych prvkt musi byt prvek nenulovy. Jinymi slovy, pokud soucin vychézi nulovy, musi aspon
jeden z ¢initeld byt nula.

(«<): Je tieba dokézat, ze 0-a = 0. Protoze 0 je neutralni prvek vzhledem ke séitani, plati 0+0 = 0.
Diky distributivnimu zdkonu je 0-a = (04+0)-a = 0-a + 0 - a. K obéma strandm rovnosti pficteme
opacny prvek k prvku 0 - a, tedy prvek — 0 - a. Na levé strané dostavame 0 a na pravé 0 - a.

15.30. Piiklad. Téleso musi podle definice obsahovat 0 a 1 a tyto dva prvky museji byt ruzné. Takze
téleso musi obsahovat aspon dva prvky. Ukazeme, zZe existuje téleso, které obsahuje jen tyto dva prvky,
tedy T = {0,1}.

Operaci ,,+“ definujeme: 0+0 =0, 0+1=1+0=1, 1+ 1 = 0. Operaci ,-“ definujeme jako
obvyklé nésobeni: 0-0=0-1=1-0=0, 1-1 = 1. Mnozina T = {0,1} s takto zavedenymi operacemi
tvori téleso.

Skuteéné, pro operaci ,,+“ plati asociativni zakon, 0 je neutralni prvek, opaény prvek k 0 je 0 a
opa¢ny prvek k 1 je 1. Grupa T \ {0} vzhledem k ndsobeni je jednoprvkova a vSechny vlastnosti grupy
zde plati zcela samoziejmé. Je rovnéz splnén distributivni zakon.

Scitani je v tomto télese totéz co odecitani. Inverzni prvek k 1 je 1.

Télesa s kone¢né mnoha prvky se z historickych divodt nazyvaji Galoisova télesa. V nasem piikladé
T = {0, 1} se tedy jedna o Galoisovo téleso se dvéma prvky.

Evariste Galois byl francouzsky matematik, kterj bohuzel zemtel mlad ve véku 20 let na nasledky
zranéni v souboji. I jeho teorie dokazuje mimo jiné nemoznost algebraického popisu kofenti polynomu
stupné vétsiho nez 4. Tato teorie je znaméjsi nez Abelova, ovsem byla zvefejnéna o pét let pozdéji.

15.31. Poznamka. Je-li tfeba na dvouprvkové mnoziné definovat operace séitani a nasobeni tak,
abychom ziskali t€leso, neni mozné to udélat jinak, nez v ptikladu 15.30. Pfedevsim 0 je neutralni prvek
vzhledem ke s¢itani, takze podle vlastnosti (2) definice grupy 15.3 musi 040 =0,04+1=1+0 = 1. Déle
mnozina {1} musi byt grupou vzhledem k nasobeni, takze musi 1-1 = 1. Déle musi platit 0-a = a-0 =0,
jinak by nebyla splnéna véta 15.29. Zbyva otazka, zda muzeme definovat 1 + 1 = 1. Nemutzeme, protoze
pak by prvek 1 nemél prvek opacny.

15.32. Priklad. Na mnoziné {0, 1, ..., p—1} definujme operace ,+* a ,-“ jako obvyklé s¢itani a ndsobent,
ovSsem na vysledek aplikujme proces ,modulo p“. Takze napiiklad pro p = 5 pracujeme s mnozinou
{0,1,2,3,4} a plati 4 + 3 = 2, protoze zbytek po déleni ¢isla 7 ¢islem 5 je 2. Nebo 4 - 4 = 1, protoze
zbytek po déleni ¢isla 16 Cislem 5 je 1.

Necht nejprve p neni prvoéislo, tj. je tvaru souc¢inu p = mn. Pak m -n = 0 modulo p, a pFitom disla
m a n jsou nenulova. Podle véty 15.29 se nemiize jednat o téleso, protoze soucin nenulovych ¢isel musi
v télese vyjit jako ¢islo nenulové.

Necht p je prvocislo. Ukdzeme, 7e M = {0,1,...,p — 1} s operacemi ,+, - modulo p* tvoii téleso.
Predevsim M se s¢itdnim modulo p je komutativni grupa (viz piiklad 15.12). Operace ndsobeni modulo p
je asociativni, komutativni a jednotkovym prvkem je ¢islo 1. Distributivni zakon plyne z distributivniho

zadkona béznych operaci ,+“ a ,-“. Nejvice prace d& nalezeni inverzniho prvku pro a € M \ {0}. Prvek
a nechme pevny a uvazujme vSechna ¢&isla ,ak modulo p* pro k € {1,2,...,p — 1}. Tato &sla jsou pro
riiznd k vzajemné riznd (viz nize) a pokryvaji tedy celou mnozinu {1,2,...,p— 1}. Musi tedy existovat

takové k, ze ak = 1 mod p. Toto k je inverznim prvkem k prvku a. V tvaze jesté chybi obhajit, ze ¢isla
»ak modulo p“ jsou pro rtznd k vzajemné rtzna. Predpokladejme, Ze existuji ¢isla ki, ko € M \ {0},
k1 > ko takovd, ze ak; = aks mod p, tj. a(k; — ka) = mp pro néjaké m > 0. Rovnost vydélime ¢islem a.
Protoze a < p a p je prvocislo, existuje m; > 0, ze po vydéleni ¢islem a dostavame kj — ke = myp. Vlevo
je ¢islo mensi nez p, takze musi byt my = 0, tj. k1 = ko.

Podle po¢tu prvki p se toto téleso oznacuje GF(p). Jiné znaceni Z,, dava najevo, ze se jednd o celd
¢isla ,modulo p*“. Pfedchozi piiklad 15.30 definuje konecné téleso Z, pro p = 2.

15.33. Definice. Charakteristika télesa udava nejmensi kladny pocet jednicek, jejichz soucet dava nulu.
Tedy pokud je Zi\ 1 =0 a A je nejmensi kladné ¢islo s touto vlastnosti, pak téleso mé charakteristiku A.
Pokud tato vlastnost neni splnéna pro zadny pocet jednicek, je charakteristika rovna oo.

15.34. Priklad. Charakteristika télesa realnych ¢isel je co. Charakteristika télesa Z, je p.
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15.35. Véta. Charakteristika télesa je nekonecna nebo to je prvocislo.

Duikaz. Sporem. Nechf pro charakteristiku A plati A = mn, m # A\, n # \. Z distributivniho zdkona
plyne (327 1) - (3071) = 71 = Y211 = 0. Podle véty 15.29 musi byt aspon jedna suma v zavorce
rovna nule, protoze jejich soucin je nulovy. To je spor s tim, ze A je nejmensi pocet jednicek, jejichz
soucet je nulovy.

15.36. Poznamka. Kromé GF(p), kde p je prvodcislo, existuji koneéné télesa s poc¢tem prvka p™, kde
p je prvodislo, m je libovolnd mocnina, znaceni: GF(p™). Jak jsme ukazali v piikladé 15.32, konstrukce
operaci pro GF(p™) nemiize vychazet jen z myslenky ,modulo p*. Ve skutecnosti je konstrukce télesa
GF(p™) vyrazné komplikovanéjsi. V nésledujicim piikladé je pro ilustraci popsano téleso GF(23).

Z véty 15.35 plyne, Ze i télesa GF(p™) museji mit charakteristiku ve tvaru prvocisla. Kdybychom
zde méli prostor na podrobnéjsi popis téles GF(p™), shledali bychom, Ze maji charakteristiku p.

Da se dale ukazat, ze pokud ma mit téleso koneény pocet prvkid, pak tento pocet nemiize byt jiny
nez p™, kde p je prvocislo a m prirozené ¢islo. Navic operace na koneéném télese lze definovat jedinym
moznym zpisobem (liSit se miZe jen zptisob oznaceni prvki).

15.37. Priklad. Uvazujme mnozinu vSech usporaddanych trojic prvku ze Zs indexovanych ¢isly. Nulova
trojice nemé zadny index a ostatni trojice maji prifazeny indexy 0 az 6:

{(07070)*7 (17070)07 (0,1,0)1, (07071)27 (17170)37 (07]-’1)4; (17171)57 (1707 1)6}

Prvky této mnoziny budeme scitat tak, Ze si index®l nebudeme v§imat a budeme scitat jen usporadané
trojice v aritmetice Zy. Naptiklad (1,1,0)3+(0,1,1)4 = (1,0, 1), protoze je (1,1,0)+(0,1,1) = (1,0, 1)
v aritmetice Zs.

Vysledek nasobeni kteréhokoli prvku s prvkem (0,0, 0), definujeme jako (0,0,0),. Jedn4 se o nulovy
prvek télesa. Nasobeni nenulovych prvku definujeme tak, Ze si nev§imame usporadanych trojic, ale jen
indexti. Ty se¢teme a provedeme operaci modulo 7. Napiiklad (0,1,1)4 - (1,1,1)5 = (0,0,1)s, protoze
4 4+ 5 modulo 7 = 2. D4 se ukdzat, 7e tento piiklad spliiuje axiomy télesa. Obsahuje 23 prvki, takZe se
jednd o piiklad télesa GF(23).

Jak jiz bylo feceno, je (0,0,0), nulovy prvek. Rovnéz je zfejmé, ze (1,0,0)o je jednotkovy prvek
tohoto télesa. Inverzni prvek napiiklad k (0,0,1)s je (1,1,1)5, protoze 2 + 5 modulo 7 = 0. Opacny
prvek k libovolnému prvku z je prvek z, protoZze v aritmetice Zs je 1 + 1 = 0. Charakteristika tohoto
télesa je 2.

Prosim ¢tenéfre, aby se nesnazil hrubou silou ovéfit platnost distributivniho zdkona tohoto télesa (jde
to, ale neni to pfili§ Gcelné) ani p¥ili§ nehloubal nad tim, pro¢ naptiklad trojice (1,1,1) méa index 5. Pro
odpovédi na tyto otazky je potfeba pouzit vlastnosti ireducibilnich polynomii nad télesem Zy (obecné
nad télesem Z,,), coz bohuzel piekracuje ramec tohoto tvodniho textu.

15.38. Poznamka. V definici linedrniho prostoru 1.6 jsme sice byli dostateéné abstraktni (vektory, ani
operace s nimi jsme bliZze nespecifikovali), ale pracovali jsme tam s docela konkrétni mnozinou R redlnych
¢isel. Pokud v této definici nahradime mnozinu R pojmem téleso (s bliZze nespecifikovanymi prvky a
operacemi), dostdvame linedrni prostor nad télesem. MuZeme pak pracovat s linedrnim prostorem nad
télesem komplexnich ¢isel, linedrnim prostorem nad télesem Z- atd.

Pokusime se tedy do tfetice prepsat definici linearniho prostoru, tentokrat nad libovolnym télesem.

15.39. Definice. Mnozinu L nazyvame linedrnim prostorem nad télesem T, pokud jsou definovany
operace +: L x L — L a-: T x L — L tak, ze L tvori s operaci + komutativni grupu, a dale Vo, €
T.,Vx,y € L:

A) a-(B-z)=(a-P) =,
B) a-(zt+y)=a-z+ta-y,
(C) (a+p) xz=a-xz+[- =,
D) 1-xz==.

15.40. Poznamka. Volime-li za téleso T' v této definici mnozinu redlnych ¢isel R, dostavame vzhledem
k pozndmce 15.14 definici linedrniho prostoru 1.6. Abych uklidnil ¢tenafe, tak konstatuji, ze v dalsich
kapitolach tohoto textu nebudeme potiebovat linearni prostor v takové obecnosti (nad libovolnym té-
lesem) a vystac¢ime si vét§inou s linedrnim prostorem nad redlnymi ¢isly. Pokud tedy nebude vyslovné
feCeno jinak (napfiklad linedrni prostor nad Z, studovany v kapitole Sestnacté), pak pojmem linedrni
prostor myslime linearni prostor nad R a staci pouzit definici 1.6.
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15.41. Priklad. Vratime se k pfikladu linearniho prostoru realnych usporadanych n-tic 1.12 a zobecnime
ho na linearni prostor usporadanych n-tic prvka libovolného télesa.

Necht T je téleso. Uvazujme mnozinu uspofddanych n-tic prvki z télesa T (ozna¢me ji T™) a
definujme na ni operace +: T™ x T™ — T" -: T x T" — T" takto: pro kazdé (ai,...,a,) € T™,
(b1,...,bp) €T, a €T je

(a1, an) + (b1, b0) Z(ay + b1, ..., an + by),

df
a-(ar,...,a,) = (@ ag,...,a-ap).
Snadno se da ovérit, ze mnozina T" s takto definovanymi operacemi tvoii linedrni prostor nad télesem 7.
15.42. Poznamka. Volime-li za téleso T' = Zs, je T™ podle predchoziho piikladu diskrétni linedrni

prostor, ktery je pouZivan v teorii kédovani. Jednotlivé vektory (tzv. binarni slova) jsou usporadané
n-tice jednicek a nul. Tento linedrni prostor ma celkem 2" rtiznych vektord.

15.43. Poznamka. V piipadé linearniho prostoru nad koneénym télesem dostavame konecény linedrni
prostor. V tomto pripadé tedy neplati tvrzeni poznamky 1.29. Muzete si vS§imnout, Zze toto tvrzeni se
opiralo o skutecnost, ze ,redlnych cisel je nekone¢né mnoho“. Poznamka 1.29 zlistava v platnosti pro
linearni prostory nad nekoneénymi télesy.
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16. Linearni algebra v teorii kédovani

16.1. Poznamka. Teorie kddovani Fesi otazku, jak prevést danou informaci do slov, kterd pouzivaji znaky
néjaké abecedy (obvykle abecedy jednifek a nul) pokud mozno efektivné, tj. bez zbyteéného zatézovani
prenosovych linek a paméfovych médii nadbytecnymi informacemi. Typickym piikladem kdédovani je
ASCII kéd, ktery pismentim anglické abecedy a béznym znaktm ptifazuje sedmibitova slova. Navic se
pii kédovani ¢asto fesi otdzka, jakym zpusobem efektivné pfidat k zakédované informaci dodateéné bity
tak, aby byla informace odolné vii¢i Sumu na pienosové lince nebo mensim chybam na pamétovém médiu.
Dekodér, tj. zarizeni, které méa za kol restaurovat puvodni informaci, muze byt postaven za nekvalitni
linkou a mize tedy dostat informaci zkreslenou. Z vhodné navrzenych dodatecénych bitd mize dekodér
zjistit, zda informace pfi prichodu linkou byla poskozena a v lepsim pfipadé dokaze chybu také opravit.

P1i navrhu vhodného kédovani s moznosti detekce a opravy chyb se uz od padesatych let minulého
stoleti pouzivala linearni algebra. Tuto kapitolu zavrsime piikladem konstrukce tzv. linedrnich Hammin-
govych kédu. To samoziejmé zdaleka nepokryva veskerou problematiku teorie kédovani, zajemce o dalsi
studium této problematiky muze pouzit tieba [1].

Nékteii laici mozna nerozliguji slovo kédovani od slova Sifrovani. Sifrovani je pievod informace do
takového stavu, aby ji bylo mozné zpétné zrestaurovat jen povérenymi osobami. Tuto problematiku, ackoli
matematicky rovnéz velmi zajimavou a ze strategického hlediska velmi dtlezitou, zde Fesit nebudeme.

16.2. Poznamka. Definice linedrniho prostoru 1.6 predpoklada, ze skalary (¢isla, kterymi ndsobime
vektory) jsou redlné ¢isla. V této kapitole budeme pracovat s modifikovanou definici linearniho prostoru,
kde realna ¢isla nahradime télesem Zo.

Poznamenavam, ze pojem télesa jsem presné zavedl v textu za pozndmkou 15.1. Pokud c¢tenar
tuto ¢ast textu preskocil, muze si pod pojmem téleso zhruba predstavit mnozinu s operacemi s¢itani a
nasobeni. Tyto operace maji podobné vlastnosti, jako s¢itdni a ndsobeni redlnych c¢isel (komutativita,
asociativita, distributivita, atd.).

16.3. Definice. T¢leso Zs je dvoubodova mnozina {0, 1}, na které je definovano séitani +: Zo X Zoy — Zo
a nasobeni -: Zy X Zoy — Zo takto:

— o+

0 1
0 1
10
Tedy: 0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0, O

16.4. Poznamka. S¢itani na Z, je shodné s logickou operaci XOR, (vylucovaci nebo) a ndsobeni na Zs
je shodné s operaci AND (logickéd konjunkce).

Nebo jinak: Nasobeni na Zs je stejné, jako jsme zvykli ndsobit celd ¢isla, a séitani skoro taky, az na
jedinou vyjimku: 1 4+ 1 = 0.

Nebo jesté jinak: Prvek 0 v Zs si mtizeme predstavit jako jakékoli sudé ¢islo a prvek 1 jako jakékoli
¢islo liché. S¢itame a nasobime pak suda ¢isla se sudymi, s lichymi atd. Tyto operace pak davaji jako
vysledek ¢isla suda nebo licha presné podle pravidel pocitani v Zs.

Nebo jesté jinak: provedeme operaci s¢itani a nasobeni jako v pripadé celych ¢isel, ale pokud vysledek
padne mimo mnozinu {0, 1}, pouzijeme zbytek pti déleni vysledku ¢islem 2.

16.5. Priklad. Na mnoziné uspotradanych n-tic prvku ze Zs, tj. na mnoziné Z%, zavedeme operaci s¢itani
+:Z5 x Z5 — Z7 analogicky, jako v pripadé scitani usporadanych n-tic redlnych ¢isel, jen samoziejmé
pracujeme se s¢itanim podle definice 16.3. Pro (aq,...,a,) € Z% a (b1,...,b,) € ZY definujeme

(@1 an) + (b1, bn) Z (@ +br, ... an + by).

Naptiklad (1,0,0,1,1) +(1,1,0,0,1) = (0,1,0,1,0).
Dale definujeme nasobeni téchto usporadanych n-tic jednickou a nulou prirozenym zptisobem:
1-(ar,.. o a0) E(ar,. . an),  0-(ar,...,an) £(0,...,0).
Povsimnéte si analogie s priklady 1.12 a 15.41.

Pokud nahradime v definici linedrniho prostoru 1.6 mnozinu redlnych ¢isel R néjakym télesem,
pak takovému linearnimu prostoru fikdme, Ze je definovan ,nad télesem“ (podrobnéji viz definici 15.39).
V tomto prikladé jsme zavedli na mnoziné Z3 operace tak, ze dostavame linedrni prostor nad telesem Zs.

Nulovy vektor tohoto linearniho prostoru je vektor (0,...,0). Tento linedrni prostor ma celkem 2"
vektoru, které mezi sebou umime scitat a samozrejmeé tyto vektory umime nasobit jednickou nebo nulou.
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16.6. Poznamka. Na rozdil od linedrnich prostori nad R nas nové zavedeny linearni prostor nad Zo mé  Pocitani
kone¢né mnoho prvki. To je jediny rozdil vzhledem k linedrnim prostortim, které jsme dosud studovali. v Zo
VsSechny ostatni vlastnosti zlistavaji stejné.

16.7. Poznamka. Kazdy vektor z Z7 je sdm sobé opaénym vektorem, tj. V& € ZJ: x = —x, neboli
x + x = o. Diky tomu v télese Z5 a v linedrnim prostoru nad timto télesem nemusime rozliSovat mezi
s¢itanim a odcitanim.

16.8. Piiklad. Najdeme dimenzi a bazi linedrniho obalu ¢tyt vektorii v Z3:

M ={((1,0,1,0,1),(1,1,0,0,1),(1,0,0,1,1), (0,1,1,0,0)).

Reseni: Protoze Gaussova eliminace neméni linearni obal, najdeme bazi eliminaci:

10101 10101 10101
11001 (01100 01100
10011 00110 00110
01100 01100 00000
Baze M je tedy napiiklad (1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0). Dimenze M je tii.

16.9. Poznamka. Protoze Z} obsahuje koneény pocet vektort, miizeme (na rozdil od linedrnich prostortu
nad R) vypsat podprostor nebo linedrni obal vy¢tem prvki. Pro podprostor M z pfedchoziho piikladu
plati:
M = {(0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0),
(1,1,0,0,1),(1,0,0,1,1),(0,1,0,1,0),(1,1,1,1,1)}.

Jak se dé takovy vycet prvki najit? Predevsim pro x # o je (x) = {o,x}. Skutecné, vektor  mizeme
nasobit jen jednickou nebo nulou. To jsou vSechny linedrni kombinace, které mtzeme s vektorem x
vytvofit. Mnozina M mé tfiprvkovou bazi {a,b,c}. Takze pro sestaveni linedrniho obalu sta¢i najit
vSechny lineadrni kombinace téchto t¥i vektort: o, a, b, ¢, a+b, a+c¢c, b+c, a+b—+c.

16.10. Pfiklad. Zjistéte pocet prvki linedrniho (pod)prostoru nad Z,, ktery ma dimenzi n.

Reseni: Ma-li (pod)prostor dimenzi n, pak ma n prvkovou bazi by, by, ...,b,. Abychom ziskali
vsechny linearni kombinace téchto vektorti, musime kazdy vektor nasobit jednickou nebo nulou. Mame
tedy 2" linearnich kombinaci. Tyto kombinace vypliuji cely linedrni (pod)prostor a jsou navzajem rizné.
Kdyby se totiz dvé linearni kombinace s ruznymi koeficienty rovnaly, pak jejich odectenim dostéavame
netrivialni linedrni kombinaci rovnu nulovému vektoru. To je spor se skutecnosti, ze by, bo, . .., b, je baze.

Zéveér: pocet prvkid linedrniho (pod)prostoru nad Zs dimenze n je 2". Napiiklad podprostor M
z piikladu 16.8 m4 dimenzi 3 a méa tedy 2% = 8 prvki.

16.11. P¥iklad. Najdéte viechna feseni & € Z$ homogenni soustavy rovnic A = o, je-li

1101 01
101 100
A=]01 0 0 1 1
1 001 10
111 0 0 1

Reseni: Najdeme matici ekvivalentni soustavy s linedrné nezévislymi fadky:

110101 110101
Lo11o00) fo1100a) (110100
010011~010011~001010
100 1 10 01 0011 000110
1 11 00 1 001 10O

Hodnost matice soustavy je 4, dimenze prostoru je 6, takze dimenze mnoziny feseni je 2. Hledame tedy
dvé linearné nezavisla feseni: (7,7,7,7,1,0) a (7,7,7,7,0,1). Dosazenim ,zespoda nahoru“ dostavame
nésledujici feseni: (0,1,1,1,1,0), (0,1,0,0,0,1).

Mnozina viech feSeni je linearnim obalem téchto dvou feSeni a obsahuje 22 = 4 vektory:

<(07 17 ]'7 ]-7 170)7 (0’ 170707 07 ]‘)> = {(0707 07 0’ 070)7 (07 ]'7 17 17 17 0)’ (07 17 07 0’ 07 1)7 (07 07 17 17 17 ]')}’
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16.12. Poznamka. Pfi hledani baze prostoru feSeni muzeme také vyuzit vétu 9.23. V piedchozim
prikladé bychom pak pokracovali v eliminaci zpétnym chodem:

11010 1 100000
011001 0100 1 1
001010 loo1010
0007110 000T1T10

Tvar matice (E|C) odpovida pfedpokladu véty 9.23, takze faddky béze TeSeni tvori matici:
01 1 1 10
01 0 0 0 1)/)°

Poznamenejme, ze nemusime prechazet od matice C k matici —C, protoze v aritmetice Zs jsou obé
matice stejné.

16.13. Definice. Necht A je kone¢nd mnozina (tzv. abeceda). Pak slovo je libovolna koneénd posloupnost
prvku z A.
Kddovani v obecném smyslu zahrnuje (1) algoritmus, kterym informace previdime do posloupnosti
slov (tzv. kodér) a (2) algoritmus, kterym zpétné z téchto slov ziskdvame ptivodni informaci (dekodér).
Slova, ktera vytvaii kodér, se nazyvaji kodovd slova. Mnozina vSech kédovych slov se nazyva kod.
Je-li k6d mnozinou slov stejné délky (kazdé kédové slovo mé stejny pocet znakt abecedy), mluvime
o tzv. blokovém kodu. Blokovy kod delky n znaci, ze vsechna kdédova slova maji n znakt abecedy.

16.14. Poznamka. Typicky A = {0, 1}, tj. abeceda se skladd jen ze dvou znaku (tzv. bitl, anglicky
bits, coz je pivodné zkratka z BInary digiTS) a slova jsou posloupnosti téchto bitt.

16.15. Priklad. ASCII kéd je mnozina 7bitovych slov, kterd reprezentuji jednotlivd pismena anglické
abecedy a dalsi bézné znaky (¢islice, tecku, vykficnik, otaznik, mezeru, # neboli vézeni atd.). Tato
mnozina obsahuje 91 slov, protoze v dobé vzniku tohoto kédu byl pozadavek na kédovani 91 znakt.
Kodér i dekodér pak pracuji s tabulkou téchto znakt, u kterych jsou uvedena odpovidajici kddova slova.
Tato tabulka miize byt na strané kodéru technicky realizovana tfeba ovladacem klavesnice a na strané
dekodéru fontem.

Jedna se o blokovy kéd. Od pocatku existence pocitaci byl tento blokovy kéd rozsiren o redundantni
nulovy bit na zacatku, takze casto je ASCII kéd prezentovan jako mnozina 8bitovych slov. Pozdéji zacal
byt tento bit vyuzivan pro rizna rozsireni ASCII kédu, kterd zahrnuji i reprezentaci nékterych pismen
s diakritickymi znaménky.

16.16. Poznamka. Je potieba si uvédomit, ze slova jsou do pamétového média nebo do pienosové linky
vkladana za sebou bez oddélovact. Blokovy kéd ma tu vyhodu, ze dekodér dokaze snadno rozdélit tento
»tok znaku abecedy* na slova a tém pak pridélit vyznam napiiklad pomoci néjaké tabulky. Nevyhoda
blokového kédu spoc¢iva v tom, Ze plytva mistem, nebot tusime, Ze pokud navrhneme pro ¢astéji se vysky-
tujici slova kratsi posloupnosti znaki, celkovy pocet znaki abecedy pro prendsené/ukladané informace
miize byt mensi. To ostatné je (alespoii zhruba) i vlastnost pfirozeného jazyka. Tam méme ovSem abe-
cedu rozsahlejsi (nebindrni) a za prvek abecedy mtizeme povazovat i mezeru: oddélova¢ mezi slovy, ktery
dekodéru pomuze. Nebo v Morseové abecedé mame také tii znaky: tecka, carka a mezera. Bez mezery
by bylo dekédovéni morseovky nemozné. Mame-li k dispozici jen bindrni abecedu A = {0,1}, pak je
potieba pfi nédvrhu kédu se slovy nestejné délky myslet na moznosti dekodéru. Je to technicky mozné,
ale neni to obsahem tohoto textu. Piikladem neblokového kédu je UTFS, ktery kéduje znaky abeced
vSech jazykl svéta. Pismena anglické abecedy a bézné znaky jsou reprezentovany 8bitovym slovem, ale
pismena dalSich jazykl jsou kédovana 16bitovym slovem nebo i del§im (24 bit a 32 biti).
Nadale budeme pracovat jen s blokovymi kédy nad binarni abecedou.

16.17. Poznamka. Necht K je blokovy kéd délky n nad bindrni abecedou A. Pak plati K C A".
Pokud K # A™, pak mezi usporadanymi n-ticemi z A existuji nekédova slova, tj. takova, kterd kodér
nikdy nevytvoii a kterd nemaji piidélen vyznam. Pfijme-1i dekodér (nap¥. za nekvalitni linkou) nekédové
slovo, je si jist, ze pri pfenosu linkou doslo k chybé. Muze napriklad v takovém pripadé pozadat pomoci
jinych technickych prostiedkt kodér, aby vyslal slovo znovu. Nebo se mutize pokusit chybu opravit.
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Tusime jisté problémy: Sum na lince mize zpusobit tak nestasnou chybu, Ze se z jednoho kédového
slova stane jiné kédové slovo a dekodér nic nepozna. Je tedy rozumné kédovani navrhnout tak, aby
napiiklad omezeny pocet chyb v jednom slové (tj. zdmén nuly za jednicku a naopak) zarudil, Ze se
z kédového slova stane slovo nekédové.

Znovu mtzeme hledat analogii v prirozeném jazyce. Pfeklep ve slové jsme velmi ¢asto schopni dete-
kovat i opravit. Nékdy ale preklep miize zptisobit, ze vzniké jiné bézné slovo jazyka. Clovék jako dekodér
ani s timto druhem chyby nemé vétsinou problém, protoze pracuje s kontextem celé véty (vétsi skupiny
slov). Takto inteligentni dekodér ale nebude nasim cilem. Vystac¢ime si s detekovanim a opravovanim
chyb jen na trovni jednotlivych slov.

16.18. Definice. Necht A = {0,1}. Hammingova velikost slova u € A™ je pocet jednic¢ek v tomto slové
a zna¢ime ji ||u||. Hammingova vzddlenost slov v € A™ a w € A™ je pocet bitd, ve kterych se tato dvé
slova lisi. Znac¢ime ji d(v, w).

16.19. Poznamka. Necht A = {0,1} a v,w € A". Pak v + w (v aritmetice Zs) je slovo, které ma
jednicky pravé v mistech, kde se v a w lisi. Takze plati: d(v, w) = ||lv + w||.

16.20. Poznamka. Predpokladejme, Ze v je slovo vyslané kodérem a w slovo piijaté dekodérem. Pak
d(v, w) udava pocet chyb ve slové, které vznikly béhem pienosu.

Poznadmka v poznamce: predpokladame, ze diky technickym parametriim zafizeni nikdy nedojde
k chybé, kdy se jednicka nebo nula ze slova zcela vytrati nebo vznikne nové, tj. nikdy nehrozi riziko, ze
by na strané dekodéru byl pfecten jiny pocet jednicek a nul nez byl vyslan kodérem.

16.21. Priklad. Je dan tento kéd: K = {0000,0011,0101,1001,0110,1010,1100,1111}. Jedna se o blo-
kovy binarni kéd délky 4. Pro potieby tohoto pfikladu nebudeme specifikovat druh informace, kterou
potiebujeme pfenaset. Protoze kod obsahuje jen 8 slov, miZe byt ptuvodni informace zapsana pomoci
néjaké 8 znakové abecedy.

Zajimavé na tomto kdédu je, ze kazdé koédové slovo obsahuje sudy pocet jednicek. Pokud dojde
k jediné chybé ve slovu, mame jistotu, ze dekodér ptijme nekédové slovo (s lichym pocétem jednicek) a
ohlasi chybu. Je-li pravdépodobnost vyskytu dvou nebo vice chyb v jednom slové zanedbatelnd a nam
postacuje jen detekovat chyby (neopravovat je), je toto rozumny ndvrh kédu.

Povsimneme si, ze minimalni Hammingova vzdalenost mezi dvéma rtznymi kédovymi slovy tohoto
kédu je 2, takze jedna chyba zpusobi vytvoreni nekédového slova.

16.22. Priklad. Je dan blokovy kéd délky 8 biti: K = {00000000,00001111,11110000,11111111}.
Miniméalni Hammingova vzdalenost mezi kédovymi slovy je 4, takze ani tii chyby ve slové nezptisobi
ptrechod na jiné kédové slovo a dekodér spravné detekuje chybu prenosu. Dekodér dokonce dokaze v tomto
kédu opravit jednu chybu a detekovat vyskyt dvou chyb ve slové. Chybu opravi tak, Ze se od prijatého
slova w vrati ke kédovému slovu v takovému, ze Hammingova vzdélenost d(v,w) = 1. Samoziejmé,
naucime-li dekodér opravovat jednu chybu ve slové, pak uz nemusi byt schopen vzdy spravné detekovat
tfi chyby. Mtze se totiz stat, ze misto toho opravi jeden bit a dostane jiné kédové slovo.

16.23. Piiklad. Necht minimalni Hammingova vzdélenost mezi kédovymi slovy je d > 2. Rozhodnéte
(A) kolik chyb ve slové muze dekodér detekovat, pokud po ném nechceme, aby chyby opravoval, a
(B) kolik chyb ve slové miize opravit a kolik jich miZze aspon detekovat bez opravy.

Odpovéd: (A) Dekodér muze spolehlivé detekovat nejvyse d — 1 chyb. (B) Je-li d sudé, muze dekodér
opravit jednu az d/2 — 1 chyb a detekovat d/2 chyb bez opravy. Je-li d liché, mize opravit jednu az
(d — 1)/2 chyb a zadné mnozstvi chyb nedetekuje bez opravy. Je samoziejmé mozné i jiné rozvrzeni.
Napf. pro d liché nechdme dekodér opravit nejvyse (d —3)/2 chyb a pfi vyskytu (d —1)/2 nebo (d+1)/2
chyb ve slové jen chyby detekujeme bez opravy.

16.24. Poznamka. P#i navrhu dekodéru s detekci nebo opravou chyb se s vyhodou vyuZiji nastroje
linearni algebry, jako je nasobeni matic, vymezeni podprostori a bazi, feseni homogennich soustav atd.
Binarni slova délky n budeme v tomto pfipadé povazovat za vektory z linedrniho prostoru Z3, takze
je muzeme séitat. Ostatné, uz v poznamce 16.19 jsem zminil séitani slov v a w. V teorii kédovani se
binarni slova zapisuji jednickami a nulami bez mezer (viz piiklady 16.21 a 16.22), zatimco v linearni
algebre jsme dosud zapisovali vektory do zavorek a jejich slozky oddélovali ¢arkami. Véfim, ze nedojde
k nedorozumeéni, pokud dale v textu o kédovani budu zapisovat vektory zptusobem, jako v prikladu 16.21.
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16.25. Definice. Binarni blokovy kéd K délky n je linedrni, pokud K tvori linedrni podprostor linearniho
prostoru Z7. Jestlize dimenzi tohoto podprostoru oznacime k, pak mluvime o linedrnim (n, k) kddu.

16.26. Véta. Nejmensi Hammingova vzdalenost mezi slovy linearniho kédu K je rovna nejmensi Ham-
mingové velikosti nenulového kédového slova.

Dukaz. Stadéi si uvédomit, ze pro vy, v2 € K je ||v; + va|| = d(v1, v2), a piitom vy + vy € K, protoze K
je linedrni kéd. Navic ||v|| = d(v, o).

16.27. Piiklad. Kéd z piikladu 16.21 je linearni, protoze K tvoii podprostor linedrniho prostoru Zj.
Skutecéné, secteme-li dva vektory se sudym pocétem jednic¢ek, dostameme vektor se sudym pocétem jed-
nicek. Vysledek nasobeni vektoru z K konstantou « ztistane v K, protoze v Zy ¢islo a mtize byt jen 0
nebo 1.

Béaze kédu z piikladu 16.21 je napiiklad {0011,0101, 1100}, takze dimenze kédu je 3 a jedna se tedy
o linedrni (4, 3) kdd.

16.28. Poznamka. Piiklad 16.21 ilustruje tzv. kédovéani s kontrolnim bitem parity. Puvodni informaci
s osmi znaky je mozné kédovat blokovym bindrnim kédem {000,001,010,011,100,101,110,111}, tedy
staci nam tii bity. Pokud chceme detekovat jednu chybu ve slove, ptidame ctvrty tzv. kontrolni bit, ktery
nastavime na 0, pokud je v ptivodnim tribitovém slové sudy pocet jednicek a nastavime ho na 1, pokud
je v puvodnim slové lichy pocet jednicek. Dostavame tak kéd z prikladu 16.21.

Tento postup miizeme pouzit na jakykoli ,vychozi“ binarni blokovy kéd délky k se viemi 2F kédovymi
slovy. Pfiddanim kontrolniho bitu parity dostavame linearni (k4 1, k) kéd, kterym jsme schopni detekovat
jednu chybu ve slové. Dekodér pak odstrani kontrolni bit z kazdého prijatého slova a ziska tim pavodni
kédovanou informaci.

16.29. Poznamka. Vstupni informace je ¢asto ptipravena uz jako posloupnost slov binérniho blokového
kédu délky k, ve kterém vsechna slova jsou kdédova. Nasim tkolem je pak rozsitit tento kéd o dalsich
n — k tzv. kontrolnich biti, abychom dostali linedrni (n, k) kéd. Kodér tedy ocekava na vstupu libovolné
slovo délky k a jeho tkolem je zkopirovat bity vstupu do vystupu (tzv. informacni bity) a pt¥idat n — k
kontrolnich bitt. Dekodér pak pouzije tyto kontrolni bity pro detekci a pripadnou opravu chyb a poté je
odstrani a ponecha jen informac¢ni bity. Cilem je navrhnout kédovani, které ma co nejmensi redundanci
(tj. pomér poctu kontrolnich bitt ku pocétu vSech prendsenych bitti ve slové), protoZe ta zatézuje linku
nebo pamétové médium rezijnimi informacemi, které uzivatel ze svého pohledu nevyuzije. Pritom ale
chceme co nejschopnéjsi dekodér, ktery by detekoval a opravoval chyby a navic by mél pracovat efektivneé.

7 pohledu linearni algebry je vySe popsany prechod od kédu délky %k na linearni kéd délky n >
k linedrni zobrazeni A: Z5 — Z2, které je prosté (jinak by dochazelo ke ztraté informace). Podle
poznamky 4.19 mnozZina obrazli tohoto zobrazeni (neboli kéd) tvofi linedrni podporostor v Z%. Bézi
tohoto podprostoru muzeme hledat tak, Ze sepiSeme bazi ve vychozim prostoru Z5 a najdeme jeji obraz
za pouziti zobrazeni A. Tento obraz podle véty 10.12 jednoznaéné uréuje zobrazeni A na celém Z5§.

Kodérem je p¥imo zobrazeni .A a moznym dekodérem je zobrazeni inverzni k A definované na A(Z5).
Ovsem dekodér se musi umét vyrovnat i se slovy, kterd jsou nekédova, tj. nelezi v mnoziné A(Z5). To
inverzni zobrazeni k A neumi.

16.30. P¥iklad. Necht je vstupni informace kédovana binarnim blokovym kédem délky k se viemi 2F
slovy. Kodér této informace navrhneme tak, ze kazdé vstupni slovo zopakuje a vytvori vystupni slovo
délky 2k. Tim vznika linearni (2k, k) kéd. Minimélni Hammingova vzdélenost mezi dvéma kédovymi
slovy je 2, takze dekodér spolehlivé detekuje jednu chybu ve slové. Za jistych okolnosti mize detekovat
i vice chyb ve slové, pokud chyba v prvni poloviné slova se nezopakuje na stejném bitu druhé poloviny
slova. V zadném pripadé ale dekodér nemiize odhalenou chybu spolehlivé opravit. Redundance je prili§
vysoké, a pfitom neumime ani opravit chyby. Asi to nebude nejlepsi moZzny navrh kédovani.

16.31. Priklad. Kéd z piikladu 16.22 je linearni. Nevyhoda tohoto kddu ale spociva v tom, ze kédova
slova mohou reprezentovat jen ¢tyfi rozdilné stavy ptvodni informace, ale maji ptilis mnoho bita, které
zbytedné zatézuji pamétové médium nebo prenosové linky. Proto se Hamming zaméril na hledéni jingch
vhodnéjsich linearnich kédi.
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16.32. Definice. Generujici matice linedrniho kodu K je po fadcich zapsand baze tohoto kédu.
Kontrolni matice linearniho kodu K je takova matice H s linearné nezavislymi fadky, pro kterou
plati: mnozina feseni homogenni soustavy Hx = o je rovna kédu K.

16.33. Véta. Necht G je generujici matice a H kontrolni matice linedrniho (n, k) kédu. Pak G ma
k tadkt a H ma n — k radkd. Obé matice maji n sloupcit. Jinymi slovy, generujici matice ma tolik fadk,
kolik je v k6du informacnich bitti, kontrolni matice ma tolik fadkii, kolik ma kéd kontrolnich bitt a pocet
sloupcti obou matic je roven poctu prenasenych bitti v jednom slové.

Dukaz. Matice G ma k radku, protoze baze prostoru dimenze k obsahuje k& vektora. Pocet fadka matice
H plyne z véty 9.14. Konecné n sloupctt obou matic plyne pfimo z definice téchto matic.

16.34. Priklad. Kéd z prikladu 16.21 muze mit néasledujici generujici matici:
1 0 01
G=|0 10 1],
0 0 1 1

protoze {1001,0101,0011} je baze kédu K. Popisu, jak se obvykle tato béze sestavuje. Vyjde se ze
standardni béze vstupniho kédu: {100,010,001} a aplikuje se na ni zobrazeni kodéru. Vsechny tfi prvky
této baze maji lichy pocet jednicek, takze posledni kontrolni bit kodér nastavi na jednicku.

Kontrolni matice naseho kodu je

H=(1 1 1 1),

protoze mnozina feseni rovnice x1 + x2 + 3 + x4 = 0 je shodna s mnozinou slov, které maji sudy pocet
jednicek (séitdme jednicky modulo 2), a to jsou pravé vSechna kédova slova.

16.35. Priklad. Kédujme vstupni informaci v blokovém kdédu délky 4 podle piikladu 16.30 (zdvojeni
slova). Dostavdme linearni (8,4) kéd. Jeho generujici matice je

100 01 0 0O
GZOIOOOIOO
001 0O0O0T1O0
00 010001

K vytvoreni této baze jsem pouzil stejny postup, jako v predchozim prikladé. Na standardni bazi prostoru
Z3 jsem aplikoval zobrazeni kodéru. Kontrolni matice je vyjimeéné v tomto piikladé H = G, protoze
soustava rovnic

1+ x5 =0
o+ 26 =0
r3+ax7 =0
4 +a3 =0

ma za TeSeni pravé takova slova, pro kterd prvni bit je roven patému, druhy Sestému, treti sedmému a
¢tvrty osmému, tj. obé ¢asti slova se rovnaji a jedné se o kédové slovo.

16.36. Poznamka. Generujici matice sama o sobé jednozna¢né urcuje linedrni kéd. Kontrolni matice
sama o sobé také jednoznacné urcuje linearni kéd. Tyto dvé matice jsou v nasledujicim ,,dudlnim* vztahu:

16.37. Véta. Nechf G je generujici a H je kontrolni matice linearniho (n, k) kédu. Pak H-GT = O; a
také G - HY = O, kde O; je nulova matice s n — k fadky a k sloupci a Oy = O7.

Dtikaz. Kéd s uvedenymi maticemi ozna¢ime pismenem K. Radky matice G alias sloupce matice GT
jsou podle definice generujici matice prvky kédu K. Podle definice kontrolni matice musi tyto sloupce
matice G7 alias prvky kédu K byt fesenim soustavy Hx = o. Pfesné to ¥iké vztah H-G” = Oy, pokud
jej rozepiseme po jednotlivych sloupcich matice GT.

Vztah G - H” = O, vznikd transponovanim matic na levé i pravé strané vztahu H- GT = O;.
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16.38. Poznamka. Pfedchozi véta ukazuje, Ze nejen Ffadky matice G Fesi soustavu Hx = o, ale také
rfadky matice H fesi soustavu G = 0. Zname-li jen jednu z téchto matic, pak druhou lze najit tak, ze
najdeme bazi mnoziny feseni odpovidajici homogenni soustavy rovnic a zapiSeme ji do radki.

Protoze velmi ¢asto je generujici matice vytvofena za pouziti standardni baze vstupniho prostoru
Z% a aplikaci algoritmu kodéru na tuto bazi, ktery kopiruje informacni bity a pfidavéa kontrolni bity na
konec slova, je matice G ¢asto ve tvaru G = (E|C), kde E je jednotkovd matice typu (k, k). Matici H
pak mfizeme snadno najit podle véty 9.23, pfitom misto matice —C7 sta¢i pouzit matici CT, protoze
v aritmetice Zy je C = —C. Dostavame H = (CT|E’), kde E’ je jednotkova matice typu (n — k,n — k).

16.39. Priklad. S vyuzitim véty 9.23 zkusime sestavit kontrolni matice z priklada 16.34 a 16.35, pokud
je dana jen generujici matice.
Piiklad 16.34. Matice C z rovnosti G = (E|C) obsahuje sloupec jedni¢ek. C” je tedy tadek jednicek,
ke kterému podle véty 9.23 vpravo pripiSeme jednotkovou matici typu (1, 1). Dostdavdme matici H.
Piiklad 16.35. Matice C z rovnosti G = (E|C) je jednotkova matice, takze CT = C. K této
jednotkové matici podle véty 9.23 pripiSeme jednotkovou matici typu (4,4). Dostdvame tim matici H,
ktera je vyjimecné rovna matici G.

16.40. Definice. Pokud existuje generujici matice linedrnitho kédu ve tvaru G = (E|C), kde E je
jednotkova matice, nazyvame takovy kdd systematicky.

16.41. Poznamka. Piedchozi poznamka 16.38 ukazuje, Ze pro systematické kédy mizeme z generujici
matice snadno sestavit matici kontrolni ve tvaru H = (CT|E’). Také obricené, pokud je dana kontrolni
matice ve tvaru H = (CT|E’), je mozné snadno pfejit k matici generujici tvaru G = (E|C).

16.42. Poznamka. Necht je dana generujici matice, kterd neni tvaru (E|C). Protoze generujici matice
obsahuje v fadcich bazi kédu, je mozné eliminaci této matice pfejit k jiné generujici matici téhoz kédu.
Staci si uvédomit, ze Gaussova eliminace neméni linearni obal fadkta. Muze se tedy stat, Ze po eliminaci
dostaneme novou generujici matici ve tvaru G = (E|C) a shleddme, ze kdéd je systematicky.

Pokud ani po eliminaci generujici matice nelze doséhnout tvaru (E|C), jedna se o nesystematicky
kéd. I v tomto piipadé je ovSem eliminaci mozné dospét k matici, kterd se od matice (E|C) lisi jen
prohozenim nékterych sloupci. Nesystematicky kéd se tedy od systematického lisi jen poradim bita
v jednotlivych kédovych slovech. Pfechod od generujici matice ke kontrolni (nebo obricené) je u ne-
systematického kédu obtiznéjsi, protoze nelze primo pouzit vétu 9.23, ale pred jejim pouzitim musime
prohodit sloupce generujici matice, pak prejit ke kontrolni matici a u ni prohodit sloupce zpét. Podobné
bychom postupovali, pokud pfechézime od kontrolni matice nesystematického kédu k matici generujici.

Systematicky kod ziskdme zarucené v pripadé, kdy nechame kodér kopirovat informacni bity vstup-
niho slova do vystupu a pak pridat bity kontrolni. Pokud ale kodér informacni bity , promicha“ s bity
kontrolnimi, pak kéd nemusi byt systematicky.

16.43. Véta. Kod je systematicky pravé tehdy, kdyz existuje kontrolni matice tohoto kédu tvaru
(CT|E), kde E’ je jednotkova matice.

Dukaz. Tvrzeni véty je dusledkem skutecnosti, ze kéd ma generujici matici tvaru G = (E|C) préavé
tehdy, kdyZ ma kontrolni matici tvaru H = (CT|E’).

16.44. Poznamka. Je-li ddna kontrolni matice v jiném tvaru nez (CT|E’), pak z toho je$té neplyne,
7e kod neni systematicky. Eliminaci kontrolni matice miizeme ziskat jinou kontrolni matici, ktera ovsem
prislusi stejnému kédu. Staci si uvédomit, ze eliminaci matice soustavy dostavame ptfipadné matici jiné
soustavy, ale se stejnou mnozinou feseni. Pokud tedy po eliminaci kontrolni matice ziskame matici tvaru
(CT|E'), pak je kéd systematicky.

16.45. Véta. Necht G je generujici matice linearniho (n, k) kédu. Necht dale A: Z5 — Z7 je linearni
zobrazeni, které zobrazuje standardni bazi prostoru Z45 na fadky matice G. Pak matice GT je matici
linedrniho zobrazeni A vzhledem ke standardnim bazim.

Dukaz. Matice linedrniho zobrazeni obsahuje podle definice 10.23 ve sloupcich soufadnice obrazu baze
vstupniho prostoru vzhledem k bazi vystupniho prostoru. V nasem piipadé generujici matice G obsahuje
v fadcich soufadnice obrazii (p¥i zobrazeni A) standardni baze Z§ vzhledem ke standardni bazi v Z3.
Abychom z 7adkt matice dostali sloupce podle definice matice linedrniho zobrazeni, sta¢i matici G
transponovat.
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16.46. Poznamka. Zobrazeni A z pfedchozi véty matematicky popisuje kodér linedrniho kédu. Jeho
generujici matice je G. Véta iika, ze G” je matice zobrazeni tohoto kodéru vzhledem ke standardnim
bazim. Vstupuje-li vektor u € Z% do kodéru, pak jeho vystupem je vektor v € Z, ktery spoc¢itdme podle
véty 10.21 jako soucin matice zobrazeni a vstupniho vektoru:

0T =GT . o7, neboli: v=u-G.

16.47. Poznamka. Pokud kodér kopiruje k& vstupnich bitd do vystupu a pak prida kontrolni bity,
nemusime prvnich k bitt vystupu pocitat maticovym nasobenim. Staci timto nasobenim poéitat kontrolni
bity. Generujici matice mé v tomto pfipadé tvar G = (E|C). Oznacéime-li u slovo, které vstupuje do
kodéru a v’ vektor, ktery obsahuje jen kontrolni bity vystupniho slova, pak plati:

v =u-C.

16.48. Poznamka. Dekodér pii kontrole, zda se jedna o kédové slovo, pouZije kontrolni matici. Necht
dekodér pfijme slovo w. Pak H - w” je nulovy vektor pravé tehdy, kdyz je slovo w kédové. V takovém
pripadé dekodér predpoklada, ze nedoslo pri prenosu slova k chybé, odstrani kontrolni bity a tim ziska
puvodni informaci.

Pokud H - w” neni nulovy vektor, dekodér mé jistotu, Ze doslo k chybé a ze w neni kédové slovo.
Ma-li chybu opravit, pak tidaj H-w” bude p¥i opravé potiebovat. Napiseme-li visledek nasobeni H - w’
do radku, dostavame tzv. syndrom vektoru w.

16.49. Definice. Necht H je kontrolni matice linedrniho kédu. Syndrom slova w je vektor s, pro ktery
plati sT = H - w”.

Necht v je slovo vyslané kodérem a w je slovo pfijaté dekodérem. Pak e = w — v je chybové slovo.
Protoze v Z% je —v = v, chybové slovo lze pocitat jako w + v.

16.50. Poznamka. Jednickové bity chybového slova oznacuji mista, kde doslo k poskozeni slova wv.
Ukolem dekodéru je na zékladé znalosti w zjistit chybové slovo e. Pokud se mu to podaii, pak vypocte
ptvodni informaci jako v = w — e.

Nez se pustime do sestavovani tabulky, podle které bude dekodér opravovat chyby, je potfeba si
uvédomit platnost dvou tvrzeni. Prvni z nich plati dokonce obecné na libovolném linearnim prostoru.

16.51. Véta. Necht K je linedrni podprostor linedrniho prostoru L a necht e; € L, e € L. Pak mnoziny
M; ={e1 +v; ve K}, My ={es+ v; v € K} jsou bud disjunktni nebo totozné.

Duikaz. Sporem. Pfedpokladame, ze mnoziny M; a Ms maji spoleény bod a a pfitom nejsou totozné,
tj. existuje vektor b € M7, ktery nelezi v M. Protoze a i b lezi v mnoziné My, je a = e; +u, b = e; +v,
kde w i v lezi v K. Pak w = b—a = v — u lezi v K, protoze K je podprostor. Je tedy b = a + w.
Protoze a lezi i v mnoziné M, je a = es + x, kde « € K. Dosadime-li tento poznatek do vztahu pro b,
dostaneme b = e; + x + w. Protoze K je podprostor, @ + w lezi v K. Je tedy b = e; + z, kde z € K.
To ale znamené, ze b € My, coz je sporu s predpokladem.

16.52. Véta. Necht v je kédové slovo a e je libovolné slovo. Pak slova e i e + v maji stejny syndrom.
Jinymi slovy kédova slova modifikovana stejnou chybou vytvareji skupinu slov se spole¢nym syndromem.

Dikaz. H- (e +v)' =H- el + H- v =H-el + o’ =H: e’

16.53. Poznamka. Pokud pozadujeme nejen detekci, ale i opravu chyb linearniho kédu, muze dekodér
pracovat s nasledujici tabulkou pro opravovani chyb:

o o V2 U3 . Vaok

So D) €s + V2 €2 + V3 - €es + Vgk

S3 es es + v2 es + vs3 e e3 + Vgk
So(n—k) €o(n—k) €o(n—k) + V1 €o(n—k) + V3 e €o(n—k) + Vgk

Vlevo od svislé ¢ary jsou syndromy, k tém se vratim pozdéji. Nejprve vysvétlim obsah tabulky vpravo
od svislé ¢ary. Tam jsou rozmisténa vsechna slova linearniho prostoru Z%. V prvnim radku jsou kédova
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slova (je jich 2%) a v ostatnich fadcich jsou slova nekédova. Pocet fadki je 2(n=k) protoze tak ziskdme
celkovy pocet slov 2" = 2¥.2("=%) 'V prvnim sloupci (vpravo od ¢ry) je nahofe umisténo nulové slovo a
pod nim jsou postupné vSechna chybova slova, ktera chceme, aby dekodér umél odhalit a chybu opravit.
Na ostatnich pozicich tabulky jsou soucty chybového slova v fadku s kédovym slovem ve sloupci.

Tabulku vytvorime tak, Ze zapiSeme nejprve do prvniho fadku nulové kédové slovo a pak ostatni
kédové slova (na pofadi nezalez). Do druhého fddku napiSeme nejprve chybové slovo, které chceme
dekodérem opravovat, a dale prislusné soucty. Chybové slovo nesmi byt slovem kédovym. Na tfetim
radku napiseme dalsi chybové slovo. Toto chybové slovo se nesmi vyskytovat nikde na predchozich rddcich.
K nému do ¥4dku doplnime pifslusné soucty. Tak postupujeme déle, az vytvorime tabulku s 2("~%) f4dky.

Prvni fadek tabulky obsahuje linearni prostor K, druhy fadek tabulky obsahuje mnozinu K + es,
ktera je podle véty 16.51 disjunktni s K. Plati totiz es ¢ K. Treti fadek obsahuje mnozinu K + es,
ktera je disjunktni s K i s K + eo, protoze e3 ¢ K a e3 ¢ K + es, takze muzeme dvakrat pouzit
vétu 16.51. A tak dale. Slova v jednom fadku jsou samoziejmé ruzna. Mame tedy zarucCeno, ze zadné
slovo se v tabulce neopakuje a ze jsou vycCerpana vsechna slova prostoru Zsy.

Pokud nyni dekodér ptijme slovo w, vyhleda ho v tabulce. Naptiklad slovo nasel na i-tém radku
tabulky. Dekodér na zakladé toho rozhodne, ze doslo k chybé e; a opravi ji tak, ze provede w — e;.
(Misto od¢itani muze vykonat w + e;, protoze v aritmetice Zs to dopadne stejné). Pokud w bylo na
j-tém sloupci tabulky, dekodér se timto postupem vraci ke kédovému slovu v;.

Aby dekodér nemusel prohledavat celou tabulku o 2" slovech, vypocte nejdiive syndrom pitijatého
vektoru: 87 = H - w’. Vlevo od svislé ¢ary jsou syndromy vsech slov, které jsou napsédny vpravo na
stejném Fadku (viz véta 16.52). Prohleddnim tabulky syndromi a porovnanim se syndromem slova w
dekodér odhali spravné radek tabulky, ve kterém slovo w lezi. Dekodér tedy nemusi pracovat s celou
tabulkou, ale jen se sloupcem syndromu a sloupcem chybovych slov.

16.54. Priklad. NeZ se pustime do formulace pozadavk na idedlni kéd pro opravu chyb, zkusime
sestavit tabulku pro opravovani chyb pro piipad kédt, kde to nebude ptilis uzitec¢né: kéd s kontrolnim
bitem parity a opakovaci kéd. Tim odhalime problémy, kterych bychom se méli pti navrhu kédi s opravou
chyb vyvarovat.

Lineérni (4,3) kéd s kontrolnim bitem parity ma napiiklad tuto tabulku pro opravovéani chyb:

0 0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111
1 1000 1011 1101 1110 0001 0010 0100 0111

V této tabulce jsme zvolili chybové slovo 1000. Proto dekodér pii obdrzeni nekédového slova opravi
prvni bit. Kdybychom zvolili jiné chybové slovo (napf. 0100), dostaneme jinou tabulku: druhy fadek bude
obsahovat slova v jiném potfadi. Dekodér podle takové pozménéné tabulky bude po pfijeti nekédového
slova opravovat jiny bit. Bohuzel, neméame zadnou zaruku, ze dekodér opravi spravny bit. Tabulka urcuje
pevné jeden bit, ktery bude dekodér opravovat. Lepsi by bylo, kdybychom v prvnim sloupci s chybovymi
slovy méli zapsana vSechna chybova slova tvaru 1000, 0100, 0010, 0001. To bychom ale potfebovali mit
v tabulce pét fadku a ne jen dva. Dva radky v tabulce jsou disledkem toho, ze kéd pracuje jen s jednim
kontrolnim bitem a ze 2! = 2. MtZeme tedy Fici, Ze pro tspésnou opravu chyb je jeden kontrolni bit
malo. To ostatné ¢lovek intuitivné tusi i bez sestavovani tabulek pro opravovani chyb.

Linearni (6,3) opakovaci kéd s kontrolni i generujici matici

1
H=G=|0
0

o~ O
= o O
OO =
o = O

0
0
1

miize mit napiiklad nasledujici tabulku pro opravovani chyb:
000 000000 100100 010010 001001 110110 011011 101101 111111
100 100000 000100 110010 101001 010110 111011 001101 O11111
010 010000 110100 000010 011001 100110 001011 111101 101111
001 001000 101100 011010 000001 111110 010011 100101 110111
110 110000 010100 100010 111001 000110 101011 011101 001111
101 101000 001100 111010 100001 011110 110011 000101 010111
011 011000 111100 001010 010001 101110 000011 110101 100111
111 111000 011100 101010 110001 001110 100011 010101 000111
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Pokud dekodér pracuje podle této tabulky a pfijme napiiklad slovo 111110, vypocte nejdiive syndrom
H - (111110)T = (001)”, Dekodér zjistil, Ze slovo lezi ve ¢tvrtém fddku tabulky. Tam je zvoleno chybové
slovo 001000, takze dekodér opravi tieti bit a z prijatého slova 111110 dostava kédové slovo 110110.

Jestlize predpokladame, ze prijaté slovo obsahuje jednu chybu, pak vyse uvedena oprava nemusi byt
jedind mozna. Opravou posledniho bitu ve slové 111110 také dostavame kédové slovo 111111. Problém
tohoto kédu z pohledu tabulky pro opravovani chyb je, ze chybové slova s jednou jednic¢kou se objevi dvé
na spoleéném faddku tabulky. Na dalsich fadcich (za ¢tvrtym Faddkem) uz nemizeme pouzit chybové slovo
000001, protoze toto slovo se na ¢tvrtém Fadku uz objevilo. Pokud bychom na ¢tvrtém fadku pouzili
chybové slovo 000001, pak by se na tomto fadku zase vyskytlo i 001000. Mnozina slov vedle konkrétniho
syndromu se totiz nemtize zménit, protoZe se jedna o mnozinu feseni soustavy Hx? = s”. TakZe bychom
dostali sice jinou tabulku pro opravovani chyb, ale chybova slova s jednou jednickou by se ani tak
nepodarilo oddélit do jednotlivych fadkt. Ackoli (na rozdil od kédu s kontrolnim bitem parity) mame
v tabulce dostateény pocet fadkt, nemame moznost dostat vSechna chybova slova s jednou jednickou
do prvniho sloupce tabulky. Dokonce jsme nuceni na poslednim radku tabulky pouzit chybové slovo se
tfemi jednickami.

16.55. Poznamka. Nezdary p¥i opravovani chyb v pfedchozim piikladé nés inspiruji k formulaci pod-
minek na kéd, ktery spolehlivé opravuje jednu chybu.

Piedpoklddame linedrni (n, k) kéd. Chybovych slov s jednou jednickou je n a potfebujeme je vSechna
rozmistit do prvntho sloupce tabulky pro opravovani chyb. Zadna jina chybova slova se v tomto sloupci
nesméji objevit. Z toho vyplyva, ze pocet Ffadkt tabulky musi byt n + 1 (prvni fadek tabulky obsahuje
samotny kéd). Protoze pocet fadki tabulky je 2("=k) ‘mame podminku 2("~%) = n+1. Oznaéime-li pocet
kontrolnich bitt ¢ = n — k, pak je uvedena podminka asi 1épe ¢itelné ve tvaru n = 2¢ — 1. Celkovy pocet
bitd n tedy musi byt o jednic¢ku mensi nez mocnina dvojky a hodnota této mocniny udava pocet kon-
trolnich bitd. Postupné pro ¢ = 2,3,4,5,6, ... dostavame (3,1), (7,4), (15,11), (31,26), (63,57), ...kddy.

Abychom mohli rozmistit vS§echna chybova slova s jednou jednic¢kou do prvniho sloupce, potiebujeme
jesté zarucit, ze zaddné slovo s jednou jednickou neni kédové slovo a ze dvé slova s jednou jednickou
nebudou mit stejny syndrom. Tuto podminku nejlépe charakterizuje nasledujici véta.

16.56. Véta. Slovo s jednou jednickou je kédové pravé tehdy, kdyz kontrolni matice obsahuje nulovy
sloupec. Dvé rtizna slova s jednou jednickou maji spoleény syndrom pravé tehdy, kdyz kontrolni matice
obsahuje aspon dva stejné sloupce.

Dukaz. Staci si uvédomit, ze syndrom slova s jednou jednickou na i-tém misté je roven i-tému sloupci

kontrolni matice. To vyplyva z maticového nasobeni H - w” = s7.

16.57. Poznamka. Aby linearni (n,k) kéd opravoval vSechny jednoduché chyby ve slové, je podle
poznamky 16.55 nutné, aby n = 2° — 1, kde ¢ = n — k, a dale podle véty 16.56 je nutné, aby kontrolni
matice neméla zadny sloupec nulovy a vsechny sloupce od sebe vzajemné rizné. Téch sloupct musi byt
n = 2¢ — 1, a ptritom vyska sloupce je ¢. Z toho ndm vyplyva jediny mozny tvar kontrolni matice (az na
pofadi sloupcit): v jednotlivych sloupcich kontrolni matice napiSeme ve dvojkové soustavé vSechna ¢isla
1,2,3,...,n. Linedrnimu kédu s takovou kontrolni matici fikdme Hamminguv kod.

16.58. Priklad. Ukdzeme si Hammingiv (7,4) kéd. Podle predchozi pozndmky napiseme ve dvojkové
soustavé do sloupci kontrolni matice ¢isla 1,2,3,4,5,6,7:

0001111
H=10110011
1010101

Syndromy a prvni sloupec tabulky pro opravovéni chyb napiSseme (kvili Gspofe mista v tomto textu)
misto do sloupct do radku:

000 001 010 011 100 101 110 111
0000000 1000000 0100000 0010000 0001000 0000100 0000010 00000001

Vidime, ze pfi této volbé pofadi sloupct kontrolni matice méa dekodér vyrazné usnadnénou praci:
nemusi prohledavat v tabulce syndromii, aby zjistil odpovidajici chybové slovo. Staci, aby interpretoval
syndrom jako ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé. Toto ¢islo udava pozici bitu chybového slova, kde se
naléza jednicka.
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Jak tedy bude dekodér postupovat pii obdrzeni slova w? Vypoéte syndrom pomoci s” = H-w” a
interpretuje jej jako ¢islo ¢ ve dvojkové soustavé. Je-li i = 0, je w kddové slovo a dekodér nic neopravuje.
Je-li ¢ > 0, pak dekodér opravi v obdrzeném slové i-ty bit.

Tim je kompletné navrzen dekodér Hammingova (7,4) kédu a zbyva jesté navrhnout kodér. Eliminaci
kontrolni matice pfechézime ke kontrolni matici stejného kédu (poznamka 16.44):

0001111 1011010 0111100 0111100
H=|0110011|~[1100110)]~]1100110|~([1011010]=H.
1010101 1010101 1010101 1101001

Podle véty 16.43 se tedy jedné o systematicky kéd, protoze H' = (CT|E’). Podle poznamky 16.41 nyni
prejdeme ke generujici matici G = (E|C):

oo o
(=Nl =]
o= O O
— o o o
—_ == O
—_ O =
—_— O = =

Kodér nechdme nejprve kopirovat prvni ¢tyfi informacni bity do vystupu a dalsi t¥i kontrolni bity v’
pocitame ze vstupniho slova u podle poznamky 16.47:

\
=== O
== O =
= O = =

16.59. Poznamka. Analogicky se postupuje pii navrhu (15,11), (31,26), (63,57) atd. Hammingovych
kéda. Vsimnéte si, ze s rostoucim n se vyrazné zlepsuje pomér informacnich bitid ku celkovému poctu
prendsenych bitid. To je pro uzivatele, ktefi se zajimaji jen o informac¢ni bity, dobra zprava. Ovsem
prodluzovanim délky prenasenych slov se zase zvysuje pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné chyby ve
slové. Dekodér Hammingova kédu v takovém piipadé selze.

16.60. Poznamka. Ve vypocetni technice se pracuje s prenosy 8 bitw, 16 biti, 32 bitt atd. Hamminguv
kéd predpoklada prenos slov délky o jeden bit kratsi. Co se zbylym bitem? Pouzijeme jej pro kontrolu pa-
rity. Tim dostavame rozsireny Hammingiv kod, ktery umozni spolehlivé opravit jednu chybu a detekovat
chyby dvé.

16.61. Priklad. K Hammingovu kédu (7,4) pfiddme kontrolni bit parity a dostavame linedrni (8,4)
kéd s néasledujici kontrolni matici:

== O O
— o = O
=== O
— o O
—_ = o
= O = =
=
-0 o O

Tento kéd umi opravit jednu chybu ve slové a detekovat chyby dvé. Jak dekodér miize postupovat? Prijme
slovo w a vypoéte syndrom s” = H - w?. Je-li syndrom nulovy vektor, je slovo w kédové a dekodér nic
neopravuje. Jsou-li prvni tfi bity syndromu nulové a posledni nenulovy, doslo pfi pfenosu jen k chybé
posledniho kontrolniho bitu parity. Je-li na prvnich tfech pozicich syndromu aspon jeden bit nenulovy a
posledni bit syndromu je rovnéz nenulovy, doslo k lichému poc¢tu chyb ve slové. Dekodér predpoklada,
Ze doslo k jediné chybé a podle prvnich tfech biti syndromu zjisti, ktery bit ve slové m4 opravit (stejné
jako v prikladu 16.58). Je-li kone¢né posledni bit syndromu nulovy, ale syndrom obsahuje aspoii jeden
nenulovy bit, pak doslo k sudému poc¢tu chyb. Tento pocet chyb neumi dekodér opravit, ale detekuje
tento stav jako dvojnasobnou chybu.

16.62. Poznamka. Vsimnéte si, Ze nejmensi Hammingova vzdalenost mezi dvéma slovy rozsifeného
Hammingova kédu je 4. To je v souladu s vysledky prikladu 16.23.
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