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Gaussova eliminaéni metoda

Nez se pustime do studia linedrnich prostort a podprostori, zavislosti a nezavislosti vektor, bazi
a linedrnich obald, uvedeme si v této Gvodni kapitole metodu, kterda se ndm bude casto hodit. Protoze
se k TeSeni soustav vratime podrobnéji v kapitole paté, fekneme si zde jen to nejnutnéjsi a budeme se
v nékterych pripadech vyjadfovat mozna ponékud tézkopadné. Vse napravime v kapitole 5.

Gaussova eliminacni metoda je metoda usnadinujici feseni soustav linearnich rovnic. Soustava line-
drnich rovnic je jedna nebo (obvykle) vice linedrnich rovnic, které maji byt splnény vSechny soucasné.
Linedrni rovnice je rovnice, ve které se jedna nebo (obvykle) vice neznamych vyskytuje pouze v prvni
mocniné. Nezndmé mohou byt nasobené riiznymi konstantami a tyto nasobky se v souctu maji rovnat
dané konstanté, tzv. pravé strané. Resit soustavu rovnic znamend najit fefeni, tj. najit takova realna
c¢isla, ktera po dosazeni za neznamé v rovnicich spliuji vSechny rovnice soucasné. Takové Teseni miize
existovat pro danou soustavu jediné, muze se ale stat, ze je takovych feseni vice nebo neni zadné.

Metodu si nejprve vysvétlime na jednoduchém prikladé nasledujici soustavy dvou linearnich rovnic
o dvou neznamych z, y:

20 — by = 16
—x+2y= -7
Ze stiedni skoly asi znate dvé metody, jak takové soustavy fesit: bud postupnym dosazenim, nebo naso-
benim rovnic konstantami a vzajemnym scitanim rovnic. Metoda postupného dosazeni by mohla vypadat
takto:

20 — by = 16 = 2Qy+T7)—-5by=14—-y=16 = y= -2

—r+2y=-7 = xz=2y+7 = x=2(-2)+7=3,

ale nemd s Gaussovou eliminaéni metodou moc spoleéného. Pro rozséhlejsi soustavy (mnoho rovnic,
mnoho neznamych) se moc nehodi. Zaméfime se proto na druhou metodu ,s¢itani rovnic“. V této metodé
ménime postupné soustavu rovnic na jinou soustavu se stejnym feSenim. Zmény soustavy, které neméni
feSeni, jsou nasledujici:

(1) Prohozeni rovnic mezi sebou.

(2) Vynésobeni rovnice nenulovou konstantou.

(3) Pricteni libovolného nasobku néjaké rovnice k jiné.

Pomoci téchto tprav prevedeme soustavu rovnic na jinou soustavu, ze které je jiz feSeni snadno

c¢itelné. Jednotlivé modifikace nasi soustavy od sebe oddélujeme znakem ,,~*.

2¢ — by = 16 20 —by = 16 22 — by =16 2z — by = 16 20 4+0y= 6 r= 3
—r4+2y=—-7 —2x+4y=—-14 0z — y= 2 y=—2 y=—2 y=—2

Nejprve jsme vynasobili druhou rovnici dvéma, pak jsme obé rovnice secetli a vysledek napsali na misto
druhé rovnice, déale jsme druhou rovnici vynasobili ¢islem —1, pak jsme pétinasobek druhé rovnice pricetli
k prvni a nakonec jsme prvni rovnici vynasobili ¢islem 1/2. Z posledni soustavy ¢teme pfimo FeSeni.

Gaussova elimina¢ni metoda je vlastné shodnd s pravé pouzitou metodou ,s¢itani rovnic*. Navic
Gaussova metoda upfresnuje postup, jak rovnice nasobit a séitat mezi sebou, abychom se cilené dobrali
k vysledku i u rozsahlych soustav mnoha rovnic s mnoha nezndmymi. Nez tento postup popiSeme,
zamyslime se nad tim, jak stru¢né muzeme soustavy rovnic zapisovat. V soustavé rovnic neni pii hledani
FeSeni podstatné, zda se neznamé jmenuji x, y, z nebo t¥eba «, 3, y. Podstatné jsou jen koeficienty, které
nasobi jednotlivé neznamé a samoziejmé jesté hodnoty na pravych stranach rovnic. Oddélime tedy ,,zrno
od plev¥ a vypiSeme z nasi soustavy jen to podstatné (koeficienty u nezndmych a hodnoty pravych stran)
do tabulky cisel, které budeme fikat matice:

2 —-5| 16
-1 2| -7

Pokud chceme prohodit rovnice, v novém znaceni to znamena prohodit fadky matice. Vynasobeni rovnice
nenulovou konstantou odpovida vynasobeni radku matice touto konstantou. Kone¢né pri¢teni nasobku
jedné rovnice k druhé je totozné s prictenim nasobku jednoho radku ke druhému. Postup feSeni naseho
prikladu tedy muzeme zapsat takto:

2_516~ 2 -5 16N2—516N2—516N20 6N103
-1 2| -7 -2 4| -14 0—-1| 2 0 1| -2 0 1| -2 0 1| -2

1

Uvodni
priklad



Linedrni algebra Gaussova eliminacni metoda

Pred vykladem Gaussovy elimina¢ni metody na obecné soustavé linearnich rovnic si ukazeme postup
jesté na jednom prikladu, ktery bude mit ¢tyfi rovnice a pét nezndmych. Priklad je zvolen zamérné tak,
aby vychéazela mala celd ¢isla, takze se nam to bude dobfe pocitat bez pouziti vypocetni techniky. To je
obvyklé v tzv. modelovych prikladech, se kterymi se setkate u pisemné ¢asti zkousky a pii feseni tloh ze
skript. Jakmile se ale dostanete k llohdm z praxe, budete postaveni pfed soustavy tfeba s tisici rovnicemi
a se zhruba stejnym poctem nezndmych. Na mald celd ¢isla budete muset zapomenout. Bez vypocetni
techniky se to pak fesit neda. Pamatujte tedy, Ze feseni modelovych prikladu ze skript neni koneénym
cilem nasi teorie, ale jen pomitickou k pochopeni rozsahlejsich souvislosti.

Mame Fesit nasledujici soustavu linearnich rovnic

—dxry +4x0 — 13+ x4 — Ty = —11
2561 — 2332 + 3 + 3335 = 4
4I1 — 41‘2 + 5583 + x4 + 7IE5 = -3

- 61’1 + 6{E2 e 4.%3 + x4 — 12.%5 S -7

Koeficienty této soustavy prepiseme do matice a matici budeme upravovat pomoci tzv. kroki Gaussovy
elimina¢ni metody, mezi které patii prohozeni fadk mezi sebou, vynasobeni fadku nenulovou konstantou
nebo pricteni libovolného nasobku néjakého rfadku k jinému.

_;l _;1 _} (1) _g _1}1 Nejprve potfebujeme s¢itanim nasobkt fadkd dostat nulu pod
4-4 5 1 7 g™ prvni prvek v prvnim sloupci. Aby se nam to lépe délalo, pro-
6 6 -4 1 -12| _7 hodime prvni fadek s druhym.
2-2 1 0 3 4 . . . . .
4 4 -1 1 —7|-11 Pod dvojkou v prvnim sloupci budeme postupné vytvaret nuly.
~ 4 -4 5 1 71 3|~ Vezmeme dvojnasobek prvniho fadku a pricteme jej ke dru-
6 6 -4 1-12| -7 hému.
2-2 10 3| 4 Zatim nemame v prvnim sloupci pod dvojkou vsude nuly. Bu-
o 0 1 1 —-1|-3 deme si stale ,pomdahat“ nasobky prvniho fadku, ktery opi-
4 -4 5 1 71 -3 Seme. Minus dvojnasobek prvniho fadku pricteme ke tfetimu a
-6 6 —4 1 —-12| -7 trojnasobek prvniho fadku pricteme ke ¢tvrtému.
Nyni bychom méli vytvaret nuly ve druhém sloupci. To se
2-2 1 0 3 4 v tomto piipadé stalo (vyjimecné) samo, takze se zaméfime
0o 0 1 1-1] -3 na tteti sloupec. Tam pod prvni jednickou v druhém radku vy-
0 0 3 1 1]-11 tvorime nuly takto: minus trojnasobek druhého radku pricteme
0 0-1 1-3 5 ke tfetimu a dale druhy radek pricteme ke ¢tvrtému. Prvni a
druhy radek opisujeme.
2-2 1 0 3| 4 Znovu se presuneme na daldi sloupec (tentokrat ¢tvrty) a vy-
10 0 1T 1-1]=-37] tvofime nulu pod minus dvojkou ze tfetiho fadku. K tomu staci
0 0 0-2 4|-2 secist tieti fadek se ¢tvrtym a vysledek napsat na misto étvr-
0 0 0 2-4] 2 tého fadku.
2-2 1 0 3| 4 Treti fadek jesté (spiSe pro parddu) vyndsobime ¢islem —1/2.
N 0 0 1 1-1|-3 N Ctvrty fadek nemusime psat, protoze tento fadek odpovida rov-
0 0 0-2 4|-2 nici 0z1 + 022 + Ox3 + 0x4 + Ox5 = 0, kterd je zfejmé splnéna
0O 0 0 0 o0 O pro libovolné z1, xs, x3, x4, Ts5.
Dostavame matici, ktera ma ve své ,dolnim levém kouté“ nuly.
2-2 1 0 3| 4 e 111 1er s ) L . .
0 0 1 1-1|-3 Presnéji: kazdy dalsi fadek mé zleva aspon o jednu nulu vice nez
00 0 1-21 predesly. To je cilem tzv. pfimého chodu Gaussovy eliminacni

metody, ktery jsme pravé ukondili.

Nasi matici koeficientti ptivodni soustavy jsem pfevedli pomoci Gaussovy elimina¢ni metody na matici
odpovidajici nové soustavé, kterd ma stejnou mnozinu feSeni, jako puvodni. Staci se proto dale zabyvat
touto novou soustavou. Pro nazornost si ji zde zapiSeme

2%1 — 21’2 + T3 + 3%5 = 4
T3+ x4 — 5 = — 3
Ty — 205 = 1

Dalsi priklad



Linedrni algebra Gaussova eliminacni metoda

Kazda rovnice umozni spocitat hodnotu jedné neznamé, pokud jsou dany hodnoty ostatnich. Mame tii
rovnice o péti nezndmych, umime tedy spocitat jen t¥i neznamé. Pomoci posledni rovnice budeme pocitat
napiiklad x4, pomoci pfedposledni rovnice budeme pocitat x3 a z prvni rovnice spoc¢itdme napiiklad x.
Ostatni neznamé nejsou témito rovnicemi urceny a mohou nabyvat libovolnych hodnot. To dame najevo
napfiklad takto: x5 = u, 2o = v, u € R, v € R. Nyni budeme pocitat hodnoty ostatnich neznidmych
dosazovaci metodou, postupujeme od posledni rovnice k prvni:

s = U
To9g = UV
Ty — 2u = 1 = x4 =14 2u
z3+ (1 +2u)—u=-3 = x3= —4—u
20y — 20+ (-4 —uw)+3u= 4 = 1 =4—-u+v

Reseni jsme zapsali pomoci dvou parametrii u,v, které mohou nabyvat libovolnych hodnot. Viimneme
si, ze pocet parametri, kterymi popiseme feSeni libovolné soustavy linearnich rovnic je roven poctu
neznadmych minus pocet nenulovych rovnic, které ziskdme po eliminaci Gaussovou elimina¢ni metodou.
V nasem pfipadé: pocet parametri = 5 — 3. Zadané soustava ma sice ¢tyfi rovnice, ale po eliminaci se
nam soustava redukovala na pouhé tfi nenulové rovnice.

Pokud bychom se rozhodli napfiklad z prvni rovnice pocitat xs, pak by nezndma z; mohla nabyvat
libovolnych hodnot a vysledek by byl formélné zapsan ponékud jinak: 1 = w, x2 = —8 + 2u + 2w,
3 =—4—u, x4 = 142u, x5 = u, u € R, w € R. Vidime tedy, Ze neexistuje jednoznacny zapis vysledku.
Oba zapisy popisuji stejnou mnozinu feseni, kazdy trochu jinym zptsobem.

Nyni se pustime do vykladu Gaussovy elimina¢ni metody pro obecnou soustavu linearnich rovnic.

Nejprve vysvétlime proceduru, kterou budeme v této metodé s prvky matice mnohokrat opakovat. Tato
procedura vytvori nuly v s-tém sloupci pod nenulovym prvkem matice v r-tém fadku. Nazorné:

sloupec s sloupec s
! !
tadekr— [ 0 --- 0 a e ---| o N 0 0 a o ---| e | «—tadekr
0 - 0 bl ° ° 0 0O O o °
0 - 0 by o ---| o 0 - 0 0 o ---| o

Teckami jsou v tomto obrazku vyznaceny prvky matice, jejichz hodnoty nas momentalné nezajimaji.
Prvek a musi byt nenulovy. Procedura vytvoreni nul pod prvkem a se provede takto:

K1. Radky 1 az r opiseme beze zmény.
K2. K fadku r+1 pfi¢itdme (—b;/a) ndsobek fadku r, k fadku r + 2 pfi¢itdme (—bs/a) ndsobek fadku r,
atd., az konecné k fadku poslednimu pfi¢itdme (—by/a) ndsobek fadku r.

Timto tkonem se neporusi nulové prvky ve sloupcich vlevo od sloupce s a vzniknou nové nuly pod
prvkem a ve sloupci s.

Popiseme algoritmus, ktery prevede libovolnou matici na matici, kterd ma ,v levém dolnim rohu*
nuly. Presnéji, matice bude mit v kazdém tadku zleva aspon o jednu nulu vice v souvislé fadé nul, nez
predchozi fadek. V algoritmu se pracuje s proménnou r oznacujici aktudlni fadek a s proménnou s,
ktera znamend sloupec, ve kterém v daném okamziku vytvarime nuly. Pokud se v algoritmu zvétsuje r,
a pritom r jiz oznacuje posledni fadek matice, ukonc¢ime ¢innost. Pokud by se mélo zvétsit s, a pritom
s uz oznacuje posledni sloupec matice, ukonc¢ime ¢innost. V téchto pfipadech je uz matice prevedena do
pozadovaného tvaru.

G1. Nastavime r =1, s = 1.

G2. Necht a je prvek matice z s-tého sloupce a r-tého fadku. Pokud je a = 0 a vSechny prvky pod
prvkem a v s-tém sloupci jsou také nulové, zvétsime s o jednicku a opakujeme krok G2.

G3. Je-li a = 0, a pritom existuje nenulovy prvek pod prvkem a v s-tém sloupci na fadku r1, prohodime
radek r s fadkem 7. Od této chvile je v nové matici prvek na r-tém fadku a s-tém sloupci nenulovy.

G4. Vytvorime nuly pod nenulovym prvkem a z r-tého Fadku a s-tého sloupce zptsobem, popsanym
v krocich K1 a K2.

Gb5. Existuji-li v matici fadky celé nulové, z matice je odstranime.

G6. Zvétsime r o jednicku a s o jednicku a celou ¢innost opakujeme od kroku G2 znova.

3
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Pfi eliminacni metodé jsme prevedli matici koeficientd soustavy na jinou matici odpovidajici jiné
soustavé, ale se stejnou mnozinou feseni, protoze pfi upravach jsme pouzili jen tyto elementarni kroky:

(1) Prohozeni fadkt matice.
(2) Pronésobeni fadku nenulovou konstantou.
(3) Pfic¢teni ndsobku fadku k jinému.
(4) Odstranéni nulového Fadku.

Jiz drive jsme vysvétlili, ze tim dostavame modifikovanou matici odpovidajici nové soustavé se
stejnou mnozinou feseni. Staci se tedy zamérit na tuto novou soustavu. Nejprve rozhodneme, zda soustava
ma vibec néjaké feseni. Pokud je posledni fadek ve tvaru:

0 0 -+ 0]¢), c#0
soustava nema feSeni. Tento fadek totiz odpovida rovnici
0x1 +0z2+---4+0x, =¢, c#0,

kterou nelze splnit pro zadné 1, zs, ..., T,.

Pokud posledni fadek obsahuje nenulovy prvek mezi koeficienty soustavy (vlevo od svislé ¢ary),
soustava m4 FeSeni. V takovém piipadé muzeme Fici, kolik téch FeSeni bude: pokud méa soustava (po
upravé eliminaéni metodou) stejny pocet rovnic, jako neznadmych, ma jediné feseni. Je-li pocet rovnic
mensi, nez pocet neznamych, je feseni nekoneéné mnoho.

Pocet rovnic po eliminaci nemiize nikdy presahnout pocet neznamych, vylouc¢ime-li pripad fadku
(0 --- 0] ¢), c#0. Rozmyslete si, pro¢. Zadana soustava mize mit podstatné vice rovnic nez nezndmych,
ale po eliminaci se v takovém ptipadé zakonité pocet rovnic zmensi.

Ma-li soustava Teseni, pak pro kazdou rovnici rozhodneme, kterou neznamou budeme pouzitim této
rovnice pocitat (v dané rovnici musi byt tato nezndmd nésobena nenulovym koeficientem). V kazdé
rovnici je nejprve zleva skupina nulovych koeficientt a pak existuje néjaky prvni nenulovy koeficient.
Doporucujeme pocitat tu neznamou, ktera je nadsobena timto prvnim nenulovym koeficientem. Neznamé,
které nebudeme pocitat pomoci zadné rovnice, mohou nabyvat libovolnych hodnot. Takové neznamé dale
povazujeme za parametry. Pro pocet parametru tedy plati:

pocet parametria = pocet neznamych celkem — pocet rovnic po eliminaci

Spocitame nejprve neznamou z posledni rovnice a vysledek dosadime do ostatnich rovnic. Pak spocitame
dalsi neznamou z predposledni rovnice atd. az se dostaneme k prvni rovnici. Tim mame vyjadiena vSechna
feSeni dané soustavy linearnich rovnic.

Piiklad. Gaussovou eliminaéni metodou budeme fesit nasledujici soustavu étyt rovnic o ¢étyfech nezna-
mych «, 3,7, 0.

a+28+ 3y+ § =

20+ 48 + Ty + 76 =

« + 2y = —

3a + 70 + 10y + 66 =
Zapiseme koeficienty soustavy a hodnoty pravych stran do matice a za¢neme tuto matici eliminovat
zpusobem popsanym vyse.
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00 1 5|2 000 0|3

V tpravé (1) jsme vytvorili nuly pod jednickou z prvniho sloupce a prvniho fadku. V Gpravé (2) jsme
prehodili druhy fadek se ¢tvrtym v souladu s krokem G3 naseho algoritmu (na druhém fadku a druhém
sloupci totiz byl nulovy prvek). V tpravé (3) jsme vytvorili nuly pod jednic¢kou z druhého ¥ddku v druhém
sloupci. V posledni upravé (4) jsme vytvorili nulu pod jednickou v tfetim sloupci z t¥etiho fddku. Tim
mame matici v pozadovaném tvaru. Pohledem na posledni fadek okamzité vidime, Ze soustava nema
feseni.
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matice
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1. Linearni prostor, grupa, téleso

1.1. Poznamka. O formé definice-véta-dikaz. V tomto textu narazite na t¥i zédkladni ,slohové Gtvary“:
definice, véta a dikaz. Vesmés kazdé solidni matematické sdéleni pouziva tyto pojmy. Pfitom je mozné,
Ze s takto systematickym pouzitim pojmu definice, véta, diikaz se setkavate poprvé. Proto si tyto pojmy
vysvétlime.

Definice vysvétluje (definuje) novy pojem, ktery bude déle v teorii pouzivan. Definice se opird
o pojmy, které byly definovany v predchozich definicich. V prisné exaktnich teoriich bychom museli
na zacatku vyjmenovat pojmy, které nedefinujeme, ale budeme s nimi pracovat, protoze jinak bychom
nebyli schopni zapsat prvni definici. V tomto textu nebudeme takto prisné exaktni a budeme se opirat
o matefsky jazyk a o pojmy zndmé ze stfedni skoly (pfedpokladame, Ze jsou zndmé pojmy mnozina,
realné ¢islo apod.). Nové definovany pojem bude v definici vyznacen kurzivou.

Veéta je tvrzeni, které nam sdéluje néjakou vlastnost tykajici se definovanych pojmi. Dosti ¢asto se
véta da formélné rozélenit na piredpoklady a vlastni tvrzeni. Pfedpoklady byvaji uvozeny slovy ,necht®,
Lbudiz®, | jestlize, ,,predpokladejme” atd. Vlastni tvrzeni obvykle zacina slovem ,pak®* nebo , potom*.
Véta se musi dokazat. Proto se hned za vétu pripojuje dalsi slohovy utvar: dikaz. Po dokdzani véty
se v nasledujicim textu da véta pouzit. To byva obvykle provedeno tak, ze se ovéfi v daném kontextu
platnost predpoklad® véty a na zakladé toho se prohlasi, Ze plati vlastni tvrzeni véty.

Diikaz je obhajoba platnosti véty. Pfi této obhajobé miZeme pouzit predchozi definice (zaménime
pouzity pojem ve vété skupinou pojmii, kterymi je pojem definovan) a déle mizeme pouzit diive dokdzané
véty (ovéfime predpoklady diive dokdzané véty a pouzijeme pak jeji vlastni tvrzeni). Déale se v dikazech
pouziva logickych obratt, které byste méli znat ze stfedni skoly (napfiklad vyrok ,neni pravda, ze
existuje prvek, pro ktery plati tvrzeni A“ lze preformulovat na totozny vyrok: ,pro vsechny prvky neplati
tvrzeni A%).

V exaktnich teoriich se ke skupiné nedefinovanych pojmi na zacatku teorie pripojuje i nékolik
tvrzeni, kterd nelze prostredky teorie dokéazat, ale pro dikazy dalsich vét je nutné jejich platnost pred-
pokladat. Takovym tvrzenim se fikd axiomy. V nasem textu nebudeme teorii stavét jen na axiomech, ale
nékdy pouzijeme spiSe intuitivni ptistup. Neni nutné byt za kazdou cenu ptisné exaktni.

Pro matematické sdéleni novych poznatkt je obvykle ¢lenéni textu na definice, véty a dikazy dosta-
¢ujici. V této ucebnici si navic budeme ilustrovat novou problematiku na prikladech a obc¢as prohodime
néjakou poznamku. Dokladem toho je i tato poznamka 1.1.

1.2. Poznamka. V nésledujici definici linedrniho prostoru 1.6 se pracuje s mnozinami blize nespecifi-
kovanych objekti. Jediné, co s témi objekty umime délat, je vzajemné objekty scitat a nasobit objekt
redlnym ¢islem. Pritom tyto operace (s¢itani a ndsobeni redlnym ¢islem) je potieba pro konkrétni mno-
ziny objektu definovat. Pro kazdou mnozinu objekti mohou tyto operace vypadat jinak. Skutecnost, ze
neni feceno, jak objekty a operace s nimi konkrétné vypadaji, mtze byt pro nékteré ctenare ponékud
frustrujici. Proto pred definici uvedeme priklady mnozin objektt, které lze s¢itat a nasobit konstantou.

1.3. Piiklad. Nechf R? je mnozina vsech uspoiddanych dvojic realnych éisel, tj. R? = {(a,b);a € R,
b € R} (symbolem R oznacujeme redlnd ¢isla, slozky uspofadané dvojice piseme do kulatych zavorek a
oddélujeme ¢arkou). Definujme s¢itdni dvou uspofaddanych dvojic:

(a,0) & (¢,d) £ (a+ c,b+ d) (1.1)
a néasobeni uspoiradané dvojice redlnym cislem a € R:

a®(a,b) Z(

aa,ab). (1.2)

Vsimneme si, ze jsme definovali operaci @ s¢itani objektu tak, ze vysledek scitani je zase usporadana
dvojice. Stejné soucin @ realného ¢isla s usporadanou dvojici je zase usporadand dvojice, tedy prvek
mnoziny R?. Nage séitani je tedy operace, do které vstupuji dva prvky mnoziny R? a vystupuje z ni
prvek mnoziny R?. Nage nasobeni je operace, do které vstupuje reélné ¢islo a prvek z R? a vystupuje
z ni prvek z R2. Tuto skute¢nost zapiSeme pomoci kartézského souc¢inu mnozin:

@:R? xR? - R?, ®:R x R* = R (1.3)

Definice

Veta

Dukaz
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Vsimneme si dale, Ze jsme definovali nové operace @ a ©® prostiednictvim operaci s¢itani a nasobeni
realnych Cisel, tj. prostfednicvim operaci, jejichz vlastnosti jsou znamy ze stfedni skoly. Pfikladem takové
vlastnosti je komutativni zdkon (pro redlné ¢isla x a y plati: x+y = y+x). Nase nové definované operace
@ ma také tuto vlastnost:

(a,b) @ (¢, d) = (c,d) @ (a,b),
protoze podle definice je (a,b) ® (¢,d) = (a + ¢,b + d) a (¢,d) ® (a,b) = (¢ + a,d + b), oviem dvé
usporadané dvojice se rovnaji, pokud se rovnaji odpovidajici slozky. V tomto pripadé prvni slozka prvni
dvojice a + b se rovna prvni slozce druhé dvojice b+ a, nebot pro séitani redlnych ¢isel plati komutativni
zédkon. Podobné ovéiime i druhou slozku.

Uvédomime si, Ze neni viibec automaticky zaruceno, ze nové definované operace museji tyto zakony
spliiovat. Pokud bychom naptiklad definovali jiné s¢itani dvou uspofadanych dvojic predpisem:

(a,b) @ (c,d) ¥ (2a + d, b+ o), (1.4)

pak se d& snadno ukdzat, Ze pro @ neni splnén komutativni zdkon (ovéite si sami).

1.4. Priklad. Ozna¢me P mnozinu vSech polynomu, tedy funkci p: R — R, které pro z € R maji
hodnotu danou vzorcem:

p(2) = apt"™ +ap_12" '+ Farr +ag, (An,an_1,...,a1,a0 jsou n&jaka realna &isla). (1.5)

Na této mnoziné polynomi definujeme s¢itani @: P x P — P a nasobeni ®: R x P — P takto: pro
kazdé pe P, qe P, a € R je

(p®q)(z) £ p(z) +q(x) VeeR,
(a®p)(x) 2 ap(x) Vr € R.

Reéeno peclivéji: v definici jsme zavedli novou funkci p @ ¢: R — R tak, ze jsme Fekli, jakou bude tato
funkce mit hodnotu v kazdém bodé z jejiho defini¢niho oboru. Tuto hodnotu podle definice pocitame jako
soucet hodnoty funkce p a hodnoty funkce ¢ v bodé x. Tyto hodnoty jsou realna ¢isla, takze s¢itani funkci
(nové s¢itani novych objektl) vlastné definujeme pomoci s¢itani redlnych ¢isel (séitani, které zname ze
stfedni 8koly). Podobné definujeme nésobek funkce realnym ¢islem.

Da se ovétit, ze prop € P, q € P, o € R je p® q zase polynom a a ® p je také polynom. Rovnéz se
da ovérit, Ze pro operaci @ plati komutativni zakon.

1.5. Poznamka. V pfedchozich dvou ptikladech jsme definovali na mnoziné néjakych objektt séitani
a nasobeni redlnym cislem. Pro vétsi prehlednost jsme nové definované operace zapisovali do krouzku,
abychom je odlisili od operaci s¢itdni a nasobeni realnych ¢isel. To ale neni potieba. Sta¢i pouzivat
tytéz znaky, protoze podle typu objektid, které do operace vstupuji, okamzité pozname, jakou operaci
méme pouzit (zda nové definovanou nebo zndmou operaci na redlnych ¢islech). Takové automatické
prizpusobeni operace podle typu operandd znaji programatori objektové orientovanych jazykt. Tam se
tomu 1ika , pretézovani operatoru“.

Definici s¢itani uspoiaddanych dvojic tedy staci zapsat takto: Pro viechna (a,b) € R?, (c,d) € R? je
(a,b) + (¢, d) e (a + ¢,b+ d). Pfitom pozname, Ze prvni znak ,+* v uvedeném vzorci oznacuje s¢itani
usporadanych dvojic a ostatni dva znaky ,+“ znamenaji s¢itani redlnych cisel.

V dalsim textu budeme skoro vzdy pouzivat znaky ,+“ a .- i pro nové definované operace, protoze
podle typu operandi nemtize dojit k nedorozuméni. Také znak nasobeni ,-“ budeme nékdy vynechévat,
jako jsme zvykli jej vynechavat pri zapisu nasobeni redlnych cisel.

1.6. Definice. Linedrnim prostorem nazyvame kazdou nepriazdnou mnozinu L, na které je definovano
sCitani +: L x L — L a nasobeni redlnym c¢islem -: R x L — L a tyto operace splnuji pro kazdé
rxelLyeLzeL acR,[ e R vlastnosti:

(1) z+y=y+ax (komutativni zdkon séiténi),

(2) (z+y)+z=xz+(y+2) (asociativni zakon séitani),

3) a-(B-x)=(af) x (asociativni zdkon ndsobeni),

4) a(x+y)=a-z+a-y (distributivni zakon pro s¢itdni prvki z L),
(5) (a+p) xz=a-z+p -z (distributivni zdkon pro s¢itani ¢isel),

6) l-z== (vlastnost realného ¢isla 1),

(7) existuje o € L, ze pro kazdé * € L je 0-x = o (existence nulového prvku).
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Prvky linearniho prostoru nazyvame vektory. Redlnému ¢islu v kontextu nasobeni -: R x L — L fikdme
skaldr. Prvku o € L z vlastnosti (7) fikdme nulovy prvek nebo nulovy vektor.

1.7. Véta. Pro nulovy prvek o linearniho prostoru L plati vlastnosti:

(1) z+o==x VaxeL,
(2) a-o=o0 VaeR,
(3) Nechtx € L. Jeli a-x=0 a «a#0, pak x=o.

Dukaz. Pouzijeme vlastnosti z definice 1.6. Pro prehlednost piseme nad rovnitka ¢islo pouzité vlastnosti.

(1) a:—i—o(;)m—i—Oa:@l-sc—f—O-w@(1+0)~w:1-w@a:.

(2) a~o(2a-(0-:c)@(a~0)~m:0-w@o.

1 1 z piedpokladu) 1 vlastnos vé .
3) :B(Gz)l.m:(_a).w:)_.(a'w)(pdgkld)_'o(lt v vewy 1)
« « «

—

1.8. Poznamka. Ve vlastnostech (1) az (7) v definici 1.6 se pracuje se znaky ,+“ a ,-“ v souladu

s poznamkou 1.5 ve dvojim vyznamu. Bud to jsou operace s prvky mnoziny L nebo operace s redlnymi
¢isly. Napriiklad ve vlastnosti (5) je prvni symbol ,+“ pouzit ve vyznamu s¢itdni na mnoziné realnych
¢isel, zatimco druhy symbol .+ je pouzit ve vyznamu sc¢itani na mnoziné L. Jako cviceni zkuste o kazdé
pouzité operaci ve vzorcich (1) az (7) rozhodnout, jakého je druhu.

1.9. P¥iklad. UkéZzeme, ze mnozina R? z pfikladu 1.3 se s¢itdnim a nisobenim skaldrem podle defi-
nic (1.1) a (1.2) tvofi linedrni prostor. Misto znakt ,®“ a ,®“ budeme nadéle pouzivat znaky,+“ a ,-“.
Nejprve je tfeba zjistit, zda operace ,+“ a ,-“ jsou skutecné definovany zptisobem, jak pozaduje
definice 1.6, tj. zda plati +: R?> x R? - R? a -: R x R? — R?2. To jsme ale uz ovéiili difve, viz (1.3).
Daéle zjistime platnost vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. Vlastnost (1) jsme podrobné ovérovali
v ptikladu 1.3. Pokrac¢ujeme tedy vlastnosti (2). Pro kazdé a,b,c,d,e, f € R plati:

((a,0) + (c;d)) + (e, f) = (a+ e, b+ d) + (e, /) = ((a+ )+ e (b+d) + f) =
=(a+(c+e)b+(d+f)) =(a,b)+ (c+e,d+ f) = (a,b)+ ((c,d) + (e, f)).

Pii Gpravach jsme nejprve dvakrat pouzili definici (1.1), pak jsme v jednotlivych slozkdch vyuzili toho,
Ze pro séitani redlnych ¢isel plati asociativni zadkon a konecné jsme zase dvakrat pouzili definici (1.1).
Nyni dokazeme dalsi vlastnosti. Pro kazdé a,b,c,d, o, 3 € R plati:

(8-
((a,

3)

a,b)) =«- (6a,ﬁb) = (a(ﬁa),a(ﬂb)) = ((aﬂ)a, (aﬂ)b) = (ap) (a,b),
(4) +

(

b)+ (c,d)) =a-(a+c,b+d) = (a(a+c),ald+d)=(xat+ac,ab+ad) =

= (aa,abd)+ (ac,ad) = a(a,b) + a(c,d),

(5) (a+p6)(a,b) = ((a+B)a,(a+B)b) = (wa+ Ba,ab+ fb) = (wa,ab) + (Ba,Bb) =
= a(a,b) + B (a,b),

(6) 1-(a,b)=(1a,1b)=(a,b),

(7) dvojice (0,0) spliuje: (0,0) =0 - (a,b), protoze 0 (a,b) = (0a,0b) = (0,0).

«
«

Pouzili jsme nejprve definice (1.1) a (1.2), pak jsme vyuzili vlastnosti realnych ¢isel v jednotlivych slozkach
dvojice. Nakonec jsme znovu pouzili definice (1.1) a (1.2).

Vidime, ze nulovym vektorem linedrniho prostoru R? je dvojice (0,0). Podle konvence ze zavéru
definice 1.6 jsme opravnéni usporadanym dvojicim se sé¢itdnim a ndsobenim podle definic (1.1) a (1.2)
tikat vektory.

1.10. Pi¥iklad. MnoZina R? se s¢itanim & podle definice (1.4) a ndsobenim ® podle (1.2) netvoii linearn{
prostor. Neni totiz splnéna napiiklad vlastnost (1) z definice 1.6.
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1.11. Pfiklad. Znakem R" ozna¢ime mnozinu vSech usporddanych n-tic redlnych ¢isel, (n je néjaké
pfirozené ¢islo, n > 1). Jinymi slovy:

R" ={(a1,a2,...,a,); a1 €ER, a2 €R, ..., a, € R}.

Definujme +: R” x R* — R", -: R x R" — R" takto: pro kazdé (ay,...,a,) € R", (b1,...,b,) € R™,
ae€Rje
(a1, an) + (b1, b)) Z (a1 + b1, .- an + by),

dr
a-(ar,...,a,) = (@ay,...,aa,).

Mnozina R"™ s takto definovanymi operacemi tvori linearni prostor.

Dtikaz bychom provedli analogicky jako v prikladu 1.9, ale pro tsporu mista to jiz nebudeme opa-
kovat. Vidime tedy, Ze usporddané n-tice s takto definovanym s¢itanim a ndsobenim skaldrem muzeme
nazyvat vektory. Specidlné v piipadé usporddanych n-tic mluvime o aritmetickych vektorech. Cislo a;
nazyvame i-tou slozkou vektoru a = (ay, az, ..., an).

1.12. Priklad. Mnozina R s obvyklym s¢itdnim redlnych ¢isel a nasobeni redlného ¢isla redlnym ¢islem
tvoif linearni prostor. To je zfejmé. S¢itani a ndsobeni redlnych ¢&isel totiz spliiuje vlastnosti (1) az (7)
z definice 1.6. Tento poznatek si jisté prinasite ze stfedni skoly. V tomto textu jsme jej uz pouzili, kdyz
jsme ovéfovali, ze R? nebo R” je linedrni prostor.

Nulovym prvkem linearniho prostoru R je ¢islo 0. V kontextu s¢itani a nasobeni muzeme tedy fikat
realnym c¢islim vektory, ale obvykle to nedélame.

1.13. Priklad. Uvazujme mnozinu Fp vSech redlnych funkci redlné proménné definovanych na néjaké
munoziné D C R, tj. Fp = {f; f: D — R}. Pro libovolné funkce f € Fp, g € Fp a pro libovolné reilné
¢islo a definujme soucet f + g a nasobek skalarem « - f takto:

(f +9)(=)
(a- f)(z)

(srovnejte s definici @ a @ v piikladu 1.4). UkdZzeme, ze mnozina Fp s takto definovanym s¢itdnim a
nasobenim skaldrem tvori linearni prostor.

Potrebujeme ovérit, zda soucet funkci z mnoziny Fp je opét funkce z mnoziny Fp a skalarni nasobek
je také funkce z Fp. To ale plati, protoze s¢itanim funkci ani nasobenim funkce konstantou podle nasi
definice se neméni defini¢ni obor a vysledkem operaci je znovu redlnéd funkce redlné proménné.

Déle potiebujeme ovéfit vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. Pro libovolné f € Fp,g € Fp,h € Fp,
a € R, € R a pro viechna = € D plati:

(1) (f+9)(z)=f(z)+g(z) =g )
2 ((f+ ) h)(z) = (f + g)(z) + h(z
f(@) + (g +h)(z) = ( + (g
3) (a- )@) a((B-fla)=a(Bf
4) (a-(f+9)(x)= a(f+g)(x)) a(f(z)+g

113

f(x) +g(z) Vo € D (1.6),
a f(x) Vo e D (1.7)

113

r) = (9+f)(fﬂ),
f(z)+g(z)

h))(fv
(2)) =

I
) =

v

+h(z) = f(z) + (9(x) + h(z)) =

~

)

(ap)f(z) = ((aB)- f)(2),
(7)) = a f(z) + ag(z) =
)(@)

=(a N@) +(a-g)(x) = (o f+a-g)(z),
6) ((a+P)- f)@)=(a+p) f(z) =af(z)+f(z)=(a- f)z)+ (B f))=(a f+5 f)(z),
6) (1-5)x)=1-f(x) = f(2),
(7) (0-f)(x)=0-f(z) = o(x), kde funkce 0 ma pro vSechna x € D hodnotu 0.

Ackoli tyto vzorce vypadaji na prvni pohled jen jako ,hrani se zdvorkami“, musime si uvédomit, Ze
rovnost funkci zde dokazujeme na zakladé rovnosti jejich hodnot v kazdém bodé = € D a ze pri dikazu
pouzivame nejprve rozepsani operaci podle definic (1.6) a (1.7). Tim problém pievddime na séitani a
nésobeni redlnych ¢isel, kde jsou vlastnosti (1) az (7) zaruéeny. Jako cviceni si zkuste prepsat tyto vzorce
tak, ze odlisite operace s¢itani funkci a ndsobeni funkce skalarem od béznych operaci ,,+“ a ,,- pro realna
¢isla. Pouzijte napriklad symbolt & a ©®, jako v prikladu 1.4.

Vidime, ze mnozina Fp s definici s¢itani a ndsobeni skaldrem podle (1.6) a (1.7) je linedrnim prosto-
rem. Funkce z Fp jsme tedy podle definice 1.6 opravnéni nazyvat vektory. Nulovym vektorem je v tomto
pripadé funkce, kterd ma pro vSechna x € D nulovou hodnotu.
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Linedrni algebra 1. Linedrni prostor, grupa, téleso

1.14. Priklad. Ukézeme, ze mnozina P vSech polynomt s definicemi séitédni a ndsobeni skalarem podle
prikladu 1.4 tvori linearni prostor.

Predevsim soucet dvou polynomi je polynom a skalarni nasobek polynomu je polynom, takze plati,
7e+:PXxP—Pa-:RxP — P.Toje ale vSe, co potfebujeme dokdzat. Ovéfovanim vlastnosti (1) az
(7) se nemusime zdrZzovat, protoze jsme definice séitani a nasobeni polynomu ptevzali z prostoru funkeci
Fp, o némz jsme dokézali v piikladu 1.13, Ze se jedna o linedrni prostor (volime D = R). Pfi ovéfovani
vlastnosti (1) az (7) bychom délali vlastné to samé jako v ptikladu 1.13, jen na podmnoziné P C Fp.

1.15. Pfiklad. Necht n € N, n > 0 (symbolem N zna¢ime mnozinu pfirozenych ¢éisel). MnoZina P,
vsech polynomt praveé n-tého stupné s definicemi scitani a nasobeni skalarem podle ptikladu 1.4 netvori
linearni prostor. Pfipomeneme, ze stupen polynomu se definuje jako nejvétsi k € N takové, ze ai je ve
vzorci (1.5) nenulové. Jsou-li vSechna aj nulova, definujeme stuperi takového polynomu jako —1.

Pro¢ neni mnozina P, linearnim prostorem? Sec¢teme-li totiz dva polynomy n-tého stupné, naptiklad
" 4+ 2 a —z" — 2, dostavame nulovy polynom, coz je polynom stupné —1. Tento protiptiklad ukazuje,
Ze neplati vlastnost +: P, x P, — P,. Dokonce neplati ani -: R x P, — P, (zkuste nésobit polynom
n-tého stupné nulou).

1.16. Poznamka. Piiklady 1.14 a 1.15 ukazuji, Ze muzeme vymezit podmnozinu M C L linearniho
prostoru L a pfevzit pro ni operace s¢itani a nasobeni konstantou z L. Za jistych okolnosti mnozina
M s prevzatymi operacemi muze byt linedrnim prostorem, ale nemusi byt vzdy. Z prikladu 1.14 navic
vidime, Ze staci ovérit vlastnosti +: M x M — M a -: R x M — M, abychom mohli prohlasit, ze M je
linedrni prostor. Vlastnosti (1) az (7) neni tfeba znovu ovéfovat. Podmozinu linearniho prostoru, kterd
je sama linearnim prostorem pri pouziti stejnych operaci, nazyvame linearnim podprostorem. Presnéji
viz nésledujici definice.

1.17. Definice. Necht L je linearni prostor s operacemi ,+“ a ,-“. Neprazdnou mnozinu M C L
nazyvame linedrnim podprostorem prostoru L, pokud pro vSechna @ € M,y € M a o € R plati:

(1) z+yeM,
(2) a-zelM.

1.18. Priiklad. Mnozina vSech polynomi P z piikladu 1.14 je linearnim podprostorem mnoziny vSech
funkci Fp z prikladu 1.13, kde volime D = R. Mnozina P, vSech polynomi pravé n-tého stupné z pii-
kladu 1.15 neni linedrnim podprostorem linedrniho prostoru Fp ani linedrniho prostoru P.

1.19. Priklad. Mnozina P<, vSech polynomi nejvyse n-tého stupné je linedrnim podprostorem line-
arniho prostoru vSech polynomu P i linearniho prostoru vsech realnych funkci Fp. Je to dano tim, ze
(1) souctem polynomi nejvyse n-tého stupné dostdvame polynom nejvyse n-tého stupné a (2) vynéso-
benim polynomu nejvyse n-tého stupné redlnym cislem dostaneme zase polynom nejvyse n-tého stupné.

1.20. Priklad. Uvazujme M C R", M = {(a,aq,...,a); a € R}. Pfedpoklddame tedy, ze mnoZina
M obsahuje takové n-tice, ve kterych se vsechny slozky vzdjemné rovnaji. Ukazeme, ze M je linearni
podprostor linedrniho prostoru R™.

Stac¢i pro mnozinu M dokézat vlastnosti (1) a (2) z definice 1.17. Plati (1) soucet dvou uspotradanych
n-tic, ve kterych se slozky rovnaji, je usporadana n-tice, ve kterych se slozky rovnaji. (2) vynasobenim
usporadané n-tice, ve které se slozky rovnaji, redlnym cislem, dostavame zase uspofadanou n-tici, ve
které se slozky rovnaji.

1.21. P#iklad. Uvazujme mnoziny M C R?, N C R? a S C R3, které jsou definovany takto:

M = {(z,y,2); © + 2y = 0, z libovolné },

N ={(z,y,2); 20 +y — z = 0},

S={(z,y,2); 2v +y — 2 =3}.
Ukazeme, ze M a N jsou linedrnimi podprostory linearniho prostoru R3, zatimco S neni linedrnim
podprostorem linedrnfho prostoru R3.

Oveéfime vlastnost (1) z definice 1.17: Necht (z1,y1,21) € M a (22,y2, 22) € M. Pak plati 1+2y; =0
a x9 + 2ys = 0. Pro souet (x1 + x2,y1 + 2,21 + 22) plati 1 + 2y; + @2 + 2y2 = 0 (secetli jsme
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predchozi rovnice), tj. (x1 + x2) + 2(y1 + y2) = 0, takZze i soucet lezi v mnozing M. Nyni vlastnost (2):
Jestlize (z,y,2) € M, a € R, pak plati x + 2y = 0. Vyndsobenim rovnice ¢&islem o dostavdme, ze téz
ax + 2ay = 0, coz ale znamend, Ze i trojice « - (x,y, z) lezi v mnoziné M. Ovéfeni, Zze mnozina N je
linedrnim podprostorem, lze provést podobné.

Mnozina S neni linedrnim podprostorem, protoze naptiklad 0 - (z,y, z) = (0,0,0), coZ je ale prvek,
ktery nelezi v S. Neplati totiz 2-0+ 0 — 0 = 3.

1.22. Véta. Necht M C L a N C L jsou linedrn{ podprostory linearniho prostoru L. Pak plati: Prinik
prostori

(1) M N N je linedrni podprostor linedrniho prostoru L.

(2) M U N nemusi byt linedrni podprostor linedrniho prostoru L.

Dukaz. (1) Z predpokladii véty a definice 1.17 vime, ze prox € M,y € M,a e Rjex+y € M a
a-x € M. Totéz plati pro mnozinu N. Pokud nyni ® € M NN,y € M NN, pak x i y lezi soucasné
v M i N, takze plati, ze x +y € M, a-x € M asouCasné x +y € N,a-x € N.Prvkyx+yaa-x
lezi v obou mnozinach M a N soucasné a to neni jinak mozné, nez ze lezi v pruniku téchto mnozin.

(2) Abychom ukézali, ze sjednoceni M U N nemusi byt linedrnim podprostorem, sta¢i najit vhodny
piiklad. Necht M = {(a,0); a« € R}, N = {(0,b); b € R}. Je zfejmé, ze M a N jsou linedrnimi
podprostory linearniho prostoru R2. Sjednocenim téchto mnozin je mnoZina uspoféadanych dvojic, pro
které je prvni nebo druhd slozka nulovd. Vezmeme nyni (1,0) € M UN a (0,1) € M U N. Soucet
(1,0) + (0,1) = (1,1) je usporddand dvojice, ktera nelezi ve sjednoceni M U N.

1.23. Priklad. Uvazujme podprostory M a N z piikladu 1.21. Podle véty 1.22 je také M N N linedrnim
podprostorem linedrnfho prostoru R3.

1.24. Priklad. Zvolme jeden bod v prostoru, ktery nas obklopuje, a ozna¢me jej pismenem O. Udélame to  Prostor ori-
tfeba tak, ze nakreslime na papir kiizek a prohlasime jej za bod O. Dale s papirem nehybame. Uvazujme entovanych
vSechny orientované tsecky, které zacinaji v bodé O a konéi v néjakém jiném bodé v prostoru. Pfidejme usecek

k tomu ,,degenerovanou” tsecku, kterd zac¢ina i konc¢i v bodé O a ozna¢me mnozinu vSech téchto tsecek

znakem Up.

Definujme nyni s¢itani +: Up x Up — Up ryze konstruktivné takto: Usecky u € Up, v € Up

doplnime na rovnobéznik. Uhlopiicku, kterd za¢ind v bodé O a konéi v protéjsim bodé rovnobéznika,
prohlasime za soucet tGsecek u a v, tedy u—+v. Déle definujme nésobeni skalarem -: R x Uy — Up takto:
zméfime néjakym méfitkem (pracujeme pofdd se stejnym meétitkem, jedno jakym) velikost tisecky w.
Tim dostavame nezdporné realné ¢islo. Toto ¢islo vynasobime skaldrem « a vysledek nasobeni ozna¢me
pismenem c¢ € R. Je-li ¢ > 0, naneseme vyslednou tsecku « - u na stejnou poloptimku, na které lezi u
a velikost ma c. Je-li ¢ < 0, naneseme vyslednou tsecku « - u na opac¢nou polopfimku a velikost bude
rovna |c|. Je-li ¢ = 0 poloZme « - u rovnu degenerované tsecce, kterd za¢ina i koné¢i v bodé O.

Mnozina Ugp s takto konstruktivné definovanym séitanim a nasobenim realnym ¢islem tvori linearni
prostor. Abychom toto tvrzeni obhdjili, musime dokézat vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. (1) u +v =
v+u, protoze v obou ptipadech dopliiujeme na stejny rovnobéznik. (2) (u+v)+w = u+ (v+w), protoze
postupné doplnéni thlopricky rovnobézniku u, v a isecky w na rovnobéznik vede ke stejnému vysledku,
jako kdyz nejprve sestavime tihlopticku rovnobézniku v, w a tu doplnime na rovnobéznik s tseckou u
(udélejte si nactrek). (3) a- (fu) = («a ) - u, protoze velikost téchto usecek je stejna (pro ziskani velikosti
nasobime mezi sebou jen redlna ¢isla) a tisecky maji stejnou orientaci. (4) - (v +v) = a-u+ - v,
protoze prislusné rovnobézniky pro scitani jsou podobné a druhy je a krat vétsi nez prvni. Proto téz jeho
uhlopficka bude « krat vétsi. (5) (a+ f) -u = a - u + [ - u, protoZe obé tsecky maji stejnou velikost
a orientaci (pro ziskani velikosti ndsobime a s¢itdme realna ¢isla). (6) 1 - u = wu, protoZze obé tsecky
maji stejnou velikost a orientaci. (7) 0 - u je vzdy usecka s nulovou velikosti, coz je degenerovand tisecka
zacinajici i koncici v bodé O. Ta je tedy nulovym prvkem naseho linedrniho prostoru.

Vidime, ze orientované usecky s vyse definovanym geometrickym scitanim a nasobenim skaldrem
mtzeme v souladu s definici 1.6 nazyvat vektory. V kapitole devaté jim budeme fikat vazané vektory
(vazané bodem O).

1.25. Priklad. Necht M C Up jsou jen takové tsecky, které lezi ve stejné roving, jako lezi nas papir,
na ktery jsme v piikladu 1.24 nakreslili kiizek. Vidime, ze M # Up, protoze napiiklad tsecka nenu-
lové velikosti kolmé na nas papir nelezi v M. Ukézeme, ze mnozina M je linearni podprostor linearniho
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prostoru Up. Skutecné, soucet libovolnych dvou tsedek lezi ve stejné roving (protoze tam lezi cely rov-
nobéznik) a nésobek tsecky lezi dokonce na stejné piimce, jako piivodni tisecka, takZe nutné zustava ve
stejné roviné.

Kazda rovina, kterd prochazi bodem O, obsahuje podmnozinu tsecek z Ugp, které tvori linearni
podprostor linearniho prostoru Up.

Uvazujme nyni dvé roviny, které maji spoleény bod O, ale nejsou totozné. Jejich prinik je néjaka
pfimka, prochézejici bodem O. VsSechny orientované tsecky z Up, které lezi v této primce, tvofi podle
véty 1.22 rovnéz linearni podprostor linearniho prostoru Up.

1.26. Poznamka. Zamysleme se, jak mtize vypadat linedrni prostor s nejmensim poctem prvkii. Podle
definice 1.6 je linearni prostor vzdy neprazdna mnozina, takze musi obsahovat aspon jeden prvek. Ukazuje
se, ze jednobodovd mnozina L = {0} je skuteéné nejmensi mozny linedrni prostor. Pfitom o je nulovy
prvek z vlastnosti (7). S¢itani je definovdno piedpisem o + o 4 6 a nésobeni skalarem « predpisem

df e . o
« - 0 = o. Takovy linearni prostor nazyvame trivialni.

1.27. Poznamka. UkaZeme, Ze koneénd mnozina obsahujici asponi dva prvky nemuze byt lineadrnim
prostorem. Znamena to, Ze se nam pro takovou mnozinu L nepovede najit operace +: L x L — L a
-: R x L — L takové, aby soucasné spliiovaly vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6.

Jeden z prvk mnoziny L musi byt nulovy prvek (ozna¢me jej o) a jiny prvek ozna¢me tieba x. Dalsi
prvky oznacovat nemusime. Uvazujme mnozinu K = {a - x; « € R}. Protoze K C L, je i K kone¢nd
mnozina. Protoze redlnych ¢isel je nekonecné mnoho, a pritom K je konecné, museji existovat dvé riizna
realna ¢isla 3 # v takova, ze 3 - @ = 7 - @. Z definice linedrniho prostoru 1.6 dostavame:

0=0z=(1-0) w=fat(-0) w=yz+(-f)z=(-0) =

Nyni méme splnény predpoklady vlastnosti (3) véty 1.7 (volime o = v — 3). Dostavame tedy x = o. To
je ale spor s predpokladem, ze jsme vybrali prvek « jiny nez nulovy. Kone¢na mnozina obsahujici aspon
dva prvky tedy nemutze byt linedrnim prostorem.

Existuje tedy jednobodovy linearni prostor a pak dlouho nic ... a vSechny ostatni linearni prostory
museji mit nekone¢né mnozstvi prvka.

1.28. Priiklad. UkaZeme si jeden piiklad ponékud exotického linedrniho prostoru. Jedna se o mnozinu
kladnych redlnych ¢isel RT, na které je definovano ,s¢itani @ : RT x Rt — R™T a ,ndsobeni redlnym
&slem ©: R x RT — Rt takto: proz € RT, y € RT, a € R je

df df
rBy=xz-y, aG@x=zx%

kde znakem ,,-“ je minéno bézné nasobeni redlnych ¢isel a 2 je redlnd mocnina o kladném zakladu.

V tomto prikladé jsme se pokorné vratili ke krouzkovani novych operaci s¢itani a nasobeni skalarem,
protoze bychom je velmi tézko odliSovali od bézného s¢itani a nasobeni realnych ¢isel. Nové s¢itani viastné
definujeme jako bézné nasobeni a nové nasobeni jako béZnou mocninu.

Aby R™ s operacemi @ a ® byl linedrnim protorem, musi spliiovat vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6.
ProzceRY,ycRY, 2cRT,acR,B3cRje

) zQy=z-y=y-r=ydux,
) @Goyor=(@-y) =2 (y-2)=00(yd=2),
) a0 Bor)=(Bor)" =" =2""=(af) o,
4) a0y =@oy)* =@ y)* =1"y"=(@0r) (a0y) =(a02)®(a0y),
) (a+p)or=2"" =22 =(a0z)- (Bor)=(a0z)® (F0),
)
)

1oz =zt =u,

(
(
(
(
(
(
0oz=2"=1cR".

Z posledni vlastnosti vyplyva, ze nulovy prvek tohoto linearniho prostoru je ¢islo 1.

1.29. Poznamka. Nésledujici text az do konce kapitoly je ponékud abstraknéjsi povahy. Pfitom se jeho
znalost nepredpokladd pro pochopeni dalsich kapitol. Pokud tedy ctenar nechce byt hned v pocatku
studia zahlcen pojmy o algebraickych strukturach, mize tento text preskocit.
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1.30. Poznamka. Realna ¢isla jsou mnozina prvki, které umime vzajemné séitat a vzdjemné nésobit.
Presnéji, je to mnozina R, na které jsou definovany obvyklé operace +: R xR —- Ra-:RxXxR — R
s jistymi vlastnostmi (asociativni zdkon, distributivni zdkon, atd.). Témito vlastnostmi se budeme in-
spirovat a pokusime se vybudovat abstraktni algebraickou strukturu, tzv. téleso. Jednim z moznych
konkrétnich piikladd té€lesa pak samoziejmé budou redlna ¢isla. Jenomze kromé nich budeme nachézet i
jiné ptiklady téles. Zacneme nejprve strukturou s jedinou operaci.

1.31. Definice. Mnozinu G, na které je definovana operace o: G x G — G nazyvame grupou, pokud
pro tuto operaci plati:

(1) Va,y,z€G:(zoy)oz=z0(yoz) (asociativni zdkon),
(2) Jeeq, prokteré plati Ve € G:eox =xv0e=2x (existence neutralniho/jednotkového prvku),

(3) VeeGIyeG:zoy=youx=-ec (existence opa¢ného/inverzniho prvku y pro kazdy prvek x).
Pokud navic plati

(4) Vez,ye G:zoy=yox (komutativni zdkon),

pak grupu G nazyvame komutativni grupou. Z historickych divodu a z tcty k norskému matematikovi,
ktery rozpracoval teorii grup a bohuzel zemfel mlad na zdkefnou nemoc ve véku 26 let, se komutativni
grupa nazyva téz Abelova grupa.

1.32. Poznamka. Niels Abel mimo jiné pomoci teorie grup dokazal, Zze nelze pro obecny polynom stupné
vyssiho nez 4 najit vzorec na vypocet jeho kofent z jeho koeficientti. Pro polynomy stupné 1, 2, 3 a 4
pfitom takové vzorce existuji. Pro stupen 2 se jej zaci uéi zpaméti: x1 o = (—b £ Vb? — 4ac)/2a.

1.33. Pfiklad. Jednoprvkovd mnozina G = {e} s operaci e © e = e je nejmensi moznou grupou.

1.34. Priklad. Mnozina R s operaci s¢itani tvori grupu. Skuteéné plati asociativni zakon pro s¢itani
readlnych ¢éisel: (z +y) + 2 = x + (y + z), déle existuje neutralni prvek 0, pro ktery 0+ =2+0=0 a
konecné pro kazdé x € R existuje y = —x tak, ze x +y = y+x = 0. Navic se jednd o grupu komutativni,
protoze s¢itani realnych ¢isel je komutativni.

Pokud operaci grupy zna¢ime symbolem ,,+“ (jako v tomto prikladé), pak obvykle o prvku e z vlast-
nosti (2) mluvime jako o neutrdlnim prvku a znac¢ime ho symbolem ,0“ (téz nula, nulovy prvek) a prvek
y z vlastnosti (3) nazyvame opacny a znac¢ime —z. PFicteni opacného prvku v komutativni grupé pak
nazyvame odecitdni a misto a + (—b) piSeme a — b.

1.35. Pfiklad. Mnozina R \ {0} s operaci ndsobeni tvofi grupu. Skuteéné plati asociativni zékon pro
nasobeni redlnych ¢isel: (z-y) -z =z (y-z), dale existuje jednotkovy prvek 1, pro ktery 1.2 =2-1=1
a kone¢né pro kazdé x € R\ {0} existuje y = 27! tak, ze -y = y -z = 1. Navic se jedna o grupu
komutativni, protoze nasobeni realnych ¢isel je komutativni.

Pokud operaci grupy zna¢ime symbolem ,-“, pak obvykle prvek e z vlastnosti (2) znac¢ime symbo-
lem ,,1“ (jedna, jednotkovy prvek). Prvek y z vlastnosti (3) nazgvame inverzni a zna¢ime x~!. Nasobeni
inverznim prvkem v komutativni grupé nazyvame déleni a misto a - b~! piSeme a/b nebo z-

1.36. Priklad. Mnozina R s operaci ndsobeni netvoii grupu, protoze 0 nemd inverzni prvek.

1.37. P¥iklad. Mnozina vSech redlnych funkei F' = {f: R — R, f je prostd a ,na“} s operaci skldddni
funkei o: F x F — F, definovanou pomoci (g o f)(z) = g(f(z)) V& € R, tvoii grupu. Skute¢né plati
asociativni zdkon (f o g)oh = fo(goh) a existuje jednotkovy prvek: identické zobrazeni i, pro které
i(xr) = x. Ke kazdé prosté funkci f Ize setrojit funkci inverzni =1 tak, ze fo f~! = f~1o f = i. Pfitom
se nejednd o grupu komutativni, protoze napiiklad pro f(x) = 23, g(z) = 1+ x je (f o g)(z) = (1 + )3,
zatimco (go f)(x) =1+ 3.

1.38. Priklad. Kdybychom v predchozim ptikladé misto funkci f z R na R uvazovali prostd zobrazeni
p z néjaké mnoziny M na M, dostavame znovu grupu, kterd nemusi byt komutativni. V pripadé konecné

mnoziny M se jedna o grupu permutaci.
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1.39. Piiklad. S dalsi grupou se seznamime ve t¥eti kapitole. MnoZina vSech regularnich matic stejného
typu (n,n) (viz 3.51) s operaci ndsobeni matic tvofi piiklad nekomutativni grupy.

1.40. Priklad. Mnozina ¢isel {0,1,2,...,k — 1} s operaci a ® b = a + b modulo k tvofi komutativni
grupu. Pripominame, Ze ,x modulo y“ je zbytek pfi déleni ¢isla x ¢islem y. Neutrdlnim prvkem této
grupy je 0 a opa¢nym prvkem k prvku a # 0 je prvek k — a. Samozfejmé, opacnym prvkem k prvku
neutralnimu je prvek neutralni, coz ostatné plati v libovolné grupé.

1.41. Priklad. Linearni prostor se svou operaci séitani vektorti (podle definice 1.6) tvoii komutativni
grupu. Skutecné, asociativni zdkon je postulovan vlastnosti (2) v definici 1.6, neutralnim prvkem je
nulovy vektor (viz vlastnost (1) véty 1.7) a opaény vektor k vektoru x je vektor —x = (—1) - @, protoze

(-l) z4+x=(-1)-z+1-z=(-1+1)-z2=0-x =o.

Koneéné z vlastnosti (1) definice 1.6 plyne, Ze se jednd o grupu komutativni.

1.42. Poznamka. Obracené, pomoci pojmu grupa mizeme vyznamné zkratit nasi definici linedrniho
prostoru 1.6:

Linearnim prostorem je mnozina L, kterd s operaci +: L x L — L tvori komutativni grupu. Dale
musi byt na mnoziné L definovana operace -: R x L — L, s vlastnostmi Vo, 3 € R,Va,y € L:

(A) a-(8-z)=(af) =,

B) a-(@+y)=a-z+a-y,
©) (a+pf)z=a-z+(
D) 1-z==.

Vzhledem k tomu, Ze vlastnosti (1), (2) definice 1.6 p¥imo koresponduji s vlastnostmi komutativni
grupy, staci ovétit, Ze nadm z této nové definice vyplyne vlastnost (7) definice 1.6, kterd jediné zde chybi.
Existence nulového vektoru je zajisténa jako existence neutralniho prvku o v grupé. Je potieba ukazat,
ze pro libovolny @ € L je vektor 0 - & roven neutralnimu prvku o. K vektoru 0 - & ovSem existuje v grupé
prvek opaény — 0 - . Ten pfi¢teme k obéma strandm rovnice 0-x = (0+0) - =0 -x + 0 - 2. Na levé
strané dostavdme 0 - + (—0-x) = 0. Na pravé strané je 0 -z +0-x+(—-0-x) =0-x+0=0-x.
Porovnanim levé a pravé strany mame vysledek o =0 - x.

1.43. Poznamka. Axiomy grupy v definici 1.31 explicitné neuvadéji, ze v grupé existuje jen jediny
neutralni prvek a ke kazdému prvku existuje jen jediny prvek opacny. Nasledujici véta ukazuje, ze to
nicméné plati jako jednoduchy disledek axiomu.

1.44. Véta. (A) Kazda grupa ma jen jediny neutralni/jednotkovy prvek. (B) Ke kazdému prvku grupy
existuje jediny opac¢ny /inverzni prvek.

Dukaz. (A) Piedpoklddame dva neutralni prvky eq, ea. Musi platit e; = e1 O eq, protoze es je neutrélni.
Musi také platit e; = €1 © eq, protoze e; je neutralni. Takze e; = e; O e5 = es a neutralni prvky se nelisi.

(B) Necht z € G ma dva inverzni/opaéné prvky y; a y2. Oznaéme e jednotkovy prvek. Pak plati:
y1=e0y1 = (Y207) Oy1 = Y20 (T O Y1) = Y2 O € = ya, takze y1 = ya.

1.45. Véta. Nechf na neprazdné mnoziné G je déana operace o: G X G — @G, pro kterou plati asociativni
zdkon (1) z definice grupy 1.31. Pak vlastnosti (2) a (3) z definice grupy jsou ekvivalentni s vlastnosti:
pro kazdé a,b € G existuji x,y € G, které fesi rovniceaox =bayoa =Vb.

Diikaz. Necht nejprve plati vlastnosti (1), (2), (3) z definice grupy 1.31. Ozna¢me a~! inverzni prvek

k prvku a. Pak © = a~! o b fesi rovnici a o x = b, protoze a o (a ! ob) = (aca)ob=eob=nh.
Z podobnych dévodt y = b o a~! fesi rovnici y o a = b.

Necht nyni plati asociativni zadkon (1) a umime Fesit uvedené rovnice. Volme a € G. Ozna¢me e,
feSeni rovnice a © x = a, tj. plati a o e, = a. UkdZeme nejprve, Ze pro libovolné b € G je bo e, = b. Necht
y € G Tesi rovnici yoa = b. Pak plati boe, = (yoa)oe, =yo (aoe,) =y oa=Db. Vidime tedy,
7e TeSeni e, rovnice a © x = a nezavisi na volbé prvku a, takze staci prvek e, oznacovat e. Podobné lze
ukézat, ze také Feseni rovnice y © a = a nezavisi na volbé prvku a. Ozna¢me toto feseni f. Nyni podobné
jako v dikazu véty 1.44 je f oe = f, protoze e fesi a © e = a a plati f o e = e, protoze f fe$i y o a = a.
Takze e = f a toto je jednotkovy prvek grupy.

Sestrojime inverzni prvek k prvku z € G. Necht u fesi rovnici z © u = e a v FeSi rovnici v 0 T = e.
Plativ=voe=vo(zou)=(vox)ou=eou=u, takze u = v je inverzni prvek k prvku z.
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1.46. Poznamka. Vzhledem k predchozi vété se v nékteré literatufe definuje grupa jen pomoci asocia-
tivniho zakona a feSitelnosti rovnic (jen dvé vlastnosti). Pokud plati jen asociativni zakon a FeSitelnost
rovnic neni pozadovana, mluvi se o pologrupé. Pokud je pouze dana operace o: G x G — G bez dal-
sich vlastnosti, mluvi se v nékteré literature o grupoidu. Takze mnozina s operaci je grupoid. Grupoid
s asociativnim zdkonem je pologrupa. Pologrupa s fesitelnosti rovnic je grupa.

1.47. Definice. Necht G je grupa s operaci o. Pokud G; C G je sama o sobé& grupou se stejnou operaci
(tj. specidlné o: G1 x G — G; a plati vlastnosti (1)—(3) definice grupy 1.31), nazyvame Gy podgrupou
grupy G.

1.48. Poznamka. VysSe uvedenou definici uvddim hlavné proto, aby mél ¢tenaf moznost ji porovnat
s definici podprostoru 1.17 a shledal, ze zakladni myslenka definice podstruktury je potrad stejna. V pii-
padé ovérovani podgrupy je kontrola asociativniho zdkona (1) zbyteéné (je zarucen uz ve vnéjsi grupé),
ale vlastnosti x oy € G1, e € G7 a existence inverzniho prvku v Gy jsou podstatné.

1.49. Priklad. Mnozina Z celych ¢isel s operaci séitani ,,+“ je podgrupou grupy R realnych ¢isel se
stejnou operaci.

1.50. Priklad. Mnozina Z \ {0} celych nenulovych ¢isel s operaci ndsobeni ,-“ neni podgrupou grupy

R\ {0} redlnych ¢isel se stejnou operaci, protoze k ¢isltim riznym od —1 a 1 neexistuje na mnoziné
Z\ {0} inverzni prvek. Na druhé strané se jedné o pologrupu, protoze nasobeni je uzavieno na nenulova
celé Cisla a je samoziejmé asociativni.

1.51. Definice. T¢leso je mnozina T se dvéma operacemi obvykle oznacovanymi +: T x T — T a
-2 T xT — T, které maji nasledujici vlastnosti:
(1) T s operaci ,+* je komutativni grupa. Neutralni prvek této grupy je oznacen symbolem 0.
(2) T'\ {0} s operaci ,,-“ je komutativni grupa. Jednotkovy prvek této grupy se znaé¢i symbolem 1.
(3) Operace ,+“ a ,,-“ spliiuji distributivni zdkon: a- (b+c¢)=a-b+a-c.

1.52. Poznamka. Néktetri autofi v definici télesa nepozaduji komutativitu grupy vzhledem k nésobeni
a pokud je splnéna, mluvi o komutativnim télese. Existuji ptiklady, kdy komutativita nasobeni neni
splnéna Dilezitym prikladem jsou kvaterniony: ¢isla podobna komplexnim, ale se tfemi nezavislymi
imaginarnimi jednotkami. Kvaterniony se uzivaji naptiklad pfi popisu 3D transformaci v pocitacové
grafice [26]. V nasem textu budeme u téles vzdy predpoklddat komutativitu obou operaci.

1.53. Priklad. Redlna ¢isla s operacemi séitani a ndsobeni tvori téleso.

1.54. Priklad. Racionélni ¢isla jsou podtélesem télesa redlnych ¢isel. Podtéleso je definovano v souladu
s poznamkou 1.48 jako podmnozina télesa, kterd sama o sob€ se stejnymi operacemi tvori téleso.

1.55. Priklad. Mnozina celych ¢isel s operacemi séitani a nasobeni netvoii téleso, protoZe pro operaci
nasobeni neexistuje pro vSechna nenulova cela ¢isla inverzni prvek jako celé ¢islo. Toto je priklad struk-
tury, kterd méa vsSechny vlastnosti télesa s vyjimkou jediné: neni zarucena existence inverzniho prvku
pro nasobeni. Takova struktura se nazyva okruh.

1.56. Priklad. Mnozina komplexnich ¢isel s operacemi s¢itani a nasobeni tvoii téleso.
1.57. Véta. Pro libovolné prvky a, b z télesa plati: a - b = 0 pravé tehdy, kdyz a = 0 nebo b = 0.

Dukaz. (=): T\ {0} musi byt podle vlastnosti (2) definice 1.51 vzhledem k nasobeni grupa, tj. soué¢in
dvou nenulovych prvkt musi byt prvek nenulovy. Jinymi slovy, pokud soucin vychézi nulovy, musi aspon
jeden z c¢initeld byt nula.

(«<): Je tieba dokézat, ze 0-a = 0. Protoze 0 je neutralni prvek vzhledem ke s¢itani, plati 0+0 = 0.
Diky distributivnimu zdkonu je 0-a = (04+0)-a = 0-a + 0 - a. K obéma strandm rovnosti pficteme
opacny prvek k prvku 0 - a, tedy prvek — 0 - a. Na levé strané dostavame 0 a na pravé 0 - a.

1.58. Priklad. Téleso musi podle definice obsahovat 0 a 1 a tyto dva prvky museji byt ruzné. Takze
téleso musi obsahovat aspon dva prvky. Ukazeme, zZe existuje téleso, které obsahuje jen tyto dva prvky,

tedy T = {0,1}.
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Operaci ,,+“ definujeme: 0+0 =0, 0+1=1+0=1, 1+ 1 = 0. Operaci ,,-“ definujeme jako
obvyklé nésobeni: 0-0=0-1=1-0=0, 1-1 = 1. Mnozina T = {0,1} s takto zavedenymi operacemi
tvori téleso.

Skutecné, pro operaci ,+“ plati asociativni zakon, 0 je neutralni prvek, opac¢ny prvek k 0 je 0 a
opacny prvek k 1 je 1. Grupa T\ {0} vzhledem k nésobeni je jednoprvkova a vSechny vlastnosti grupy
zde plati zcela samoziejmé. Je rovnéz splnén distributivni zékon.

Scitani je v tomto télese totéz co odecitani. Inverzni prvek k 1 je 1.

Télesa s kone¢né mnoha prvky se z historickych divodt nazyvaji Galoisova télesa. V nasem piikladé
T = {0, 1} se tedy jedna o Galoisovo téleso se dvéma prvky.

Evariste Galois byl francouzsky matematik, kterj bohuzel zem¥el mlad ve véku 20 let na nasledky
zranéni v souboji. I jeho teorie dokazuje mimo jiné nemoznost algebraického popisu kofent polynomt
stupné vétsiho nez 4. Tato teorie je znaméjsi nez Abelova, ovsem byla zvefejnéna o pét let pozdéji.

1.59. Poznamka. Chceme-li na dvouprvkové mnoziné definovat operace s¢itani a nasobeni tak, abychom
ziskali téleso, nemuzeme to udélat jinak, nez v prikladu 1.58. Pfedevsim 0 je neutralni prvek vzhledem
ke s¢itani, takze podle vlastnosti (2) definice grupy 1.31 musi 0+0 =10, 0+ 1 =1+ 0 = 1. Dile mnozina
{1} musi byt grupou vzhledem k nasobeni, takze musi 1 -1 = 1. Déale musi platit 0-a = a - 0 = 0, jinak
by nebyla splnéna véta 1.57. Zbyva otdzka, zda muzeme definovat 14+ 1 = 1. Nemutzeme, protoze pak by
prvek 1 nemél prvek opacny.

1.60. Priklad. Na mnoziné {0,1,...,p—1} definujme operace ,+* a ,,-“ jako obvyklé s¢itdni a nasoben,
ovsem na vysledek aplikujme proces ,modulo p*“. Takze naptiklad pro p = 5 pracujeme s mnozinou
{0,1,2,3,4} a plati 4 + 3 = 2, protoze zbytek po déleni ¢isla 7 ¢islem 5 je 2. Nebo 4 - 4 = 1, protoze
zbytek po déleni ¢isla 16 ¢islem 5 je 1.

Necht nejprve p neni prvodislo, tj. je tvaru souc¢inu p = mn. Pak m -n = 0 modulo p, a pfitom ¢&isla
m a n jsou nenulova. Podle véty 1.57 se nemtze jednat o téleso, protoze soucin nenulovych ¢isel musi
v télese vyjit jako cislo nenulové.

Necht p je prvocislo. Ukézeme, ze M = {0,1,...,p — 1} s operacemi ,+, - modulo p* tvoii téleso.
Piedevsim M se séitdnim modulo p je komutativni grupa (viz pfiklad 1.40). Operace nasobeni modulo p
je asociativni, komutativni a jednotkovym prvkem je ¢islo 1. Distributivni zakon plyne z distributivniho

zédkona béznych operaci ,+“ a ,,-“. Nejvice prace da nalezeni inverzniho prvku pro a € M \ {0}. Prvek
a nechme pevny a uvazujme vSechna ¢isla ,,ak modulo p* pro k € {1,2,...,p — 1}. Tato ¢isla jsou pro
riznd k vzajemné riznd (viz nize) a pokryvaji tedy celou mnozinu {1,2,...,p — 1}. Musi tedy existovat

takové k, ze ak = 1 mod p. Toto k je inverznim prvkem k prvku a. V tvaze jesté chybi obhajit, ze ¢isla
»ak modulo p* jsou pro riznad k vzdjemné rtzné. Piedpokladejme, ze existuji ¢isla ki, ko € M \ {0},
k1 > ko takova, ze aky = ake mod p, tj. a(k1 — k2) = mp pro néjaké m > 0. Rovnost vydélime ¢islem a.
Protoze a < p a p je prvocislo, existuje m1 > 0, ze po vydéleni ¢islem a dostavame k1 — ko = myp. Vlevo
je c¢islo mensi nez p, takze musi byt my = 0, tj. k1 = ko.

Podle poctu prvki p se toto téleso oznacuje GF(p). Jiné znaceni Z,, dava najevo, ze se jednd o cela
¢isla ,modulo p“. Pfedchozi piiklad 1.58 definuje konecné téleso Z, pro p = 2.

1.61. Definice. Charakteristika télesa udava nejmensi kladny pocet jednicek, jejichz soucet dava nulu.
Tedy pokud je Zi\ 1 =10 a A je nejmensi kladné ¢islo s touto vlastnosti, pak téleso ma charakteristiku A.
Pokud tato vlastnost neni splnéna pro zadny pocet jednicek, je charakteristika rovna oco.

1.62. Priklad. Charakteristika télesa realnych Cisel je co. Charakteristika télesa Z,, je p.
1.63. Véta. Charakteristika télesa je nekonec¢nd nebo to je prvocislo.

Duikaz. Sporem. Nechf pro charakteristiku A plati A = mn, m # A\, n # \. Z distributivniho zdkona
plyne (37" 1)- (X7 1) = X071 = Y211 = 0. Podle véty 1.57 musi byt aspoii jedna suma v zévorce rovna
nule, protoze jejich soucin je nulovy. To je spor s tim, ze A je nejmensi pocet jednicek, jejichz soucet je
nulovy.

1.64. Poznamka. Kromé GF(p), kde p je prvodislo, existuji kone¢na télesa s poc¢tem prvku p™, kde
p je prvodislo, m je libovolnd mocnina, znaceni: GF(p™). Jak jsme ukazali v ptikladé 1.60, konstrukce
operaci pro GF(p™) nemiize vychazet jen z myslenky ,modulo p“. Ve skute¢nosti je konstrukce télesa
GF(p™) vyrazné komplikovangjsi. V nésledujicim piikladé je pro ilustraci popsano téleso GF(23).
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Z véty 1.63 plyne, ze i télesa GF(p™) museji mit charakteristiku ve tvaru prvocisla. Kdybychom zde
méli prostor na podrobnéjsi popis téles GF(p™), shledali bychom, ze maji charakteristiku p.

D4 se dale ukazat, ze pokud mé mit téleso konecny pocet prvki, pak tento pocet nemize byt jiny
nez p™, kde p je prvocislo a m prirozené ¢islo. Navic operace na koneéném télese 1ze definovat jedinym
moznym zpusobem (lisit se miize jen zpisob oznaceni prvki).

1.65. Piiklad. Uvazujme mnozinu vSech uspoirddanych trojic prvka ze Z, indexovanych ¢isly. Nulova
trojice nemé zadny index a ostatni trojice maji prifazeny indexy 0 az 6:

{(0,0,0)*, (17070)07 (0,1,0)1, (07071)27 (171a0)3a (0a151)47 (17171)57 (170a 1)6}

Prvky této mnoziny budeme scitat tak, ze si index®® nebudeme v§imat a budeme scitat jen usporadané
trojice v aritmetice Zy. Naptiklad (1,1,0)3+(0,1,1)4 = (1,0, 1), protoze je (1,1,0)+(0,1,1) = (1,0, 1)
v aritmetice Zs.

Vysledek nasobeni kteréhokoli prvku s prvkem (0,0, 0), definujeme jako (0,0,0).. Jedn4 se o nulovy
prvek télesa. Nasobeni nenulovych prvku definujeme tak, ze si nevS§imame usporadanych trojic, ale jen
indexti. Ty seteme a provedeme operaci modulo 7. Napiiklad (0,1,1)4 - (1,1,1)5 = (0,0,1)s, protoze
4 + 5 modulo 7 = 2. D4 se ukazat, Ze tento piiklad spliiuje axiomy télesa. Obsahuje 23 prvki, takze se
jednd o piiklad télesa GF(23).

Jak jiz bylo feceno, je (0,0,0), nulovy prvek. Rovnéz je zfejmé, ze (1,0,0)o je jednotkovy prvek
tohoto télesa. Inverzni prvek napiiklad k (0,0,1)s je (1,1,1)5, protoze 2 + 5 modulo 7 = 0. Opacny
prvek k libovolnému prvku z je prvek z, protoze v aritmetice Zsy je 1 + 1 = 0. Charakteristika tohoto
télesa je 2.

Prosim ¢tenare, aby se nesnazil hrubou silou ovéfit platnost distributivniho zakona tohoto télesa (jde
to, ale neni to pfili§ Gcelné) ani p¥ili§ nehloubal nad tim, pro¢ naptiklad trojice (1,1,1) méa index 5. Pro
odpovédi na tyto otazky je potfeba pouzit vlastnosti ireducibilnich polynomii nad télesem Zy (obecné
nad télesem Z,,), coz bohuzel piekracuje ramec tohoto tvodniho textu.

1.66. Poznamka. V definici linedrniho prostoru 1.6 jsme sice byli dostateéné abstraktni (vektory, ani
operace s nimi jsme blize nespecifikovali), ale pracovali jsme tam s docela konkrétni mnozinou R realnych
¢isel. Pokud v této definici nahradime mnozinu R pojmem téleso (s bliZze nespecifikovanymi prvky a
operacemi), dostavdme linedrni prostor nad télesem. MiZzeme pak pracovat s linedrnim prostorem nad
télesem komplexnich ¢isel, linedrnim prostorem nad télesem Zo atd.

Pokusime se tedy do tfetice pfepsat definici linedrniho prostoru, tentokrat nad libovolnym télesem.

1.67. Definice. Mnozinu L nazyvame linedrnim prostorem nad télesem T', pokud jsou definovany operace

+:LxL— La-:TxL— L tak, ze L tvori s operaci + komutativni grupu, a dale Vo, 5 € T,Vx,y € L:
(A) a-(B-z)=(af) =,

B) o (@ty)=a-z+ay,

(©) (a+f)-z=a-z+0 =,

D)

e Q

—_ o~

D -xr=x.

1.68. Poznamka. Volime-li za téleso T' v této definici mnozinu realnych ¢isel R, dostavame vzhledem
k poznamce 1.42 definici linedrniho prostoru 1.6. Abych uklidnil ¢tenére, tak konstatuji, ze v dalsich ka-
pitolach tohoto textu nebudeme potiebovat linedrni prostor v takové obecnosti (nad libovolnym télesem)
a vystacime si vétsinou s linearnim prostorem nad redlnymi ¢isly. Pokud tedy nebude vyslovné feceno
jinak (napfiklad linedrni prostor nad Zs studovany v kapitole 10), pak pojmem linedrni prostor myslime
linearni prostor nad R a sta¢i pouZzit definici 1.6.

1.69. Priklad. Vratime se k prikladu linedrniho prostoru redlnych usporadanych n-tic 1.11 a zobecnime
ho na linearni prostor usporadanych n-tic prvki libovolného télesa.

Necht T je téleso. Uvazujme mnozinu uspofddanych n-tic prvki z télesa T (oznacme ji T™) a
definujme na ni operace +: T" x T" — T™, -: T x T™ — T" takto: pro kazdé (a1,...,a,) € T",
(bi,....bp) €T, €T je

(@1, an) + (b1, b0) Z (@ +br, ... an + by),

df
a-(a1,...,an) = (a-a1,...,a-ap).

Snadno se da ovérit, ze mnozina T s takto definovanymi operacemi tvoii linearni prostor nad télesem 7.
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Linedrni algebra 1. Linedrni prostor, grupa, téleso

1.70. Poznamka. Volime-li za téleso T' = Zs3, je T™ podle predchoziho ptikladu diskrétni linedrni
prostor, ktery je pouzivan v teorii kédovéni. Jednotlivé vektory (tzv. bindrni slova) jsou uspofddané
n-tice jednicek a nul. Tento linearni prostor ma celkem 2" riznych vektort.

1.71. Poznamka. V pfipadé linedrniho prostoru nad koneénym télesem dostdavame konecny linearni
prostor. V tomto ptipadé tedy neplati tvrzeni poznamky 1.27. Miizete si vSimnout, Ze toto tvrzeni se
opiralo o skutecnost, ze ,redlnych cisel je nekoneéné mnoho“. Poznamka 1.27 zlistava v platnosti pro
linearni prostory nad nekone¢nymi télesy.

17



2. Linearni zavislost a nezavislost, linearni obal, baze, dimenze

2.1. Poznamka. Ackoli jsme v piedchozi kapitole uvedli desitky prikladt, které mély ilustrovat definici
linearniho prostoru, je mozné, Ze smysl této definice se tim nepodarilo objasnit. Muzete se ptat, pro¢ jsme
nuceni ovéfovat u ruznych mnozin, zda jsou ¢i nejsou pri definovani urcitych operaci séitani a nasobeni
realnym c¢islem linedrnimi prostory. Neuvedli jsme totiz, Ze pokud néjaké mnozina je linedrnim prostorem,
lze na ni zkoumat mnoho dalSich vlastnosti a zavést plno uzite¢nych pojmi, které jsou spole¢né vSem
linedrnim prostordm.

Tyto vlastnosti a pojmy pfedpokladaji pouze to, ze vektory (tj. prvky néjaké blize neuréené mnoziny)
umime s¢itat a nasobit redlnym ¢islem, a pfitom tyto operace spliiuji vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6.
Kdybychom tuto jednotici definici neméli, museli bychom napiiklad zv1ast zavadét pojmy linedrni zavis-
lost, baze a dimenze pro mnozinu orientovanych tsecek, zvlast pro mnozinu usporddanych n-tic a zvlast
pro mnozinu realnych funkci. AZ bychom tifeba pozdéji zjistili, Ze muzeme kupiikladu nekonec¢né po-
sloupnosti realnych ¢isel s¢itat a nasobit skaldrem, znovu bychom pro tuto mnozinu byli nuceni definovat
pojmy linearni zavislost, baze a dimenze. Pfitom k zavedeni téchto pojmu je zapotiebi dokdzat nékolik
tvrzeni, ktera bychom tak museli dokazovat pro kazdou konkrétni mnozinu zvlast. Snad kazdy uznd, ze
to je docela zbytecna prace. Je preci jen jednodussi ovéfit, ze néjakd mnozina tvori linedrni prostor a
okamzité pro ni pouzivat vSechny dalsi vlastnosti a pojmy, které se dozvime v této kapitole.

2.2. Poznamka. S¢itdni ma podle definice 1.6 dva operandy. Kdyz bychom chtéli secist tfeba tii vektory
x + Yy + z, méli bychom uvést, v jakém pofadi budeme operace provadét, tj. zda provedeme (x + y) + 2z
nebo x + (y + z). Vlastnost (2) definice 1.6 nas ale od této povinnosti osvobozuje, protoze zarucuje, ze
oba pripady povedou ke stejnému vysledku. Proto nebudeme v takovém pripadé nadale zavorky uvadét
a naptiklad pro vektory @y, xs, ..., x, budeme jejich soucet zapisovat jednoduse: 1 + x3 + - - - + x,.

Déle budeme misto @+ (—1)-y zapisovat struéné x —y. Tim vlastné mame zavedenu operaci od¢itani
vektort, ackoli tato operace neni v definici 1.6 viibec zminéna.

Abychom v textu odlisili vektory (tj. prvky néjakého linearniho prostoru) od realnych ¢isel, budeme
vektory oznacovat malymi pismeny anglické abecedy a vzdy je zvyraznime tucéné, tedy takto: ,y, a, x;
atd. V psaném textu se Casto vektory zvyraznuji zapisem Sipky nad pismeno, podtrzenim pismene nebo
i jinak.

2.3. Definice. Necht x1,®o,...,x, jsou vektory (tj. prvky néjakého linedrniho prostoru). Linedrni

kombinaci vektora xy, s, ..., T, rozumime vektor
a1 X1+ a2 T+ -+ Qyy Ty,
kde aq, s, ..., a, jsou néjakd redlnd cisla. Témto ¢islum fikdame koeficienty linedrni kombinace.

2.4. Priklad. Linearni kombinaci vektort @, y, z mize byt tfeba vektor x +y+ 2z (vSechny tfi koeficienty
jsou rovny jedné), nebo vektor 2x — y + 3,18z (koeficienty jsou ¢isla 2; —1; 3,18), nebo také vektor
ax+ By + vz (koeficienty a, 8,7 € R jsme bliZe neur¢ili).

2.5. Definice. Trivialni linedrni kombinace vektortt @1, xo, ..., x, je takova linearni kombinace, ktera
ma vSechny koeficienty nulové, tj. 01 +0xs +- - -+ 0x,,. Netrivialni linedrni kombinace je takova linearni
kombinace, ktera neni trivialni, tj. aspon jeden jeji koeficient je nenulovy.

2.6. Véta. Trividlni linearni kombinace je vzdy rovna nulovému vektoru.

Dukaz. Podle vlastnosti (7) v definici 1.6 je kazdy séitanec v trividlni linedrni kombinaci roven nulovému
vektoru a podle vlastnosti (1) véty 1.7 je i sou¢et nulovych vektori roven nulovému vektoru.

2.7. Definice. Skupinu vektort i, s, ..., x, nazyvame linedrné zavislou, pokud existuje netrivialni
linearni kombinace vektori @y, xo, .. ., x,, kterd je rovna nulovému vektoru. Stru¢né fikdme, ze vektory
T1, L2, ..., Ly, jSOU linearneé zavisle.

2.8. Poznamka. Pokud bychom rozvedli pojem netrividlni linedrni kombinace podle definic 2.5 a 2.3,
muzeme Tici, ze vektory @i, xa,...,x, jsou linedrnée zavisle, pokud existuji redlnd Cisla aq, s, ..., a,
tak, Ze aspon jedno z nich je nenulové, a pritom plati

Q1L+ -T2+ F+ Ty = 0.
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Linedrni algebra 2. Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.9. Definice. Skupinu vektort @1, s, . . . , €, nazyvame linedrné nezavislou, pokud neni linedrné zavisla.
Strucné fikame, ze vektory a1, xo, ..., x, jsou linedrné nezdvisle.

2.10. Poznamka. Vektory jsou linedrné nezéavislé, pokud (podle definic 2.7 a 2.9) neexistuje netrivialni
linearni kombinace téchto vektori, ktera je rovna nulovému vektoru. Jinak feceno, jediné trivialni linedrni
kombinace je rovna nulovému vektoru. Pfi pouziti definice 2.5 muZeme Fici, Ze vektory a1, ®s,..., T,
jsou linedrné nezavislé, pokud z predpokladu oy - 1 + as - €2 + --- + a,, - ®, = o nutné plyne, ze
ap =g =---=aqay =0.

2.11. Poznamka. Ackoli se vesmés pouziva strucénéd formulace: ,vektory xi,xs,...,x, jsou linedrné
zavislé /nezavislé* misto presnéjsiho: ,skupina vektori @i, o, ...,x, je linedrné zavisld/nezavisla“, je

potieba si uvédomit, ze stru¢na formulace mize vést k nepochopeni. Rozhodné se tim nechce fici, Ze
jednotlivé vektory jsou linedrné zavislé/nezavislé (tj. @i je linedrné zavisly/nezavisly, xo je linedrné
zavisly /nezavisly atd.), ale jedna se vzdy o vlastnost celé skupiny vektort jako celku.

Pojem linearni zavislosti a nezavislosti vektortt ma v linearni algebfe zasadni dilezitost. Zavislost
vektori je moznd néazornéjsi z pohledu nasledujici véty 2.21, ovSem pfi ovéfovani linearni zavislosti
abstraktnich vektoru je definice 2.7 pouzitelnéjsi. Ma proto smysl definicim 2.7 a 2.9 vénovat nalezitou
pozornost.

2.12. P¥iklad. Uvazujme linearni prostor R? (viz pitklad 1.11, n = 3). Jsou dany t¥i vektory z R?:
e=(1,2,3), y=(1,0,2), =z=(-14,0).

Zjistime z definice, zda jsou vektory x,y, z linedrné zavislé ¢i nezavislé. Podle poznamek 2.8 a 2.10 staci
zjistit, jaké mohou byt koeficienty «, 3, v, pokud polozime

axr+fy+vz=o.
Dosazenim do této rovnice dostavame
a(132a3) +ﬂ(17032) +7(_174a 0) = (07070)

Zde jsme vyuzili toho, ze nulovy vektor v R? je roven trojici (0,0,0). Déle podle definice s¢itani a
néasobeni skalarem na R? dostavime

(a+67772a+4773a+2ﬂ) = (03070)

Dvé uspotddané trojice se rovnaji, pokud se rovnaji jejich odpovidajici slozky. Musi tedy platit tyto
rovnice:

2« + 4~y = 0,

3a+ 20 = 0.
Tato soustava mé nekoneéné mnoho Feseni (zkuste si to ovéfit tieba Gaussovou elimina¢ni metodou).
Mezi témito fesenimi je jediné trividlni, vSechna ostatni jsou netrivialni. Prikladem takového netrivialniho
feseni muze byt tfeba a = 2, § = —3, v = —1, takze

2(1,2,3) —3(1,0,2) — 1(—1,4,0) = (0,0,0).

Existuje tedy netrivialni linearni kombinace vektort «, y, z, ktera je rovna nulovému vektoru, coz podle
definice 2.7 znamena, ze vektory x, vy, z jsou linedrné zavislé.

2.13. P¥iklad. V linedrnim prostoru R? jsou dény t¥i vektory z R3:
r=(1,2,3), y=(1,0,2), z=(-2,1,0).
Zjistime z definice, zda jsou vektory @, y, z linearné zavislé ¢i nezavislé. Podle poznamek 2.8 a 2.10 staci
zjistit, jaké mohou byt koeficienty «, 3, v, pokud polozime a &+ 3y —+ z = 0. Dosazenim do této rovnice
dostavame
«Q (132a3) + ﬂ(lvoaz) +7 (_27 1,0) = (07070)7
(a+08—-27v,2a+7,3a+28) =(0,0,0).
Dvé uspotddané trojice se rovnaji, pokud se rovnaji jejich odpovidajici slozky. Musi tedy platit tyto
rovnice:
a+ [ -2y =0,
2« + v =0,
3a + 203 = 0.
Tato soustava ma jediné feSeni o = 0, 8 = 0, v = 0 (zkuste si to ovéfit tfeba Gaussovou elimina¢ni
metodou). Vidime tedy, Ze jediné trividlni linedrni kombinace vektort ¢, y, z je rovna nulovému vektoru,
coz podle definice 2.9 znamena, ze vektory x,y, z jsou linearné nezavislé.
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2.14. Piiklad. Uvazujme linedrni prostor vSech redlnych funkci definovanych na R a v ném t¥i funkce
f, g, h, které jsou zadané témito vzorci:

f(z) =sin(z), g(z) =cos(z), h(x)=4 VreR.

Ovéfime, zda jsou tyto tii funkce linearné nezavislé ¢i zavislé. Polozime jejich linedrni kombinaci rovnu
nulové funkci:
a-sin(z)+ 0 -cos(z)+v-4=0 VzeR (2.1)

a zjistime, jakych hodnot mohou nabyvat koeficienty «, 3,. Tato rovnost mé byt splnéna pro vSechna
x € R. Je mozné, ze pii volbé t¥{ hodnot € R uZ vynutime trivialitu linedrni kombinace v (2.1).

Zkusme $tésti napriklad pro z € {0, Z,7}. V rovnici (2.1) se tedy omezime na

a-sin(z) + [ -cos(x) +v-4=0 proz € {O,g,w}. (2.2)

Po dosazeni hodnot z dostavame tri rovnice:

Oa+ (B +4v =0,
a+08+4y =
Oa— B +4y =

[
oo

Tato soustava mé jediné feseni a« = 0, 8 = 0, v = 0 (zkuste si to ovéfit tfeba Gaussovou elimina¢ni
metodou). Takze pokus se zdafil. Z rovnice (2.1) plyne (2.2) a z ni pak @ = 0, 8 = 0, v = 0. To podle
definice znamena, ze vektory f, g, h jsou linearné nezavislé.

2.15. Piiklad. Uvazujme linedrni prostor vSech redlnych funkci definovanych na R a v ném t¥i funkce
f, g, h, které jsou zadané témito vzorci:

f(z) =sin®(z), g(z) =3 cos?(z), h(r)=4 VzecR.

Ovérime, zda jsou tyto tfi funkce linearné nezavislé ¢i zavislé. Polozime jejich linearni kombinaci rovnu
nulové funkei:
a-sin®(z) + -3 cos’(z) +v-4=0 VzeR

a zjistime, jakych hodnot mohou nabyvat koeficienty «, 3,~. Jako v prikladu 2.14 zkusime volit néjaké
tfi hodnoty x. Po dosazeni x = 0, z = 7/2 a = 7 dostdvame soustavu

30+ 4~y =0,
@ + 4y = 0,
36+ 4~y = 0.

Vidime, Ze jedna rovnice je zde napsana dvakrat, takze zbyvaji dvé rovnice o tfech neznamych. Takova
soustava rovnic ma nekone¢né mnoho feseni, jednim z nich je naptiklad a = 12, § =4, v = —3. To nam
ale k zavéru o linearni zavislosti funkci nestaci, protoze my musime najit netrivialni kombinaci rovnou
nule pro vSechna = € R, nikoli jen pro t¥i vyvolené hodnoty. Vysledek ale napovida, jaké by mohly byt
koeficienty hledané netrivialni linearni kombinace:

12 -sin®(x) +4 - 3 cos®(x) — 3 -4 = 12 (sin®(x) + cos?(z)) —12=0 Vz € R.
Zde jsme vyuzili vzorce sin?(x) + cos?(x) = 1 pro viecha x € R. Nasli jsme tedy netrivialni linearni
kombinaci, ktera je rovna nulové funkci na celém defini¢nim oboru, a proto jsou funkce f, g, h linedrné

zavislé.

2.16. Priklad. Necht u, v, w jsou prvky né&jakého (blize nespecifikovaného) linedrniho prostoru. Pfed-
pokladejme, Ze jsou linearné nezavislé. Ukolem je zjistit, pro které a € R jsou vektory

r=2u—v, y=u+3v—-2w, z=v+aw
linearné zavislé.
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Polozime tedy linearni kombinaci vektort x,y, z rovnu nulovému vektoru a budeme zjistovat, jaké
musi byt koeficienty «, 3, :
ar+fy+vz=o.

Dosadime:
au—-—v)+B(u+3v—2w)+y(v+aw)=o0
a po upravach dostavame
Ca+p)ut(—a+38+7)v+(-28+ar)w=o.

Protoze podle predpokladi jsou vektory w,v,w linearné nezavislé, musi byt tato linearni kombinace
jediné trivialni, tj. vSechny koeficienty jsou nulové:

200 + (3 =0,
—Oé+3ﬁ+ 7:03
— 28 +avy = 0.

Napriklad pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody se mutzeme presveédcit, ze soustava ma jediné feSeni
a=0,8=0,v=0pro 7a+4 # 0. V takovém piipadé budou vektory x,y, z linedrné nezavislé. Jestlize
naopak 7a +4 = 0, mé soustava nekoneéné mnoho feSeni, mezi kterymi se jist€ najde i netrivialni feseni.
Vektory @, y, z jsou tedy linedrné z&vislé pro a = —4/7.

2.17. Véta. Necht @1, s, ..., x, jsou prvky néjakého linedrniho prostoru L. Pak plati:

(1) Linedrni zévislost ¢i nezavislost vektort @1, o, ..., T, se nezméni pfi zméné poradi téchto vektort.
(2) Jestlize se mezi @1, o, ..., x, vyskytuje nulovy vektor, pak jsou tyto vektory linedrné zavislé.

(3) Jestlize se ve skupiné vektori @1, xs, . .., x, néktery vektor vyskytuje aspon dvakrat, je tato skupina
vektoru linedrné zavisla.

(4) Jestlize jsou vektory @1, @, . . ., &, linedrné zavislé a @, 1 € L, pak jsouivektory @1, xsa,...,Tn, Tpi1
linearné zavislé.

(5) Jestlize jsou vektory xi,xa,...,x, linedrné nezavislé, pak jsou i vektory x1, @, ..., T,_1 linedrné
nezavislé.

(6) Samotny vektor 1 (chdpany ovsem jako skupina vektort o jednom prvku) je linedrné nezavisly pravé
tehdy, kdyz je nenulovy.

Dukaz. (1) Linearni kombinace vektoru @1, xa, ..., x, nezavisi na jejich poradi, protoze s¢itani vektort
je podle definice 1.6 komutativni.
(2) Vzhledem k vlastnosti (1) sta¢i bez jmy na obecnosti predpokladat, ze o = x1. Pak plati:

l-o+0-220+0-x3+---4+0-x, =0,

coz je netrividlni linedrni kombinace rovna nulovému vektoru.
(3) Vzhledem k vlastnosti (1) sta¢i bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze &1 = xo. Pak plati:

Ly + (1) 2z +0-23+---4+0-2, = (1 -1) -z, = o,

coz je netrividlni linedrni kombinace rovna nulovému vektoru.
(4) Podle predpokladu existuje netrividlni linedrni kombinace a; 1 + s @2 + - -+ + a, &, rovna
nulovému vektoru. Potom plati

o)+ F+ayx, +0-THy = o0,

coz je netrividlni linearni kombinace vektort x;, x, ..., x,, ;41 rovna nulovému vektoru.
(5) Dokazeme to sporem. Budeme predpokladat negaci tvrzeni véty (tj. Ze vektory @1, @, ..., Tn_1
jsou linedrné zavislé). Pak ale podle vlastnosti (4) museji byt linedrné zavislé i vektory @1, s, ..., Ty,

coz je spor s predpokladem, ze tyto vektory jsou linedrné nezavislé.
(6) Je-li &1 = o, pak je x; podle vlastnosti (2) linedrné zavisly. Predpokladejme nyni 1 # o a
polozme
axy = o.

Kdyby bylo a # 0, mohli bychom psat

1 1 1
z1=1z=(—0a) x1=—(ax;)=—-0=o0.
1o o 1o

To je ale spor. Musi tedy byt a = 0. To znamena, ze pouze trivialni linearni kombinace je rovna nulovému
vektoru, takze vektor x; je linedrné nezavisly.
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2.18. Poznamka. Vlastnost (4) pfedchozi véty nelze ,obratit“. Pfesnéji: z linedrni zavislosti vektort

x1,T2,...,T, neplyne nic o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektort a1, s, ...,x,_1. MiZe se tfeba
stat, ze vektory ®y,as,...,T,—1 jsou linedrné nezavislé a linedrni zavislost vektortu xi,xs,...,x, je
zpusobena tim, Ze vektor x, je nulovy. Mutze se ale také stat, ze vektory xi,@xs,...,x,_1 zlstavaji

linearné zavislé.

2.19. Poznamka. Vlastnost (5) pfedchozi véty nelze ,obratit“. Pfesngji: z linedrni nezdvislosti vektort
1, x2,. .., T, neplyne nic o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektort 1, T2, ..., Ty 1. Vektor x, 41 totiz
miuze byt nulovy, ale také mtze byt takovy, ze vektory a1, xs,...,x,4+1 zlstavaji linedrné nezavislé.

2.20. Priklad. Necht x1, x>, ..., x,, jsou vektory z linedrniho prostoru R". UkéZeme, Ze pokud m > n,
jsou nutné tyto vektory linearné zavislé.
Podle definice linearni zavislosti hledejme netrividlni linearni kombinaci, pro kterou

a1 +axy + -+ Ty = O.

Rozepsanim tohoto pozadavku do slozek dostavame n rovnic o m neznamych. Protoze pravé strany
rovnic jsou nulové, soustava ma urcité asponi trivialni reSeni. Protoze je v soustavé vice neznamych nez
rovnic existuje nekoneéné mnoho feSeni této soustavy. Mezi témito feSenimi je jen jediné trividlni a
vSechna ostatni jsou netrividlni. Poznamenejme jesté, ze matematicky korektnéjsi argumentace k tomuto
prikladu vychazi jako dtsledek véty 2.56.

Poznamenejme, ze priklad ukazuje dulezitou vlastnost linedrnich prostoria R™: vSechny linearné
nezavislé skupiny vektord maji pocet vektori mensi nebo roven n.

2.21. Véta. Necht n > 2. Vektory @y, xo, ..., x, jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz existuje index
r € {1,...,n} takovy, Zze vektor x, je roven linedrni kombinaci ostatnich vektor.

Dukaz. Véty formulované ve tvaru ekvivalence (vyrok A plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B) se
obvykle dokazuji ve dvou krocich. Nejprve dokazeme, ze z A plyne B a pak dokazeme, ze z B plyne A.

Dokazujme tedy nejprve, ze z linearni zavislosti vektori @, s, . . ., &, plyne existence indexu r vyse
uvedené vlastnosti. Z definice linearni zavislosti vime, Ze existuje netrivialni linearni kombinace rovna
nulovému vektoru, tj.

n
a1w1+a2w2+---+anwn=Zaiwi=0, (2.3)
i=1
a pritom aspoii jeden koeficient linedrni kombinace je nenulovy. Existuje tedy r € {1,...,n} takové, ze

a, # 0. Pfi¢teme nyni vektor —a,. , k obéma stranam rovnice (2.3)

n
E QG L = — Oy Ty
i=1
£
Po vynasobeni obou stran rovnice koeficientem —1/a;,. dostévame

Vektor x, je tedy roven linedrni kombinaci ostatnich vektord.
V druhé ¢éasti dukazu predpokladame existenci koeficientu r takového, ze vektor x, je roven li-
nearni kombinaci ostatnich vektori. Dokazeme linedrni zavislost vektorti xp,@s,...,x,. Pro néjaké

r€{1,...,n} tedy plati
n
z. =Y Bz
i=1

i#ET
Pri¢teme-li k obéma stranam této rovnice vektor —x,., dostavame
n
E Bix; + (—1) -z, = o,
i=1
iET

coz je netrividlni linedrni kombinace vektori ¢y, xs, ..., x, (jeji r-ty koeficient je jisté nenulovy), kterd
je rovna nulovému vektoru.
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2.22. Poznamka. Véta 2.21 se d4 preformulovat téz takto: vektory @1, s, . . ., x, jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz zadny z vektort x;, i € {1,...,n}, neni linedrni kombinaci ostatnich vektort.

2.23. Poznamka. Véta 2.21 mé pro n = 2 tento dusledek: dva nenulové vektory x, y jsou linedrné zavislé
prave tehdy, kdyz existuje a € R tak, ze * = ay. Lidové TeCeno: jeden vektor je nasobkem druhého.

2.24. Piiklad. Uvazujme linedrni prostor Up vSech orientovanych tseéek z prikladu 1.24.

(1) Lezi-li dvé tisecky u, v € Up ve stejné pfimce, pak jsou linedrné zavislé, protoze jedna je ndsobkem
druhé. Nelezi-li tisecky u,v ve spole¢né pfimce, pak jsou linearné nezavislé.

(2) Nechf u,v € Up jsou linedrné nezavislé. Pak mnozina vSech linedrnich kombinaci cw + fv
vypliuje mnozinu vSech tsecek, které maji koncovy bod v roviné uréené tiseckami u, v.

Abychom to dokéazali, potfebujeme urcitou pfredstavivost a zkuSenosti s euklidovskou geometrii.
Pfipomenme, ze O znadi spoleény pocatek vSech orientovanych tise¢ek naseho linedrniho prostoru. Zvolme
nyni libovolnou orientovanou tsecku x s pocatkem v O, ktera lezi v roviné uréené useckami u, v. Ukdzeme,
ze existujl «, 3 € R tak, ze * = au + fv. Lezi-li  na spolecné piimce s tseckou v nebo na primce
spolecné s useckou v, pak je  nasobkem této usecky a druhy koeficient hledané linedrni kombinace je
nulovy. Necht tedy x nelezi na zadné z téchto primek. Koncovy bod tsecky x ozna¢me X. Vedme bodem
X rovnobézku s tseckou u a rovnobézku s tiseckou v. Prvni z nich nutné protne ptimku, na které lezi
usecka v, v néjakém bodé P a druha protne piimku, na které lezi tisecka u, v néjakém bodé Q. Zvolme
a,f € R tak, aby au = w afv = opP (symbolem OA znaéime orientovanou tsecku s pocatkem
v bodé O a koncem v bodé A). Z definice s¢itani orientovanych tsecek pomoci rovnobéznika vidime, ze
x = au + fv. Udélejte si nacrtek.

(3) Lezi-li tfi usecky u, v, w € Up ve spolecné roviné, pak jsou linedrné zavislé, protoze z (2) plyne,
ze jedna z nich je linedrni kombinaci ostatnich. Dale pouzijeme vétu 2.21.

(4) Pokud u a v € Up jsou linedrné nezavislé a w lezi mimo rovinu danou tseckami u, v, pak jsou
u, v, w linearné nezavislé.

(5) Necht u,v,w € Up jsou linedrné nezavislé. Pak mnozina vSech linearnich kombinaci

au+ [fv+yw

vypliuje cely linearni prostor Up.

Abychom to dokdzali, potfebujeme op&t urcitou predstavivost. Necht o je rovina uréena tseckami
u a v. UkdZeme, Ze pro libovolnou orientovanou tsecku x s pocatkem v O existuji redlna ¢isla «, 3,7
takovd, 7e * = a u+ S v+~ w. Lezi-li v roviné p, polozime v = 0 a dale vyuzijeme vysledku z (2). Necht
tedy x nelezi v roviné p. Ozna¢me X koncovy bod tsecky x. Vedme bodem X rovnobézku s tiseckou w.
Ta nutné protne rovinu ¢ v néjakém bodé P. Podle (2) existuji a, 3 € R takové, ze OP = au+ Bv.
Necht ¢ je vzdéalenost bodu X od bodu P. Pokud mezi bodem X a koncovym bodem tsecky w lezi rovina
0, volme v = —¢, jinak volme v = c¢. Z definice s¢itdni orientovanych tsecek pomoci rovnobéznika je
vidét, Ze x = O—Iﬁ—i-ww =au+pfv+yw.

2.25. Poznamka. A7 dosud jsme pracovali s pojmem linearni zavislost ¢i nezavislost koneénych skupin
vektord. Skupina, na rozdil od mnoziny, mize obsahovat stejné prvky. V nésledujici definici rozsifime
pojem linearni zavislost ¢i nezdvislost na konecné i nekonec¢né mnoziny vektord.

2.26. Definice. Necht L je linedrni prostor. Neprazdna koneénd mnozina vektort K C L, K =
{x1,x2,..., @, } se nazyva linearné zdavisld, pokud jsou vektory @1, s, ..., x, linedrné zavislé.

Nekone¢na mnozina vektori M C L se nazyva linedrné zdvisld, pokud existuje konecna K C M,
ktera je linearné zavisla.

Mnozina M C L se nazyva linedrné nezdvisla, pokud neni linearné zavisla.

Prazdnou mnozinu povazujeme vzdy za linearné nezavislou.

2.27. Poznamka. Uvedeme si podrobnéji, jak pozname linedrni nezavislost mnozin.

Neprézdna kone¢nd mnozina vektort K C L, K = {x1,®2,...,2,} se nazyva linedrné nezavisla,
pokud jsou vektory i, xs, ..., x, linedrné nezavislé.

Nekonec¢na mnozina vektorat M C L se nazyva linedrné nezavisla, pokud vSechny kone¢né podmno-
ziny K C M jsou lineadrné nezavislé.
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2.28. P¥iklad. Necht M = {1,2,22,23,...} je nekoneénd podmnozina linedrniho prostoru vsech poly-
nomu P. Ukazeme, ze M je linedrné nezavisla.
Podle definice 2.26 a poznamky za ni staci ukazat, ze kazda konecna podmnozina polynomu
K ={zF 2k aF} neN, keNuU{0}proic{1,2,...,n}, ki<ky<---<k,

je linearné nezavisla. Polozme tedy linearni kombinaci prvkt mnoziny K rovnu nulovému polynomu:

att foagat? 4+ f a2t =0 Ve eR

a ptejme se, co z toho plyne pro koeficienty ag,...,a,. Protoze k1 < ko < --- < k,,, odpovidaji ¢isla
ai, ..., qn, vybranym koeficientiim polynomu. Nulovy polynom je ovSem pouze takovy polynom, ktery ma
vSechny koeficienty nulové . Takze vSechna ¢isla aj, . .., a, museji byt rovna nule. Nulovému polynomu

se tedy rovnd pouze trivialni linearni kombinace, takze mnozina K je linearné nezavisla.

2.29. Definice. Necht L je linedrni prostor. Linedrni obal skupiny vektorti @1, @z, ..., 2, je mnozina Linedrni

vSech linearnich kombinaci vektort 1, s, ..., x,. obal
Linearni obal koneéné mnoziny K C L, K = {xy,xa,...,x,} ztotoziiujeme s linedrnim obalem

skupiny vektori @1, xs, ..., x,.

Linedrni obal nekoneéné mnoziny M C L je sjednoceni linearnich obalti vsech koneénych podmnozin
mnoziny M.

Linedrni obal skupiny vektort «1,xs,...,x, zna¢ime (x1,xs,...,x,). Linedrni obal mnoZiny M
znacime symbolem (M).

2.30. Poznamka. Jsou-li @1, xs, ..., x, vektory néjakého linedrniho prostoru L, pak podle definice 2.29
je
(1, @2,...,xn) ={a1®1 + a2+ +apxy; a1 ER,a0 €R,... 0, € R}

2.31. P¥iklad. Uvazujme linearni prostor R3. Najdeme linearni obal vektort = = (1,2,3), y = (2,—1,0).
Podle poznamky 2.30 je

((1,2,3),(2,-1,0)) ={« (1,2,3) + 5(2,-1,0); « e R, e R} = {(a« + 20,20 — 3,3a); « € R, € R}.

2.32. Piiklad. Jsou dény = = (1,2,3), y = (1,0,2), z = (-2,1,0). UkdZeme, Ze (x,y, z) = R3.
Mnozina linearnich kombinaci prvka néjakého linedrniho prostoru L je vzdy podmnozinou L. Jde

tedy pouze o to ukazat, ze R® C (x, y, z). Volme libovolny vektor (a, b, c) € R3. Ukéazeme, 7e (a, b, c) lezi

v (x,y,z). K tomu je potfeba najit linedrni kombinaci vektort x,y, z, kterd je rovna vektoru (a, b, c).
Hledejme tedy koeficienty «, 3,7y, pro které plati

(a,b,¢) = «(1,2,3) + 3(1,0,2) + v (-2,1,0).
Po tpravé a porovnani jednotlivych slozek dostavame soustavu
at B-2v=a
200 + v =b
3a + 203 = c

Napriklad Gaussovou elimina¢ni metodou zjistime, ze soustava ma feSeni pro vSechna a, b, c € R. Proto
(a,b,c) € (x,y, 2).

2.33. Poznamka. Zamysleme se nad tim, co to znamend, ze z € (M). Existuje koneénad podmnozina Prvek linedr-

K C M takova, ze z € (K). Necht K = {@1, o, ..., x,}. Skutecnost, ze z € (K) znamend, Ze existuje niho obalu
néjaka linearni kombinace vektort @, s, . .., x,, kterad je rovna vektoru z.
Vidime tedy, ze z € (M) pravé tehdy, kdyZ existuje koneéné mnoho vektorti x1, @2, ..., @, € M a
existuji redlna ¢isla aq, as, ..., a, takova, ze
Z=q1 T +ayTy+ -+, Ty, (2.4)
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2.34. Véta. Necht L je linearni prostor, M C L, N C L. Pokud je M C N, pak plati (M) C (N). Vlastnosti
linedarniho

Dukaz. Necht z € (M), tj. pfedpoklddame, Ze z lze zapsat jako linedrni kombinaci koneéné mnoha obalu

prvku z M. Protoze tyto prvky lezi i v N, muZeme Fici, ze z lze zapsat jako linedrni kombinaci koneéné
mnoha prvka z N. To podle pozndmky 2.33 znamend, ze z € (N).

2.35. Véta. Necht L je linedrni prostor a M C L. Pak plati:

(1) M C(M).

(2) (M) ={(M)).
(3) Jeli z € (M), pak (M) = (MU {z}).

Dukaz. (1) Sta¢i ukdzat, ze pokud z € M pak z € (M). Plati z = 1 - z, takZe pro z existuje kone¢né
mnoho prvkia z M (jmenovité prvek z samotny) tak, Ze z je linedrni kombinaci téchto prvki. To podle
poznamky 2.33 znamend, ze z € (M).

(2) Protoze plati véta 2.34 a vzhledem k (1) staci ukézat, ze ((M)) C (M). Necht z € ((M)),
ukdzeme ze z € (M). Protoze z € ((M)), existuji vektory xi,xs,...,x, € (M) takové, ze plati (2.4).
Pro kazdé i € {1,...,n} je &; € (M), tj. existuje konecné mnoho vektord y; 1,...,¥ir € M takovych,
ze

T = Gii Y1+ Bik Yiks-

Dosazenim téchto rovnic do (2.4) a rozndsobenim dostédvame vysledek, Ze z je linedrni kombinaci konecné
mnoha vektort y; ; € M, i € {1,...,n},j € {l,...,k;}. To znamena, ze z € (M).

(3) Toto tvrzeni je dusledkem (1) a (2). Protoze M C (M) a {z} C (M), je M U {z} C (M).
Obalenim levé i pravé strany této mnozinové inkluze dostavame (M U {z}) C ((M)) = (M). Obracena
inkluze plyne z véty 2.34.

2.36. Poznamka. Vlastnost (1) véty 2.35 lidové feceno znamend, Ze ,linedrni obaleni mnoziny muze
pridat do této mnoziny dalsi prvky, ale pokud tento proces zopakujeme, dalsi prvky uz podle vlastnosti (2)
neziskame.

Takové mnoziny, které pri ,linearnim obaleni jiz neptidavaji zadné dalsi prvky, jsou vzdy linedrnimi
podprostory. To ukazuje nasledujici véta.

2.37. Véta. Necht L je linedrni prostor, M C L. Mnozina M je linedrnim podprostorem linedrniho Linedrni
prostoru L pravé tehdy, kdyz (M) = M. obal je
podprostor

Dukaz. Dokazeme nejprve ,,M je linedrni podprostor, potom (M) = M*. Vezmeme z € (M) a dokdzeme,
7e z € M. Protoze z € (M), existuje kone¢né mnoho vektort x1, s, ..., x, € M takovych, ze lze psét
z=a1x +asxs + - -+ @, x,. Kazdy sc¢itanec lezi podle vlastnosti (2) definice 1.17 v mnoziné M.
Podle vlastnosti (1) definice 1.17 v mnoziné M lezi i soucet téchto vektort, tedy z € M.

Zbyva dokézat (M) = M, potom M je linedrni podprostor”. Uvazujme & € M, y € M. Abychom
dokazali, ze M je linearni podprostor, stac¢i ovérit, ze linedrni kombinace 1-x + 1 -y lezi v M a déle
a-x+0-ylezi v M. Protoze © € M, y € M, je podle definice linearniho obalu kazda jejich linearni
kombinace prvkem (M) a podle pfedpokladu je (M) = M.V mnozing M tedy lezi i uvedené dvé linearni
kombinace vektortu x, y.

2.38. Véta. Necht L je linedrni prostor a M C L je libovolnd neprazdnd mnozina. Pak P = (M) je
nejmensi linedrni podprostor, pro ktery plati M C P.

Dukaz. Skutecnost, ze P = (M) je linedrni podprostor, ukazuje véta 2.37. Stac¢i ukdzat, Ze P je nejmensi
podprostor.

Necht @ je néjaky podprostor, pro ktery také plati M C Q. Podle véty 2.37 je (Q) = Q. Dale
pouzijeme vétu 2.34 na inkluzi M C @ a dostavame P = (M) C (Q) = Q.
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2.39. Véta. Necht L je linedrni prostor, M C L je linedrné nezdvisld mnozina a z ¢ (M). Pak téz
M U {z} je linedrné nezavisla mnozina.

Dukaz. Dikaz povedeme sporem. Piedpokladejme, ze M U{z} je linedrné zavisla. Pak existuje konecné
mnoho prvka xi,x9,...,x, € M takovych, Ze ayx1 + asxa + -+ + @, T, + @py1 2 je netrividlni
linearni kombinace rovna nulovému vektoru. Pro a,,4+1 = 0 ziistava netrivialni linearni kombinace vektor
X1, X3, ..., %, rovna nulovému vektoru, neboli koneé¢nd podmnozina M je linearné zavisla. To je ve sporu
s tim, ze M je linedrné nezavisla.

Pro a,,4+1 # 0 je vektor z linedrni kombinaci vektord @1, o, ..., x, (pfevedeme nasobek vektoru z
na druhou stranu rovnosti a podélime —av, 11, jako v diikazu véty 2.21). To je ve sporu s tim, ze z & (M).
Pro oba ptipady hodnot ;41 dostdvame spor, takze M U {z} nemiize byt linedrné zavisla.

2.40. Véta. Necht L je linearni prostor. Mnozina N C L je linearné nezavisld pravé tehdy, kdyz pro
v8echny vlastni podmnoziny M C N, M # N plati (M) C (N), (M) # (N).

Dukaz (pro hloubavé ¢tendte). Predpoklddejme nejprve, ze N je linedrné nezéavisld. Necht M C N,
M # N. Zvolme vektor z € N takovy, ze z & M. Vektor z nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci zaddné
konecné podmnoziny prvkt mnoziny M. Kdyby to bylo mozné, tj. kdyby existovala K C M konecna
a takova, ze z by byl roven linearni kombinaci prvkt mnoziny K, pak je podle véty 2.21 mnozina
K U{z} C N linearné zavisla. To je ve sporu s piedpokladem, ze N je linedrné nezavisla. Plati tedy, ze
z & (M), a ptitom z € (N).

Predpokladejme nyni, Zze N je linearné zavisld. Najdeme mnozinu M C N, M # N takovou, Ze
(M) = (N). Protoze N je linedrné zavisla, existuje koneénd mnozina vektori K; C N, kterd je linedrné
zéavisla. Podle véty 2.21 existuje prvek z € K; takovy, ze z lze zapsat jako linearni kombinaci ostatnich
vektortt z Ki. Zvolime M = N \ {z} a dokdzeme, ze (M) = (N). Je z € (K1 \ {z}) € (N). Podle
véty 2.35 vlastnosti (3) je (N) = (N U{z}) = (M).

2.41. Poznamka. Abychom vyjadrili néjaky linedrni (pod)prostor jako linedrni obal néjaké mnoZiny,
je vhodné pro tento tcel volit linedrné nezavislou mnozinu. Predchozi véta 2.40 nam ukazuje, ze to je
»hejuspornéjsi opatfeni®, protoze odebranim jakéhokoli prvku z takové mnoziny zptsobi, ze linearni obal
uz nebude pokryvat cely (pod)prostor. Zadné prvky takové mnoziny tedy nejsou pii popisu (pod)prostoru
pomoci linedrniho obalu zbyteéné. To nas vede (kromé jinych dilezitych divodi) k definici béze linedrniho
(pod)prostoru.

2.42. Definice. Baze linearniho prostoru L je takova podmnozina B C L, pro kterou plati

(1) B je linearné nezavisla,
(2) (B)=L.

2.43. Poznamka. V definici 2.42 se mluvi o L jako o linedrnim prostoru. Neni ale vylouceno, ze L je
linedrni podprostor néjakého jiného (vétsiho) linearniho prostoru P, protoZe linedrni podprostor je podle
poznamky 1.16 sdm o sobé linedrnim prostorem.

2.44. P¥iklad. Mnozina vektortt B = {(1,2,3),(1,0,2),(—2,1,0)} je bazi lineArniho prostoru R3, pro-
toze je podle pifkladu 2.13 linedrné nezavisla a podle piikladu 2.32 je (B) = R3.

2.45. Piiklad. Mnozina vektortt B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} je bazi linedrntho prostoru R?. Snadno
zjistime, Ze je linedrné nezavisla a navic pro vektor (a,b,c) € R? je

(a,b,¢) =a(1,0,0) +b(0,1,0) + ¢(0,0,1).

Kazdy vektor (a,b,c) lze tedy zapsat jako linedrni kombinaci vektorii z B, neboli (B) = R3.

V&imnéme si, ze jsme uz nasli dvé baze linearniho prostoru R? (v pifkladu 2.44 a v tomto ptikladu).
Vidime tedy, ze baze neni urcena linedrnim prostorem jednozna¢né. Naptiklad pro a # 0 jsou mnoziny
B, ={a(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} riizné baze linedrniho prostoru R3. Bazi je tedy nekone¢né mnoho.

2.46. Priklad. Mnozina uspofadanych n-tic B = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1)}
tvoii bazi linedrniho prostoru R™. Je linedrné nezavisld a plati (B) = R™ z analogickych divodd, jako
v ptikladu 2.45. Takovou béazi linearniho prostoru R™ nazyvame standardni bazi.
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2.47. P¥iklad. Mnozina B = {1,z,22,23,...} tvoii bazi linedrniho prostoru P vsech polynomt. Podle
pfikladu 2.28 je linedrné nezévisla. Zbyva tedy ovéfit, ze (B) = P. Zvolme néjaky polynom p € P.
Ukézeme, ze p € (B). Pro kazdy polynom p € P existuje n € N a realnd ¢isla ag, aq, ..., a, takova, ze
hodnota polynomu p v bodé x je dana vzorcem

p(z) =apz" + --+arx+a VreR.

Existuje tedy kone¢nd podmnozina K C B, K = {1,z,2%, ... 2"} takova, 7e p je linedrni kombinaci
prvki z K (koeficienty této linedrni kombinace jsou ¢isla ag, a1, ..., a,). Z toho plyne, ze p € (B).

2.48. Priklad. Uvazujme linearni prostor P<, vSech polynomu nejvyse n-tého stupné z prikladu 1.19.
Ukézeme, Ze mnozina B,, = {1,z,22,...,2"} tvoii bazi linedrniho prostoru P<,,.

Predné, B, je linedrné nezavisla, protoze je podmnozinou linedrné nezavislé mnoziny B z pii-
kladu 2.47 (kazdd podmnozina linedrné nezavislé mnoziny je podle poznamky 2.27 linedrné nezavisla).
Analogicky jako v prikladu 2.47 lze ukéazat, ze (B,,) = P<y,.

2.49. Priklad. Vratme se k linedrnimu prostoru Uy vSech orientovanych tiseéek se spole¢nym pocat-
kem. Podle (5) z ptikladu 2.24 je kazd4 linedrné nezéavisld mnozina vektortt {u,v,w} bazi linedrniho
prostoru Up.

2.50. Poznamka. O ezxistenci a jednoznacnosti baze. P¥iklad 2.45 ilustroval skutec¢nost, ze béze linear-
niho (pod)prostoru neni uréena jednoznaé¢né. Linedrni (pod)prostor miize mit dokonce nekone¢né mnoho
bézi.

Nasledujici véta doklada, ze kazdy linearni prostor méa béazi. Vyjimkou je pouze trividlni linearni
prostor L = {0}, ktery jediny neméa bazi (néktefi autori uvadéji prazdnou mnozinu jako bazi trividlniho
linedrniho prostoru, ovSem k tomu je potfeba mirné modifikovat definici linedrniho obalu). Néasledujici
véta dokonce tvrdi, Ze kazdou linearné nezédvislou mnozinu lze doplnit pfidanim pripadné dalSich prvka
na bazi a naopak, z kazdé mnoziny M, pro kterou (M) = L, lze pfipadné odebrat néjaké prvky tak,
aby zbyla mnozina tvorila bazi. Vétu bohuzel nebudeme dokazovat, protoze vyzaduje pouziti hlubsich
poznatk z teorie mnozin (tzv. Zornovo lemma), které v tuto chvili neméme k dispozici.

2.51. Véta. Necht L je linearni prostor. Pro kazdou linearné nezavislou mnozinu N C L existuje béze
B linedrniho prostoru L takovd, ze N C B. Pro kazdou mnozinu M C L takovou, ze (M) = L, existuje
baze B linearniho prostoru L takova, ze B C M.

2.52. Priklad. Je-li N = {@1, xo, ..., x;} linedrné nezdvisld mnozina linedrniho prostoru R™, pak podle
predchozi véty existuje mnozina B = {x1,@a,...,Lm}, m > k takovd, ze B je baze. Ukdzeme v tomto
prikladé, jak bychom takovou bazi nalezli.

Pokud uz (N) = R"™, pak N samotnd je béze a polozime B = N. Pokud ale (N) # R", pak existuje
prvek & € R", pro ktery « ¢ (N) Ptame se, zda uz N U {x} je béaze. Podle véty 2.39 tato mnozina
zUstéva linedrné nezdvisld. Pokud (N U {x}) = R"™, pak jsme nasli bazi. Jestlize tato vlastnost neplati,
opakujme postup s pridanim dalstho prvku y ¢ (N U {x}) znovu. Tento postup budeme opakovat tak
dlouho, dokud budou existovat vektory mimo linearni obal nasi postupné rozsifované mnoziny. Podle
prikladu 2.20 dospéjeme k vysledku po konecéné mnoha krocich, protoze v R” nelze vytvorit linearné
nezavislou mnozinu, kterd by méla vice nez n prvki.

Poznamenejme, ze tento postup vedl k cili, protoze jsme méli zaruceno, ze baze bude mit konecné
mnoho prvkid. Pro nekonecné baze bychom se timto postupem mohli ,utopit v nekonec¢nu“. Na druhé
strané postup lze aplikovat na libovolny linearni prostor, ktery ma koneéné baze, nemusime se nutné
omezovat na R".

2.53. Priklad. Druhou ¢ast véty 2.51 si dokdZeme aspori pro koneénou mnozinu M. Je (M) = L a méame
dokézat, ze existuje B C M takovd, ze (B) = L a navic B je lineadrné nezavisla.

Uvazujme vSechny podmnoziny A; C M, pro které (A;) = L. Vidime, Ze existuje aspon jedna
takova podmnozina, sice mnozina M samotnd. Ze vsech takovych podmnozin A; vyberme tu, kterd ma
nejmensi pocet prvki (vSechny tyto podmnoziny jsou konecné, takze pro kazdou miizeme spocitat jeji
pocet prvki). Je mozné, ze takovych mnozin s nejmensim poétem prvkt bude existovat vice, pak je
jedno, kterou z nich zvolime. Ozna¢me ji B. Vime, ze (B) = L (tuto vlastnost maji vechny podmnoziny
A;, takze jmenovité téz mnozina B). Déle vime, Zze odebrdnim jakéhokoli prvku z mnoziny B uz nebude
pro novou Bj platit (By) = L. Kdyby to platilo, tak nebyla vybrana B s nejmensim po¢tem prvkii. Nyni
pouzijeme vétu 2.40. Mnozina B je tedy linedrné nezavisla.
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2.54. Poznamka. Pfiklad béze prostoru Fp vSech funkci definovanych na mnoziné D C R nebudeme
uvadét, protoze nemame prostfedky, jak takovou béazi zapsat. Baze je nekone¢nou mnozinou, kterd ma
vétsi mohutnost, nez je mohutnost mnoziny pfirozenych cisel.

2.55. Poznamka. Ukazeme, ze dvé (obecné rizné) baze stejného linedrniho prostoru maji stejny pocet
prvki. Tento diikaz se tradicéné opird o Steinitzovu vétu o vyméné. Ctenaf si mize pro vétsi nazornost
vytvorit mnozinu M cernych kaminku a linearné nezavislou mnozinu N bilych kaminkd, které vsechny
lezi v linearnim obalu ¢ernych. Muze zacit vyménovat postupné cerné kaminky za bilé kus za kus. Pti
pouziti nasledujici Steinitzovy véty o vimeéné ¢tenar shleda, ze vymeénu lze udélat tak, aby linedrni obal
puvodni mnoziny M ztstal zachovan i presto, ze v ni jsou nahrazeny nékteré ¢erné kameny vSemi bilymi.

2.56. Véta (Steinitzova o vymeéné). Necht L je linedrni prostor, M C L je libovolnd mnozina a
N C (M) je linedrné nezavisld mnozina, obsahujici k vektortu. Pak lze odebrat z mmnoziny M jejich
k vektord a vytvorit tak mnozinu My, pro kterou plati:

(M) = (M; U N).

Jinymi slovy, odebranim vhodnych k vektori z M a nahrazenim téchto vektort vsemi linearné nezavislymi
vektory z N se linearni obal (M) nezméni.

Dukaz (pro hloubavé ¢tenaie). Pouzijeme matematickou indukei podle k (o indukei viz dikaz véty 4.3).
Pro k = 0 véta plati, protoze mnozinu M viubec neménime.

Necht nyni véta plati pro kazdou linedrné nezévislou mnozinu s k prvky a dokdzeme, Ze plati i
pro mnozinu s k + 1 prvky. Necht N = {vy,vs,..., v, v11} C (M). Ozna¢me Ny = {vy,vo,..., v}
Z mnoziny M lze odebrat k vektori tak, ze vznikne mnozina My, pro kterou je

(M) = (M; UN;) = (M;UN).
Prvni rovnost je indukéni pfedpoklad a druhd rovnost plyne z toho, ze vi11 € (M) = (M; U Ny) a
z treti vlastnosti véty 2.35. Staci tedy najit v My vektor w; tak, aby jej Slo odebrat a obal se nezménil,
tedy (M UN) = (M; \ {w1} UN). Protoze vi41 € (M) = (M; U Ny), existuje koneéné mnoho vektort
wy, W, ..., w, € M; tak, ze
Vg1 = w1 + QoWa + -+ + Wy + G101 + - + B

Protoze N je linearné nezdvisla, tak (A) pti k = 0 musi byt vg1 nenulovy a (B) pfi k& > 0 nesmi vy,

byt linedrni kombinaci vektort vy, va, ..., vy (véta 2.21). Z toho plyne, ze n > 0 a nemohou byt vSechny
koeficienty a; nulové. Usporadame nyni wy, ws, ..., w, tak, aby a1 # 0. Z predchozi rovnosti plyne
B 1 (6% Qip ﬂl 6141
W= — Vg1 — — Wy — -+ — — Wy — — V] — - — — U,
(o7 (e 71 (o1 aq (€51

takze wy € (My \ {w1} U Ny U {vg41}). Podle (3) z véty 2.35 se pfiddnim vektoru w; do mnoziny
M \ {w1} UN linedrni obal mnoziny nezmeéni, takze je (M \ {w1} U N) = (M7 UN) = (M). Uvedeny
postup pfitom zarucil wy, € M, takze z mnoziny M jsme celkem odebrali k 4 1 vektort.

2.57. Poznamka. Steinitzova véta mé nésledujici duasledky.

2.58. Véta. Necht L je linedrni prostor, M C L je libovolnd mnozina a N C (M) je linedrné nezavisla
mnozina. Pak pocet prvk mnoziny N je mensi nebo roven poctu prvkd mnoziny M.

Dukaz. Véta 2.56 tvrdi, Ze z mnoziny M lze odebrat tolik vektort, kolik jich ma mnozina N. Kdyby
méla mnozina N vice vektor® nez mnozina M, pak by tento tikon nesel provést, tj. dostali bychom se do
sporu se Steinitzovou vétou.

2.59. Véta. Dvé baze stejného linearniho prostoru jsou obé nekoneéné nebo maji stejny pocet prvku.

Dukaz. Uvazujme dvé konecéné baze By a Bs linedrniho prostoru L. Protoze By C (Bs) a Bj je linedrné
nezdvisla, musi podle véty 2.58 mit By aspon tolik prvkd, jako mad B;. Protoze Bs C (Bj) a Bs je
linearné nezavisla, musi podle stejné véty mit B; aspon tolik prvkd, jako mé Bs. Takze pocet prvka
téchto mnozin musi byt stejny.

Co se stane, kdyz B je kone¢né a By nekoneéna? Pak kazda koneéna podmnozina K C Bs je linearné
nezdvisla. Vezmu takovou kone¢nou podmnozinu K, kterd ma vice prvki, nez B;. Protoze K C (By)
a K je linearné nezavisla, musi mit B; aspon tolik prvki, jako K. To ale nemé. Dostéavame tedy spor,
takze situace ,jedna baze kone¢na a druhé nekonecna“ nemuze nastat.
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2.60. Definice. Dimenze linedrniho prostoru L je pocet prvki baze tohoto prostoru L. Dimenzi prostoru
L ozna¢ujeme symbolem dim L. Dimenzi jednobodového linearniho prostoru L = {0} pokladdme rovnu
nule.

2.61. Poznamka. Véta 2.59 ndm zarucuje smysluplnost definice dimenze. Ackoli linedrni prostor muze
mit vice bazi, vSechny tyto baze maji podle této véty stejny pocet prvki, nebo jsou nekonecné. V tomto
druhém pripadé klademe dim L = oo.

2.62. Priklad. dimR" = n, viz piiklad 2.46. dim P<,, = n + 1, viz piiklad 2.48. dim P = oo, viz
priklad 2.47. Kone¢né dim Up = 3 podle ptikladu 2.49. Vazme si toho, ze nas Stvoritel obklopil linedrnim
prostorem dimenze 3 nejen proto, ze trojka je Stastné éislo.

2.63. Véta. Necht L je linedrni prostor a M C L je linearni podprostor linedrniho prostoru L. Pak
dim M < dim L.

Dikaz. Ozna¢me B néjakou bazi linedrniho prostoru L. Baze Bj; mnoziny M je linedrné nezavisla
mnozina, pro kterou je By C (Bp). Podle véty 2.58 mé& Bjs nejvyse tolik prvki, jako By.

2.64. Véta. Necht L je linedrni prostor, dim L =n a M = {x1, 2, ..., x,, }. Pak plati:
(1) Je-li M linedrné nezévisla, pak m < n.

(2) Je-li m > n, pak M je linedrné zavisla.

(3) Necht m = n. Pak M je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz (M) = L.

Dukaz. (1) Mnozinu M lze doplnit podle véty 2.51 na piipadné vétsi mnozinu B, kterd je béazi. Tato
mnozina ma podle véty 2.59 vzdy n prvka. Protoze M C B, musi m < n.

(2) Toto tvzeni je ekvivalentni s tvrzenim (1).

(3) Necht nejprve M je linedrné nezavisla. Kdyby (M) # L, pak lze ptidat do mnoziny M vektor
x & (M), a pfitom podle véty 2.39 ziistane rozsifend mnozina lineadrné nezavisla. To ale podle (1) neni
mozné. Musi tedy (M) = L. Pfedpoklddejme nyni, ze M je linedrné zavisla. Kdyby (M) = L, pak podle
véty 2.51 existuje baze B C M, a pfitom B bude mit méné prvkt nez mnozina M (protoze M je linedrné
zavisld). To podle véty 2.59 neni mozné, nebot kazda baze mé n prvka. Musi tedy (M) # L.

2.65. Poznamka. Uvédomime si vyznam této véty. Baze je podle (1) nejpocetnéjsi linedrné nezavisla
mnozina. Déle podle (3) kazd4 linedrné nezavisla mnozina, kterd ma pocet prvki rovny kone¢né dimenzi,
je bazi.

2.66. P¥iklad. Mnozina {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,2)} je bazi linearniho prostoru R3, protoze je linedrné

nezavisla a jeji pocet prvki je roven dim R3. Staci pouzit vétu 2.64, vlastnost (3) a nemusime pracné
ovétovat z definice, ze linedrni obal této mnoziny pokryva celé R3.
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3. Matice

S pojmem matice jako s tabulkou ¢isel jsme se uz seznamili v ivodu do Gaussovy elimina¢ni metody.
Nyni si definujeme pojem matice presnéji.

3.1. Definice. Matice typu (m,n) je usporddand m-tice prvka z R™. Jednotlivé slozky této m-tice Definice
nazyvame 7adky matice. Necht @, = (ar1,ar2,...,a,,) je -ty Faddek matice typu (m,n). s-ta slozka matice
tohoto fadku a, s € R se nazyva (r, s)-ty proek matice. Rddky matice A zapisujeme jako skute¢né radky

pod sebe takto:

ai,1, a1,2, R a1,n

a2 1, az 2, LR a2 n
A =

Um,1, Gm2, .-, (mmn

nebo zapiSeme jen stru¢né prvky matice A:
A=(ars), re{l,2,....m},s€{l,2,...,n}.

Necht A = (a,s),7 € {1,...,m},s € {1,...,n}. Uspofddanou m-tici realnych ¢isel (a1 5,025, -.,0m,s)
nazyvame s-tym sloupcem matice A.

Matici typu (m,n), kterd ma vSechny prvky nulové, nazgvame nulovou matici.

Matici typu (m,n) nazyvame ctvercovou matici, pokud m = n.

3.2. Poznamka. Dvé matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a vSechny prvky jedné matice se
rovnaji odpovidajicim prvkim matice druhé. To vyplyva z definice: rovnost dvou usporadanych m-tic
radkt z R™ je definovana tak, Ze vSechny slozky prvni m-tice se rovnaji odpovidajicim slozkam druhé
m-tice, jinymi slovy odpovidajici fadky se rovnaji. Rovnost radku jako usporadanych n-tic redlnych cisel
je definovana tak, ze se odpovidajici slozky téchto fadka rovnaji.

3.3. Definice. Necht A = (a,.5), B = (b,.5) jsou matice typu (m,n). Matici C typu (m,n) nazgvame Linedrni
souctem matic A, B (zna¢ime C = A + B), pokud pro prvky matice C = (¢, ) plati ¢, s = a5 + b5, prostor
re{l,2,...,m},s € {1,2,...,n}. Necht @ € R. a-ndsobek matice A je matice a-A = (aa, s). Nazorné: matic

a11+br1, ai2+big, ..., a1 +bin aayy, oar2, ..., @a1g

a1 +ba1, ag2+bao, ..., azn+bap Qagl, a2, ..., A3y
A+B= . ,a-A=

Qm,,1 + bm,ly Am,2 + bm,Qa ceey OGmon + bm,n Aam,1, XQmp 2, --.y, AAmn

3.4. Véta. Mnozina vSech matic shodného typu (m,n) tvori se s¢itdnim matic a ndsobenim matice
realnym cislem podle definice 3.3 linearni prostor. Nulovy vektor tohoto prostoru je nulova matice.

Dikaz. Dtikaz si ¢tenar provede sam jako cviceni. Srovnejte s priklady 1.9 a 1.11.

3.5. Priklad. MnozZina

B =

OO =
o O O
o O O

1
0],
0

o = O
o O O
o O O
o = O
= o O
o O O
o O O
= o O

tvofi bazi linedrniho prostoru Ms o vSech matic typu (3, 2).
Abychom to ukézali, ovéfime linedrni nezavislost B a déle vlastnost (B) = Ms 2. Nejprve ovéfime
linearni nezavislost. Polozme linearni kombinaci prvkt z B rovnu nulové matici:

1 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
alo o|l+s[0o o)+~ |1 0ofl+sf{0 1|+e(0 0]+c|0 0]=]0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 1 00

Odpovidajici slozky se museji rovnat, coz vede k Sesti rovnicim: « =0, 3=0,v=0,0 =0, =0, =0.
Jediné trivialni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

30



Linedrni algebra 3. Matice

Ovéfime nyni vlastnost (2) z definice 2.42. Necht

a b
c d
e f

je néjaka matice z linedrniho prostoru Ms 2. Snadno zjistime, ze existuje linedrni kombinace matic z mno-

Ziny B, kterd je rovna této matici (stadi volit « = a, 8 =b,v=1¢, 6 =d, p = e, v = f). Tim jsme

dokazali, ze (B) = M3 2 a B je tedy baze linearniho prostoru matic M3 5. Nazyvame ji standardni bdzi.
Dimenze linedrniho prostoru M3 > je podle definice 2.60 rovna Sesti.

3.6. Priklad. Je-li M,, , linedrni prostor vsech matic typu (m,n), pak dim M, ,, = m - n. Analogicky
jako v prikladu 3.5 lze totiz sestrojit bazi linedrniho prostoru M,, ,,, kterd ma m - n prvku.

3.7. Poznamka. Na matice miZeme pohliZet jako na prvky linedrniho prostoru, protoZe je umime scitat
a nasobit realnym cislem. Kromé toho se ale nauc¢ime s maticemi délat dalsi kousky. Naptiklad umime
radky matice modifikovat zpisobem, jaky jsme se naucili pii Gaussové elimina¢ni metodé. V nasledujici
¢asti textu ukazeme, ze modifikace matice podle Gaussovy elimina¢ni metody méa nékolik velmi dulezitych
vlastnosti s praktickymi dutsledky.

3.8. Poznamka. Protoze fadky matice typu (m,n) jsou podle definice 3.1 prvky linedrniho prostoru
R’ umime je scitat, ndsobit redlnym cislem, rozhodovat o jejich linedrni nezavislosti, sestrojovat linearni
obaly, podprostory, hledat baze, dimenze apod.

3.9. Definice. Symbolem A ~ B oznacujeme skuteCnost, Ze matice B vznikla z matice A koneénym
poctem krokti podle Gaussovy eliminacni metody. Za krok Gaussovy elimina¢ni metody je povazovano
prohozeni fadkt, pronasobeni fadku nenulovou konstantou, pfi¢teni nasobku fadku k jinému, odstranéni
nulového fadku nebo pridani nulového radku.

3.10. Véta. Relace ,,~“ je symetricka, tj. A ~ B pravé tehdy, kdyz B ~ A.

Dukaz. Staci ukazat, ze po provedeni jednoho kroku podle Gaussovy elimina¢ni metody se lze pomoci
dalsich kroki podle Gaussovy elimina¢ni metody vratit k ptivodni matici.

(1) Prohozeni dvou libovolnych fadkt mezi sebou. Staéi prohodit tytéz fadky mezi sebou jesté jednou
a mame puvodni matici.

(2) Vynésobeni jednoho faddku nenulovym redlnym éislem a. Staéi vynédsobit tento fadek ¢islem 1/«
a dostédvame puvodni matici.

(3) Pfic¢teni a-ndsobku né&jakého fadku a k fadku b (fadek a se v tomto kroku opisuje). K piivodni
matici se pak vratime tak, ze k pravé zménénému fadku pficteme (—a)-nésobek fadku a.

(4) Vynechéni nebo pfidani nulového tadku. Jestlize nulovy fadek pii pfechodu k matici B vyne-
chame, tak jej zas pfi navratu k matici A pridame. Pokud jej pfi prechodu k matici B pfidame, pak jej
pri navratu k matici A odebereme.

3.11. Poznamka. V nékteré literatufe se misto kroku (3) uvadi pficteni linedrni kombinace ostatnich
fadki ke zvolenému fadku b. Tento krok lze samoziejmé nahradit koneénym opakovanim kroku (3).

V jiné literarufe se nékdy neuvadi prohozeni fadku jako samotny krok Gaussovy elimina¢ni metody,
protoze tento krok lze (ponékud tézkopadné) provést opakovanym pouzitim kroku (3) a v zavéru aplikaci

kroku (2): (Z) i (ﬂb) . <a—a<izb)) - (a;bb> ~ (;b) ~ (D

3.12. Definice. Mnozinu vSech fadka matice A znac¢ime r: A. Linearni obal mnoziny vSech fadkd ma-
tice A je tedy oznacen symbolem (r: A).
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3.13. Véta. Je-li A ~ B, pak (r: A) = (r:B). Jinymi slovy: Gaussova elimina¢ni metoda zachoviva
linearni obal radkt matice.

Dukaz. DokaZeme nejdiive pomocné tvrzeni: jestlize A je matice, kterd vznikne z matice A jednim
krokem podle Gaussovy elimina¢ni metody, pak (r: A1) C (r: A).

Vsechny rfadky matice A, lze zapsat jako linedrni kombinaci fadka matice A. Je pfitom jedno, zda
matice A; vznikla prohozenim radki, pronasobenim jednoho radku nenulovym redlnym ¢islem, pfi¢tenim
nasobku jednoho fadku k jinému, odebranim nebo pfidanim nulového radku. Plati tedy, ze fadky matice
A; lezi v (r: A). Proto (r: Ay) C ((r: A)). Podle véty 2.35 je ((r: A)) = (r: A), takze (r: A1) C (r: A).

Pomocné tvrzeni méme dokézano. Pokud toto tvrzeni uplatnime opakované (matice B vznikla z ma-
tice A po kone¢né mnoha krocich podle Gaussovy eliminaéni metody), méme vysledek (r:B) C (r: A).
Tvrzeni dokazované véty nyni plyne ze symetrie relace ,~“, tj. z véty 3.10.

3.14. Piiklad. Radky matice A i matice B uvedené nize maji podle véty 3.13 stejné linearni obaly.
Tyto obaly tvoii podle véty 2.37 néjaky linedrni podprostor linearniho prostoru RP.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2
cor

2 3 4 5
1 2 4 3]=8B
00 3 2

Snadno ovérime, ze Ffadky matice B jsou linedrné nezavislé. Takze tyto rfadky tvori bazi linedrniho
podprostoru (r: B) = (r: A). Vidime tedy, Ze dim(r: A) = 3.

3.15. Definice. Hodnost matice A (anglicky rank) zna¢ime hod(A) a definujeme hod(A) = dim(r: A).
3.16. Priklad. Matice A z pfikladu 3.14 ma hodnost 3.

3.17. Véta. Je-li A ~ B, pak hod(A) = hod(B). Jinymi slovy, Gaussova elimina¢ni metoda neméni
hodnost matice.

Dukaz. Véta je jednoduchym dusledkem véty 3.13 a definice 3.15.

3.18. Véta. Hodnost matice je maximalni pocet linearné nezavislych fadkt matice. Presnéji feceno,
hodnost udava pocet prvki takové mnoziny radkt, kterd je nejpocetnéjsi, a pritom linearné nezavisla.

Dukaz. Jak jsme jiz fekli v poznamce 2.65, béze podprostoru (r: A) je nejpocetndjsi linedrné nezavisla
mnozina. Tedy hod A = dim(r: A) = pocet prvki baze linedrniho prostoru (r: A).

3.19. Poznamka. Napiiklad ve skriptech [7] je hodnost matice definovana jako maximalni pocet linedrné
nezavislych radkt matice. Pro ditkaz véty 3.17 je v téchto skriptech vyvinuto ponékud vétsi asili, protoze
se tento dikaz neopira o pojmy linearni obal a o vysledky z kapitoly 2.0.

3.20. Poznamka. Matice B v piikladu 3.14 je typickou ukézkou matice, kterda vznikne po ukonceni
pfimého chodu Gaussovy elimina¢ni metody. Jednd se o matici, ve které kazdy nasledujici fadek ma
aspoil o jednu nulu v souvislé fadé nul (psané z leva) vice, nez fadek predchozi. Pfitom matice neobsahuje
nulové fadky. Takovym maticim budeme Fikat horni trojihelnikové (nenulové prvky jsou jen v ,pasmu
horniho trojuhelnika®).

3.21. Definice. Necht matice A m4 fadky a1, as,...,a, a necht zddny z nich neni nulovy. Necht pro
kazdé dva po sobé jdouci fadky a;, a; 1 plati: mé-li fadek a,; prvnich k slozek nulovych, musi mit fadek
a; 11 aspon prvnich k + 1 slozek nulovych. Pak matici A nazyvame horni trojihelnikovou matici.

3.22. Véta. Horni trojuhelnikova matice ma vzdy linearné nezavislé radky.

Duikaz. Linearni nezavislost ovéfime z definice. Necht matice A ma fadky ai,as,...,a, a polozme
a1a; +oa2a2 + -+ oy a, = 0.

Po prevedeni této rovnosti do soustavy rovnic odpovidaji koeficienty jednotlivych rovnic sloupctiim ma-
tice A. Pfitom tato soustava mé vzdy pouze trividlni feseni. Z prvni nenulové rovnice totiz okamzité
plyne, ze a; = 0. Dosazenim tohoto vysledku do ostatnich rovnic dostaneme z nékteré z nasledujicich
rovnic vysledek as = 0. Znovu dosadime. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme
a; =0V e {1,...,n}.
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3.23. Véta. Kazdou matici lze prevést koneénym poctem kroki Gaussovy elimina¢ni metody na horni
trojuhlenikovou matici.

Dukaz. Plyne z popisu pfimého chodu Gaussovy elimina¢ni metody.

3.24. Poznamka. Tato véta ndm spolecné s vétou 3.13 dava zaruky, ze hodnost libovolné matice mizeme
spocitat postupem, jaky jsme zvolili v ptrikladu 3.14.

3.25. Poznamka. Je ziejmé, Ze matice, kterd vznikne z horni trojihelnikové matice pfehozenim né-
kterych sloupcti, ma také linearné nezavislé fadky. Nemusime tedy nutné pii hledani hodnosti matice
vytvaret v jednotlivych etapach Gaussovy elimina¢ni metody nulové prvky v tésné nasledujicich sloup-
cich. Je-li to z néjakych divodt vyhodné, mizeme nejprve tieba vytvorit nuly pod prvnim fadkem
v osmém sloupci, pak opiseme prvni a druhy radek a vytvarime nuly ve tfetim sloupci atd. Tento sofisti-
kovanéjsi postup doporucujeme ale pouzit jen tehdy, kdyz jste dikladné seznameni s klasickym postupem
pfimého chodu Gaussovy elimina¢ni metody. Jinak mutze velmi snadno dojit k omylam.

3.26. Poznamka. Postup pfimého chodu Gassovy eliminaéni metody podle pozndmky 3.25 se miize
hodit ve dvou pripadech.

(1) Pocitdme modelové piiklady a snazime se drzet malych celych ¢isel. P¥itom v prvnim sloupci jsou
nesoudélna c¢isla, coz vede po eliminaci ke zbytecné velkym celym ¢islim. Poznamenejme ale, Ze modelové
priklady ze skript se v praxi vétsinou nevyskytuji, takze podstatnéjsi pro nas bude druhy pfipad vyuziti.

(2) Pii implementaci Gaussovy elimina¢i metody do pocitace je vhodné se snazit minimalizovat
zaokrouhlovaci chyby. Ty mohou nezadoucim zptisobem ovlivnit vysledek, pokud se naptiklad snazime
délit ¢islem blizkym nule. Algoritmus by mél vyhledat optimalni cestu pii feSeni Gaussovou eliminacni
metodou, aby se pokud mozno vyhnul délenim takovymi cisly.

3.27. Poznamka. Numerické vyhodnocovani hodnosti matice v pocitaci méa sva tskali, kterd vyplyvaji
z moznych zaokrouhlovacich chyb. Hodnost je definovina jednozna¢né jako pfirozené ¢islo (nebo nula),
ale v praktickych situacich se miize stat, Ze toto ¢islo nelze zjistit zcela presné. Podivejme se kuptikladu
na tuto matici:
- (28,33333 11,33333)
56,66667 22,66666 /)’

Kdybychom ¢isla v této matici povazovali za zcela pFesné, museli bychom Fici, Ze hod(C) = 2. Pokud ale
pripustime, ze na poslednim desetinném misté mohou byt zaokrouhlovaci chyby, pak nemame jistotu, zda
hodnost této matice neni ndhodou rovna jedné. Dobie implementovany algoritmus Gaussovy elimina¢ni
metody v pocitaci by nas mél upozornit, je-li vysledek skuteéné zarucen, nebo zda muze dojit k zavaznym
chybam, jako v této matici. Takovym maticim, jako matice C v tomto prikladé, rikame numericky
nestabilni matice.

Problematiku numerickych metod v tuto chvili opustime, protoze neni obsahem tohoto predmétu.

3.28. Definice. Nechf A = (a; ;) je matice typu (m,n). Matici AT = (a;,), kterd je typu (n,m),
nazyvame transponovanou matici k matici A. Matice AT tedy vznikne z matice A prepsanim Fadki
matice A do sloupct matice AT, respektive prepsanim sloupctt matice A do Fadkt matice AT.

3.29. Priiklad.

. (1 2 3 L oAT
Je—htrebaA—<4 5 6)’ pak je A* =

W N
S O

3.30. Véta. Pro kazdou matici A plati: (AT)T = A.

Dukaz. Véta plyne piimo z definice 3.28.

33

Numericky
nestabilni
matice

Transpono-
vand matice



Linedrni algebra 3. Matice

3.31. Véta. Pro kazdou matici A plati: hod(AT) = hod(A).

Ditkaz (pro hloubavé étenaie). Ukazeme nejprve, ze hod(AT) > hod(A). Nechf A je typu (m,n) a
ozna¢me k = hod(A). Podle véty 3.18 existuje k linedrné nezavislych fadkt matice A. Ozna¢me je

b1, bo, ..., by. ZapiSme si, co to znamena, ze tyto fadky jsou linedrné nezavislé. Pro

arby +agby+---+aprbp, =0
musi byt a; =0Vi € {1,...,k}. Tento pozadavek vede na soustavu rovnic, kterd musi mit jediné trivialni
FeSenti:

o1 b1 +asbe+- -+ by =0,
arbio+asbyo+ -+ apbya =0, (3.1)
a1 by +asbyy + -+ ap by, =0.

Koeficienty jednotlivych rovnic soustavy (3.1) odpovidaji ¢astem sloupcit matice A. Céstmi sloupcii
v tomto diikazu budeme oznacovat usporadané k-tice obsahujici jen ty prvky z daného sloupce, které lezi
ve vybranych fadcich by, b, ..., bx. Aby bylo zaru¢eno pouze trividlni feSeni soustavy (3.1), musime po
piimém chodu Gaussovy eliminaéni metody dostat trojihelnikovou matici o k-fadcich (méné radka by
vedlo na nekoneéné mnoho feseni). To podle vét 3.18 a 3.13 znamend, Ze existuje k linedrné nezavislych
¢asti sloupctt matice A. Tytéz celé sloupce matice A jsou linedrné nezavislé (kdyby byly zéavislé, pak
by stejna netrividlni linedrni kombinace celych sloupcti davala nulovy vektor i na ¢astech sloupct, ale
my vime, ze C¢asti sloupcii jsou linedrné nezévislé). Mame tedy zaruceno, ze v matici A je aspon k
linedrné nezavislych sloupctt (zatim neni vyloudeno, zZe jich muze byt vice). Podle véty 3.18 tedy je

hod(AT) > k = hod(A).
Méme hod((AT)T) > hod(AT) > hod(A), a pfitom podle véty 3.30 je (AT)T = A, takize viechny
uvedené hodnosti se rovnaji.

3.32. Poznamka. Ukézali jsme, Ze hodnosti matice A a AT se rovnaji. To vysvétluje, pro¢ jsme ne-
definovali zvlast ,Fadkovou“ hodnost matice jako dimenzi linedrniho obalu radku a zvlast ,sloupcovou*
hodnost jako dimezi linearniho obalu sloupcti. Tato ¢isla jsou podle véty 3.31 stejna.

3.33. Véta. Necht A je matice typu (m,n). Pak hod(A) < min(m,n).

Dukaz. Hodnost matice je mensi nebo rovna poc¢tu rfadka z véty 3.18 a je mensi nebo rovna poctu
sloupcti z véty 3.31.

3.34. Definice. Necht A = (a; ;) je matice typu (m,n) a B = (b; ;) je matice typu (n,p). Pak je
definovan soucin matic A - B (v tomto pofadi) jako matice typu (m,p) takto: kazdy prvek c; , matice
A - B je dan vzorcem

Cigg =i 1b1g + ai2bog 4+ + a0 by = Zai,j bjk, i€{l,...,m}, ke{l,... p} (3.2)
=1

3.35. Poznamka. Vsimneme si, Ze nasobeni je definovano jen tehdy, pokud pocet sloupct prvni matice
je roven poctu fadki druhé matice. Vysledna matice ma stejny pocet fadkt, jako prvni matice a stejny
pocet sloupcti, jako druhd matice. Nazorné:

Kazdy prvek matice A - B pfitom musime pocitat podle vzorce (3.2) jako soucet sou¢int odpovidajicich
prvka fadku prvni matice a sloupce druhé matice. Zac¢ate¢nici mohou pouzit tzv. ,,dvouprstovou vizualni
metodu“: pfi vypoctu ¢isla c; ;, prilozte ukazovacek levé ruky na zacatek i-tého rddku prvni matice a
ukazovacek pravé ruky na zacatek k-tého sloupce druhé matice. Pak pronasobte mezi sebou ¢isla, na
ktera ukazuji prsty, a vysledek ulozte do séitaci paméti. Posunte levy prst na dalsi prvek v fadku a pravy
prst na dalsi prvek v sloupci. Znovu vynasobte a pri¢téte vysledek ke s¢itaci paméti. Posunujte déle levy
prst v fadku a pravy prst ve sloupci, nasobte a sCitejte ve sc¢itaci paméti tak dlouho, dokud nevycerpate
cely fadek prvni matice. To se stane podle definice v okamziku, kdy téz vycerpate cely sloupec druhé
matice. Vysledek scitaci paméti pak napiste jako prvek c; ; do postupné budované vysledné matice A -B.
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3.36. Priklad.

1 2 3 4 :1,) i 1-1+2-3+3-5+4-2 1-242-443-64+4-7 30 56
5 6 7 8 5 6| = 5:1+6-3+7-5+8-2 5-24+6-4+7-64+8-7 | =174 132
0 2 10 9 7 0-1+2-3+1-54+0-2 0-24+2-44+1-6+0-7 11 14

3.37. Priklad.

GG )G ()G 2)

Tento priklad ilustruje, Ze nasobeni matic obecné nesplinuje komutativni zakon ani pro ¢tvercové matice,
tj. existuji matice A, B, pro které neplati A - B = B - A. Pokud nékterd z matic A, B neni ¢tercova,
pak sou¢in B - A nemusi byt viibec definovéan, pfestoZze souc¢in A - B definovan je.

Priklad dale ukazuje, Ze neni splnéna ani vlastnost nuly, na kterou jsme zvykli pfi ndsobeni realnych
éisel: je-li @ # 0, b # 0, pak ab # 0. V piikladu nasobime dvé nenulové matice, a pfitom dostavame
matici nulovou.

Musime si z toho odnést ponauceni, zZe nasobeni matic nespliiuje vSechny vlastnosti, na které jsme
zvykli, a proto pfi Gpravach vzorcti obsahujicich nasobeni matic si musime dat pozor, co mizeme v dané
situaci udélat.

Nabizi se prirozena otézka, zda nasobeni matic splituje aspoti né€jaké zakony, na které jsme zvykli
(jinak by bylo skoro zbyte¢né tuto operaci nazyvat nasobenim). Nésledujici véta ukazuje, ze nasobeni
matic je asociativni a také distributivni vzhledem ke s¢itani matic.

3.38. Véta. Necht o € R a matice A, B, C jsou odpovidajicich typt tak, aby nize uvedené souciny a
soucty byly definovany. Pak plati

) (A-B)-C=A-(B-C) (asociativni zékon),
(A+B)-C=A-C+B-C (distributivni zdkon),
C-(A+B)=C-A+C-B (distributivni zdkon),
a(A-B)=(acA)-B=A-(aB),

(A-B)Y =B7.AT.

—_

2

w

4

(
(
(
(
(5

)
)
)
)

Dukaz. Jako cviceni dopliite ke kazdému vzorci véty predpoklady o typech matic. Tyto predpoklady se
budou pro rizné vzorce lisit. V tomto dikazu predpokladdme typy matic (m,n), (n,p) a (p,q).

(1) Oznacme A = (a;;), B = (bjx), C = (ck), A-B = (dix), B- C = (fj1), (A-B) - C = (g:,),
A-B-C)=(hyy)proie{l,....m},7e{l,...,n}, ke{l,....p}, L €{1,...,q}. Jde o to ukazat, ze
giy = h;y pro vSechna i € {1,...,m} al € {l,...,q}. Podle definice 3.34 je

n p
diy = E aijbjr, fi1= E bjk Crl,
J=1 k=1

takze plati

M@

p
gil = Zdi>k Ck,l = Z (Z alﬂ 5,k > (Z az,7 .k Ck l> =X,
k=1 k=1

hiy = Zai,j Jii= Zai,j (Z bj k Ck,l) = <Z a;ijbjk Ck,l) =Y
=1 j=1 k=1

j=1

x>~
Il

1

Vysvétlime si, pro¢ plati X =Y. Volme i, [ pevné. Souciny a; ; - b; 1. - cx,; mizeme zapsat do tabulky, ve
které index j odpovida fadku tabulky a index k sloupci. Hodnota X pak znamena soucet sloupcovych
mezisouctl v tabulce a hodnota Y soucet fadkovych mezisouc¢ti. Kazda tcetni vi, ze obé hodnoty musi
dat stejny vysledek. My ostatni to snadno nahlédneme.

(2) Oznacme A = (a;;),B = (b; ;),C = (¢ 1), (A+B)-C = (d; 1) proi € {1,...,m},j € {1,...,n},
k€ {1,...,p}. Pak podle definic 3.34 a 3.3 plati

n

n n n
dig = (aij+bij)cie = (aijcix+bijcin) = aijcin+ » bijcik
=1 =1 =1

Jj=1
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coz odpovida prvkim matice A - C + B - C.
(3) Diikaz bychom provedli obdobné, jako v pfipadé (2).
(4) Oznaéme A = (a;;), B= (bjx) proi € {1,...,m}, j€{l,...,n}, ke {1,...,p}. Plati

n n n n
ad aijbir=Y aaijbir= (aai;)bjr=Y ai;(ab),
=1 =1

j=1 j=1

coz dokazuje vzorec: (4).

(5) Ozna¢ime A = (a;;), B = (bjx), C = A-B = (¢x), ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n},
ke{l,...,p}. Je tedy AT = (aj,), BT = (Bk;), kde oj; = ai;, Brj = bjx. Oznaéme jesté soucin
D =BT . AT = (dy ;). Podle definice ndsobeni je

n n
Cik = E a; bk = E Br,j i = A,
=1 =1

takze DT = C, coz dokazuje vzorec (5).

3.39. Priklad. Necht A, B, C jsou ¢tercové matice. Spocitdme (A +B)- (B + C). Podle (3) ve vété 3.38
je(A+B)-(B+C)=(A+B)-B+(A+B)-C=A-B+B-B+ A -C+B-C. Misto zapisu B-B
budeme uzivat zkratku B2. Koneény vysledek je A-B+B?+A-C+B-C.

Jiny piiklad: (A+B)?=(A+B)- (A+B)=(A+B)-A+(A+B)-B=A2+B?+A -B+B-A.
Tento vysledek obecné nelze zjednodusit, protoze nasobeni matic neni komutativni. Pouze tehdy, kdyz
pro tyto matice plati A - B = B - A, miizeme pséat vysledek ve tvaru A2 +2A - B + B2,

3.40. Priklad. Necht je ddna ¢tercovd matice A typu (n,n). Pokud matice B spliiuje rovnost A - B =
B- A, iikame, Ze matice B komutuje s matici A. Ukazeme, Ze mnozina vSech komutujicich matic s danou
matici A tvori linedrni podprostor linedrniho prostoru vSech matic typu (n,n).

Piedevsim kazda takovd matice B musi mit stejny pocet fadkl jako matice A sloupci (aby bylo
definovédno A -B) a také musi mit stejny pocet sloupcti jako matice A fadku (aby bylo definovano B - A).
To prakticky znamena, ze matice B musi byt také ¢tvercova, typu (n,n).

Podle definice 1.17 staci ukazat, ze pokud jsou B a C komutujici matice s matici A a a € R, pak
téz B + C a a B jsou komutujici matice. Pfedpokladejme tedy, ze plati A-B=B-A, A-C=C-A.
V nésledujicim vypoctu pouZijeme véty 3.38, vzorce (2) az (4) a nasSeho predpokladu.

A - B+C)=A-B+A-C=B-A+C-A=B+C) A,
A - (aB)=a(A-B)=a(B-A)=(aB)-A.

3.41. Priklad. Najdeme béazi a dimenzi linedrniho podprostoru M vSech matic komutujicich s matici
1 2
(2)
Podle pfedchoziho ptikladu museji byt matice komutujici s matici A rovnéz typu (2, 2). Pfedpokladejme,
ze matice B lze zapsat ve tvaru
a b
B = ( d) |
Jednotlivé souciny pak vypadaji nasledovné
a b\ (1 2\ _(a+3b 2a+4b 1 2\ fa b\ _(a+2c b+2d
c d 3 4) \c+3d 2c+4d)’ 3 4 ¢c d) \3a+4c 3b+4d )’
Tyto souciny se maji rovnat. Podle poznamky 3.2 se dvé matice rovnaji, pokud se vzajemné rovnaji

vSechny jejich odpovidajici prvky. To nas vede ke ¢tyfem rovnicim o ¢tyfech nezndmych, které upravime
Gaussovou elminina¢ni metodou.

3b—2c =0 0 3 =2 0
2a + 3b —2d=0 2 3 0 -2 (2 3 0 -2 2a + 3b —2d=0
—3a —3c+3d=0 -1 0 -1 1 0 3 =2 0 3b—2c =0
—3b+2c =0 0 -3 2 0

Komutugici
matice
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Proménné ¢ a d mtzeme volit libovolné. Uvedené dvé rovnice nam umoznuji dopocitat proménné b a a
takto: b = 2/3 ¢, a = d—c. VSechny matice, které komutuji s matici A jsou tedy uréeny dvéma parametry:

_(d=c %c\_ (-1 2 10
B—<C d)_C(IO —|—d01, ceR, deR.

Linearni prostor vSech komutujicich matic M se ndm podaftilo vyjadrit jako mnozinu vSech linedrnich
kombinaci dvou konstantnich matic. Tuto skuteénost zapiseme pomoci linedrniho obalu takto:

w= (DG =D )

Posledni tipravu (prondsobeni prvni matice tfemi) jsme nemuseli délat, pokud se spokojime se zlomkem
ve vysledku. V modelovych piikladech se dosti casto snazime dostat vysledek vyjadfitelny v malych
celych ¢islech. Neni to samoziejmé nasi povinnosti, pouze pak vysledek lépe vypada a nas vice potési.

ProtoZe posledni dvé uvedené matice jsou linedrné nezavislé (to snadno zjistime) a jejich linedrni
obal je cely podprostor M, méame vysledek:

. . -3 2 10 . .
BazeM{( 3 0),(0 1)}, tj. dim M = 2.

3.42. Poznamka. V definici 3.1 jsme zavedli matice, jejiz prvky jsou redlna ¢isla. Obcas se ale setkame
s maticemi, jejiz prvky jsou vektory, tedy prvky libovolného linearniho prostoru. Za matici vektoriu typu
(m,n) budeme povazovat uspofddanou m-tici prvki z L™, kde L je néjaky linedrni prostor a znakem
L" zde oznacujeme mnozinu usporadanych n-tic prvki z L. Protoze lze prvky linearniho prostoru podle
definice 1.6 nasobit redlnym ¢islem, lze prirozené definovat téz maticové nasobeni A - B, kde A = (a; ;)
je matice redlnych cisel typu (m,n) a B = (bj 1) je matice vektorii typu (n, p). Vysledna matice A -B je
matici vektort typu (m,p) s prvky ¢; x, pro které plati:

n
Cik=0a;1b1+aiobop+ -+ ai by = E a;ijbj -
i=1

3.43. Priklad. Necht A je matice redlnych ¢éisel typu (1, n) a B je matice vektort typu (n, 1). Pak souéin
A - B je linearni kombinace vektoru z B, pficemz prvky z A jsou koeficienty této linearni kombinace.

Nazorné:
by

bo
(ala az, -, an)' . :a1b1+a2b2+"'+anbn-
b,
3.44. Definice. Ctvercovou matici E typu (n, n) nazyvame jednotkovou matici, pokud pro jeji prvky e; ;
plati: ¢;; =0 proi # j ae; ; =1 pro i = j. Nazorné:

1 00 0
E:010 0
0 0 0 1

3.45. Poznamka. 7 definice maticového nasobeni okamzité plyne, Zze pro kazdou ¢tvercovou matici A
typu (n,n) je E- A = A-E = A. Jednotkovd matice ma tedy stejnou vlastnost vzhledem k nasobeni,
jako jednicka pii nasobeni redlnych cisel. Pro redlna ¢isla taky plati, ze 1-a =a-1 = a.

Vsimneme si také, ze jednotkova matice je komutujici s kazdou ¢tvercovou matici.

3.46. Poznamka. Vratme se k prikladu 3.41. Tam jsme nasli bazi, ve které je jednotkova matice. To nés
neptekvapi, protoze jednotkova matice je komutujici s kazdou matici. Dale s matici A komutuje stejnéa
matice A. Pokud vime, Ze dim M = 2 a matice A a E jsou linearné nezavislé, mtzeme rovnou prohlasit,
7e hledand baze linedrniho podprostoru M je {A, E}. Zdalo by se, 7Ze jsme vypocty v piikladu 3.41 délali
zbytecné. Neni to tak docela pravda, protoze dopredu nevime, zda dimenze hledaného prostoru bude
rovna dvéma.
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3.47. Poznamka. V definici 3.44 jsme zavedli jednotkovou matici s podobnymi vlastnostmi, jako mé
redlné ¢islo 1. Vratme se znovu ke srovnani s realnymi ¢isly. Pro kazdé nenulové redlné ¢islo a existuje
realné cislo b takové, ze ab = 1. Takové realné ¢islo obvykle nazyvame prevracenou hodnotou ¢isla a
a oznacujeme 1/a nebo téz a~!. Analogicky definujeme ,pievracenou hodnotu matice“, tzv. inverzni
matici.

3.48. Definice. Necht A je ¢tvercova matice typu (n,n) a E je jednotkova matice stejného typu. Matici
B typu (n,n), kterd splituje vlastnost A -B = E = B - A nazyvame inverzni matici k matici A. Inverzni
matici k matici A oznacujeme symbolem A1

3.49. Véta. Pokud k matici A existuje inverzni matice, pak je tato inverzni matice jednoznac¢né urcena.

Duikaz. Nechf méa ¢tvercova matice A dvé inverzni matice B a C. Ukdzeme, ze pak B = C. Plati:
B=B-E=B-(A-C)=(B-A)-C=E-C=C.

Zde jsme po fadé vyuzili: poznamku 3.45, vlastnost, ze C je inverzni matice k A, vlastnost (1) z véty 3.38,
vlastnost, ze B je inverzni matice k A, a kone¢né znovu poznamku 3.45.

3.50. Véta. Ke ¢tvercové matici typu (n,n) existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz hod(A) = n.

Dukaz. Dukaz této véty presuneme az do pristi kapitoly o determinantech. Véta ukazuje, Ze matice,
které maji hodnost rovnu poc¢tu fadka (tj. podle véty 3.18 jsou vSechny Fadky linedrné nezévislé) maji
inverzni matici. Pokud jsou fadky linedrné zavislé, inverzni matice neexistuje. Muzeme tedy Tici, Ze
pokud jsou radky ve ¢tvercové matici linearné zavislé, je matice z hlediska maticového nasobeni ,skoro
nulovd“ v tom smyslu, Ze k ni neexistuje inverzni matice (podobné jako k redlnému ¢islu nula neexistuje
prevracend hodnota). To nas inspiruje k nasledujici definici.

3.51. Definice. Ctvercova matice A typu (n,n) se nazyva requldrni, pokud hod(A) = n. Ctvercova
matice A se nazyva singuldrni, pokud neni regularni, tj. hod(A) < n.

3.52. Véta. Necht A a B jsou regularni ¢tvercové matice typu (n,n). Pak matice A - B je rovnéz
reguldrni matice typu (n,n).

Dukaz. Matice A - B je ¢tvercova typu (n,n). To plyne pfimo z definice maticového soucinu. Staci
tedy dokézat, ze je regularni. Podle véty 3.50 je matice regularni praveé tehdy, kdyz k ni existuje inverzni
matice. Podle predpokladu k matici A existuje inverzni matice A~! a k matici B existuje inverzni matice
B~!. Staci ukazat, Ze existuje inverzni matice k matici A -B. Hledan inverzni matice je tvaru B~1- A1,
protoze:

B! A1) (A-B)=B'- (A1 A)-B=B ' 'E-B=B ! B=E,
(A-B)-B' A HY)=A-B-BHA'=AE-A'=A-A"'=E

3.53. Priklad. Nejprve na jednoduchém prikladu ukézeme obvykly postup hledéni inverzni matice
k dané matici A. Teprve pak dokazeme, Ze tento postup je opréavnény a vzdy vede k inverzni matici.
Nasim tkolem bude najit inverzni matici k matici

1 2 3
A=|-1 01
2 21

Vedle prvki matice A napiSeme prvky jednotkové matice stejného typu (oddélime od sebe pro prehlednost
svislou ¢arou) a dale pouzijeme fadkové tipravy Gaussovy elimina¢ni metody na matici (A|E) jako celek.
To znamend, ze pracujeme s fadky délky 2n, v nasem konkrétnim pfipadé s fadky o Sesti prvcich.
Pri eliminaci se snazime vlevo od svislé ¢ary dostat postupné jednotkovou matici.

1 23[100 1 2 3] 1 0 0 1 2 3|1 0 0
-1 01/010]~|0 2 4| 1 1 O0]~|0 2 4|1 1 0]~
2 2 1|0 0 1 0 -2 -5 |-2 0 1 0 0 1|1 -1 -1
1 2 0]-2 3 3 1 oo 1 -2 -1 1 -2 -1
~fo 2 o|-3 5 4]~[l010]-3 2 2], A'l=[-2 5 2
0 0 1| 1 -1 -1 001 1 -1 -1 I -1 -1

Inverznt
matice

Regularni,
singuldrni
matice
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Tvrdime, Ze hledand inverzni matice k matici A je zapsana vpravo od svislé ¢ary v posledni ipravé. Pres-
néji, pokud (A|E) ~ (E|B), kde ,~* znamena koneéné mnoho fadkovych tiprav matice podle Gaussovy
eliminaéni metody, pak B = A1,

Zvidavy student se opravnéné pta, pro¢ tato metoda dava inverzni matici. Nez si na to odpovime,
budeme muset propocitat nasledujici ptiklad a dokazat dvé nésledujici véty.

3.54. Pfiklad. Necht A je matice typu (m,n). Necht déle Py je ¢tvercovd matice typu (m,m), kterd
vznikne z matice E prohozenim i-tého fadku s j-tym. Pak matice B = P; - A je shodna s matici A az
na to, ze ma prehozeny -ty fadek s j-tym. Rozmyslete si to sami.

Necht Py je ¢tvercovd matice typu (m,m), kterd vznikne z matice E prondsobenim i-tého fadku
Cislem «. Pak matice B = P35 - A je shodna s matici A az na to, Ze ma pronasobeny i-ty fadek Cislem .
Ovérte si to sami.

Necht koneéné P3 je ¢tvercova matice typu (m,m), kterd vznikne z matice E zdménou jednoho
nulového prvku na zvolené pozici i, j (i # j) ¢islem «. Pak matice B = P5 - A je shodné s matici A az
na to, Zze misto i-tého fadku je zde zapsan soucet i-tého fadku matice A s a-nasobkem j-tého Fadku.
Provérte si to sami.

Z ptedchoziho vidime, ze jednotlivé kroky Gaussovy elimina¢ni metody mtizeme ,emulovat® naso-
benim vhodné ¢tvercové matice zleva. Nasledné pouziti dalsich kroki lze ,,emulovat® nasobenim dalsimi
¢tvercovymi maticemi zleva. Tento poznatek precizuje néasledujici véta.

3.55. Véta. Necht A ~ B jsou dvé matice, pficemz v eliminaci oznacené zde symbolem ,~“ nebyl
pouzit krok vynechani nebo pfidani nulového radku. Pak existuje regularni ¢tvercova matice P takova,

zeB=P-A.

Dukaz. Pro jednotlivé kroky Gaussovy elimina¢ni metody jsme nasli odpovidajici ¢tvercové matice
v prikladu 3.54. Vznikla-li matice B po k krocich Gaussovy elimina¢ni metody, pak ziejmé existuji
matice Cq, Ca,...,Cy (kazd4 z nich je nékterého ze t¥i typt podle ptikladu 3.54) takové, ze

B=C-(Cp_1---(Cy-(Cy-A))--)=(Cp-Cj_1---Cy-C1)-A=P-A.

Zde jsme vyuzili asociativniho zédkona pro nasobeni matic z véty 3.38.
Vysledna matice P je regularni, protoze vSechny matice Cy, Ca, ..., Cj jsou reguldrni (maji linearné
nezavislé fadky) a souéin reguldrnich matic je reguldrni podle véty 3.52.

3.56. Véta. Nechf A je regularni a (A|E) ~ (E|B), kde ,,~* oznacuje kone¢ny pocet fadkovych tprav
podle elimina¢ni metody a E jednotkovou matici. Pak B = A1,

Dukaz. Podle véty 3.55 existuje ¢tvercova matice P takova, ze
(A|E)~ (E|B)=(P-A|P-E).

Protoze P - A = E, je matice P inverzni matici k matici A. Protoze B = P - E, je matice B pfimo rovna
matici P, tedy inverzni matici k matici A.

Pozorny ¢tendf by mél v tuto chvili namitnout: pro¢ je P inverzni matice k A, kdyz vime pouze,
ze P - A = E, ale nevime, jestli A - P = E? Tento vzorec ale z existence inverzni matice pro regularni
matici A plyne z prvniho. Nechf A~! je inverzni matice k matici A a necht plati P- A = E. Vynésobime
nyni obé strany rovnice matici A~! zprava:

P-A)-A'=E-A' tj. P-(A-AH=A" . P=A"

3.57. Poznamka. VSimnéme si, ze metoda hledéni inverznich matic, popsand v ptikladu 3.53 a dokdzana
ve vété 3.56 ndm mimochodem umozni odpovédét i na otazku, zda viibec inverzni matice k dané matici A
existuje. Pokud zapiSeme (A|E) a na konci pfimého chodu Gaussovy elimina¢ni metody zjistime, ze v poli
vlevo od svislé ¢ary mame nulovy radek, pak podle véty 3.17 vime, Zze A je singularni. Véta 3.50 ndm
rikd, ze inverzni matice neexistuje, takze nema smysl dal pocitat.
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3.58. Poznamka. Kdybychom napsali jednotkovou matici pod matici A a aplikovali na sloupce této
»2dvojmatice“ sloupcové tpravy podle Gaussovy elimina¢ni metody a ziskali nakonec v horni ¢asti ma-
tici E, pak je ve spodni ¢asti matice inverzni. Pfi diikazu tohoto tvrzeni bychom postupovali analogicky
jako pfi fadkové metodé, jen maticemi P;, které ,emuluji“ sloupcové tpravy, bychom néasobili matici A
zprava a nikoli zleva.

Rozmyslete si, ze neni mozné pii metodé hledani inverzni matice kombinovat fadkové i sloupcové
operace dohromady. Narézi to na skutecnost, Ze nasobeni matic neni komutativni.

3.59. Priklad. Najdeme matici X takovou, aby byla splnéna rovnice
A-X-X+4A=0,

kde A je matice typu (3,3) z ptikladu 3.53 a O je nulovd matice stejného typu.
Hledand matice musi byt ¢tvercova typu (3, 3), jinak by nebylo definovéno s¢itédni. Rovnici postupné
upravime (dédvame si pozor na to, Ze nemusi platit komutativni zékon).
A X-X=—-4A tj

A X-E-X=-4A tj. (A-E)-X=—-4A,

Pokud existuje matice (A — E)~!, pak po prondsobeni obou stran rovnice touto matici zleva dostdvame
X=(A-E)' (-4A)=—-4(A-E) ' A,
Je tedy potfeba najit inverzni matici k matici A — E (napfiklad metodou popsanou v piikladu 3.53).

Nalezenou inverzni matici vynasobime ¢tyimi a nakonec provedeme maticové nasobeni 4 (A —E)~!- A
podle definice. Nize uvadime jednotlivé mezivypocty:

1 3 5
0o 2 3 2 2 1 -2 6 5
A-E=|-1 -1 1], (A-E)y'=| 1 -3 31|, 4A-E)'=| 2 -6 -3]|,
2 2 0 0o 1 1 0 4 2
-2 6 5 1 2 3 -2 -6 -5
X=-4A-E)y'" " A=—-| 2 -6 -3 -1 0 1|=(-2 2 3
0 4 2 2 2 1 0 —4 —6

3.60. Véta. Necht A je libovolna matice (ne nutné étvercovd) a P, Q jsou reguldrni matice takové, ze
je definovdno nasobeni P - A a A - Q. Pak hod A = hod(P - A) = hod(A - Q). Jinymi slovy: ndsobeni
regularni matici neméni hodnost.

Dukaz. Oznacme B = P - A. Sestavime matici (A|E) a budeme ji eliminovat, abychom vpravo od
¢ary ziskali matici P, tj. podle véty 3.55 dostavame (A|E) ~ (P - A|P - E) = (B|P). Protoze P je
regularni, takovou eliminaci 1ze urc¢ité provést. Kdo tomu nevéri, miize eliminovat ,,pozpatku* od matice P
k matici E a pouzit pak vétu 3.10. Provedme nakonec tutéz eliminaci znovu, jen s maticemi vlevo od svislé
Cary: A ~ B. Protoze Gaussova eliminace zachovava hodnost (véta 3.17), je hod A = hod B = hod(P-A).

K dukazu hod A = hod(A - Q) staci podle (5) véty 3.38 prejit k transponovanym maticim a pouzit
piedchozi vysledek spole¢né s vétou 3.31: hod(A - Q) = hod(A-Q)? = hod(QT - AT) = hod AT = hod A.

3.61. Véta. Je-li A - B definovano, pak hod(A - B) < min(hod A, hod B).

Dukaz. Je-li h = hod A, pak lze provést eliminaci A ~ C takovou, ze matice C ma prvnich h radka
nenulovych a zbylé fadky nulové. Podle véty 3.55 existuje regularni P takova, ze A = P - C. Na levé
strané dokazované nerovnosti tedy mame hod(A - B) = hod(P - C - B) = hod(C - B). V posledni tpravé
jsme pouzili vétu 3.60. Nyni je potieba si uvédomit, ze diky nulovym fadkim matice C m4a matice C-B
pod h-tym Fadkem vSechny ostatni faddky nulové. Takze hod(C - B) < h = hod A. Dostédvame vysledek
hod(A - B) < hod A. Piejdeme nyni k maticim transponovanym (A - B)T = B? - AT. Znovu pouzijeme
pravé dokazany vysledek a vétu 3.31: hod(A - B) = hod(A - B)”T = hod(BT - AT) < hod BT = hod B.
ProtoZze hod(A - B) je mensi nebo rovna hod A i hod B, musi byt mensi nebo rovna minimu téchto
hodnot.
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4. Determinant

Determinant je ¢islo, které jistym zptisobem charakterizuje ¢tvercovou matici. Toto ¢islo m& mnoho
dilezitych vyznami, se kterymi se setkdme nejen v linearni algebfe, ale i v jinych matematickych disci-
plinach. Determinant se podle definice pocita z prvkd matice pomérné komplikovanym zpusobem. Nez
budeme schopni tuto definici formulovat, musime si néco fici o permutacich. Na tomto pojmu je totiz
definice determinantu zaloZena.

4.1. Definice. Necht M je koneénd mnozina o n prvcich. Permutace proki mnoziny M je usporadana
n-tice prvkid mnoziny M takova, ze zadny prvek z mmnoziny M se v ni neopakuje. Permutaci prvka
mnoziny M = {1,2,...,n} nazyvame struéné permutaci n proki.

4.2. Piiklad. Uvedeme nékteré permutace péti prvki: (1,2,4,5,3), (5,4,3,2,1), (3,5,4,1,2). Uspofa-
danou pétici (1,2, 3,2,4) nepovazujeme za permutaci, protoZe se zde opakuje prvek 2.

4.3. Véta. Pocet rtuznych permutaci n prvku je roven ¢islu n!.

Dukaz. Pfipomindme, ze n! = n(n — 1)(n — 2)---2 - 1. Diikaz véty provedeme matematickou indukci.
Pro c¢tenare, ktery se s takovou formou ditkazu jesté nesetkal, nejprve vysvétlime princip matematické
indukce.

Matematickou indukci dokazujeme tvrzeni, které ma platit pro vSechna n € N. Postupujeme ve
dvou krocich. Nejprve dokazeme toto tvrzeni pro n = 1. Pak dokazeme tzv. indukéni krok, ktery je
formulovan ve tvaru implikace: , jestlize tvrzeni plati pro n, pak plati pro n + 1“. Obh&ajime-li platnost
této implikace, mame dokazano tvrzeni pro vSechna n € N. Vysvétlime si, pro¢. V prvnim kroku jsme
dokézali, ze tvrzeni plati pro n = 1. Uplatnime nyni indukéni krok ve tvaru , jestlize tvrzeni plati pro
n = 1, pak plati pro n = 2“. Tim méame zaruceno, ze tvrzeni plati pro n = 2. Zopakujeme indukéni
krok, tentokrat ve tvaru , jestlize tvrzeni plati pro n = 2, pak plati pro n = 3“. To dokazuje platnost
tvrzeni pro n = 3. Opakovanym uplatnénim indukéniho kroku jsme schopni dolozit platnost tvrzeni pro
libovolné velké n.

Tvrzeni nasi véty je: ,pocet riznych permutaci n prvkia je roven ¢islu n!“. DokdZeme v prvnim
kroku pro n = 1, tj. ,,pocet raznych permutaci jednoho prvku je roven ¢islu 1! = 1“. O tom ale asi nikdo
nepochybuje, nelze totiz vytvorit nic jiného nez permutaci (1).

Nyni dokédzeme indukéni krok. Predpokladame tedy, Ze pocet ruznych permutaci n prvka je roven
¢islu n! a dokdzeme, Ze pocet riznych permutaci n+1 prvki je roven ¢islu (n+1)! . Prozkoumejme nejprve,
kolik existuje permutaci n+ 1 prvku, které maji v prvni slozce zapsano ¢islo 1. Je jich n!, protoze zbylych
n slozek miizeme zaplnit éisly {2,3,...,n,n 4+ 1} a mame v tomto piipadé stejné mnozstvi moznosti,
jako je pocet permutaci n prvka. Téch je podle indukéniho predpokladu n!. Ze stejného dtvodu existuje
n! riznych permutaci n + 1 prvki, které maji v prvni slozce zapsano ¢islo 2. Totéz plati pro ¢isla
3,4,...,n,n+1 v prvni slozce permutace. Existuje tedy (n+ 1) - n! = (n 4 1)! riznych permutaci n + 1
prvki.

4.4. Piiklad. Uvedeme si v8echny permutace t¥i prvki. Podle véty 4.3 je jejich pocet roven Sesti. Hledané
permutace jsou:
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Zkusime jesté zapsat vSechny permutace ¢ty prvki. Je jich 24.

(1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2), (2,1,3,4), (2,1,4,3),
(2,3,1,4), (2,3,4,1), (2,4,1,3), (2,4,3,1), (3,2,1,4), (3,2,4,1), (3,1,2,4), (3,1,4,2),
(3,4,2,1), (3,4,1,2), (4,2,3,1), (4,2,1,3), (4,3,2,1), (4,3,1,2), (4,1,2,3), (4,1,3,2).

Kdybychom chtéli zapsat vSechny permutace 50 prvki, po pouziti véty 4.3 bychom si to rychle rozmysleli.
Téch permutaci totiz je piiblizné 3 - 10%4. Kdyby se ndm na jeden fddek vesla jedna permutace a na
stranku 60 fadku, spotfebovali bychom 5 - 1052 stranek. Pfi oboustranném tisku vazi 500 stranek asi
jeden kilogram, takZe bychom spottfebovali 10°7 tun papiru. Kdyby tisk jedné stranky trval vtefinu,
stravili bychom u tiskdrny zhruba 10°° let. Jisté uznate, ze to daleko pfesahuje veskeré lidské moznosti.
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4.5. Definice. Necht (iy,i,...,%,) je permutace n prvki. Inverze této permutace je takova dvojice
(ik,i1), pro které plati i, > i;, a pfitom k < [.

4.6. P¥iklad. Permutace (1,2, 3) nemé zadnou inverzi. Permutace (1, 3,2) m4 jednu inverzi, totiz dvojici
(3,2), pro kterou plati 3 > 2. Jednotlivé inverze jsou na nésledujicich permutacich vyznaceny oblouckem

(1,2,3), (152, (213, 2351, (.12, (31,

Jako cviceni doplitte obloucky (tj. jednotlivé inverze) ke vSem permutacim étyt prvki.

4.7. Definice. Pro kazdou permutaci m = (i1, ..., %,) definujeme znaménko permutace sgn w takto:
+1 ma-li 7 sudy pocet inverzi
sgnm = P I .
-1 ma-li 7 lichy pocet inverzi

4.8. Piiklad. Permutace z piikladu 4.6 maji tato znaménka:

sgn(1,2,3) = +1, sgn(1,3,2) = -1, sgn(2,1,3) = —1,
sen(2,3,1) = +1, sgn(3,1,2) =+1, sgn(3,2,1) = —1.

Jako cviceni si rozmyslete, jak vypadaji znaménka vSech permutaci ¢tyf prvka.
4.9. Véta. Prohozeni jediné dvojice prvka v permutaci zptusobi zménu jejiho znaménka.

Dukaz. Necht 7 = (...,a,...,b,...) a7 = (...,b,...,a,...) jsou dvé permutace, které se lisi jen
prohozenim prvka a,b. Ukdzeme, ze rozdil poc¢tu inverzi permutaci 7 a 71 je liché ¢islo.

Inverze, ve kterych se nevyskytuje ani a, ani b, zastavaji v obou permutacich stejné. Tvoii-li dvojice
(a,b) z permutace 7 inverzi, pak (b, a) z permutace 7 inverzi netvori a naopak. Zatim jsme tedy zjistili,
ze se permutace 7 a 7 lisl o jednu inverzi, coz je liché ¢islo. Jesté prozkouméame vsSechny inverze, ve
kterych vystupuje a nebo b s néjakym jinym prvkem. Ukazeme, ze pokud tam dojde ke zméné€, pak jediné
o sudy pocet inverzi.

Uvazujme néjaky prvek z s mensim indexem, nez indexy prvkia a i b, néjaky prvek y s vétsim
indexem, nez indexy prvkt a i b a néjaky prvek z, ktery mé index mezi indexy a a b. Nazorné:

m=(.,z. . 0. .20 ..y ), m=(.,x. bz Y.

Nemuseji v kazdém pripadé vSechny tyto prvky existovat. Dalsi rozbor tedy provedeme jen tehdy, pokud
prislusny prvek existuje. Zabyvejme se nejprve prvky z a y. P¥ipadné inverze mezi prvky (z,a), (x,b),
(a,y) a (b,y) zistanou po prohozeni prvki a,b v nezménéném stavu. Zajimavy je tedy jen prvek z.

Necht nejprve a < z < b, tj. v permutaci 7 netvoti dvojice (a, z) ani (z,b) inverzi. Pak v permutaci
m1 vznikaji dvé nové inverze (b,2) a (z,a), a to je sudé ¢islo. Necht dale b < z < a, pak v permutaci
7 mame dvé inverze, které v permutaci m; zanikaji. Probéhla rovnéz zména o sudy pocet inverzi. Jesté
mize dojit k situaci z < a a z < b. Pak v permutaci 7 dvojice (a, z) tvoii inverzi a dvojice (z,b) netvoii,
zatimco v permutaci m; dvojice (b, z) tvori inverzi a dvojice (z, a) netvori. Pocet inverzi se tedy v tomto
pripadé nezménil. Posledni pfipad a < z a b < z ovéfime podobné, jako predchozi.

4.10. Definice. Necht © = (i1,42,...,1,) je permutace n prvka. Inverzni permutaci k permutaci
je permutace (j1,Jo,...,Jn), Pro kterou plati j;, = k pro vSechna k € {1,2,...,n}. Tuto permutaci
ozna¢ujeme znakem 7!,

4.11. Poznamka. Existuje nékolik moZnosti, jak si pfedstavit inverzni permutaci k dané permutaci.
(1) Je-li v permutaci m na z-tém misté prvek y, pak v permutaci 7~ musi byt na y-tém misté
prvek x.
(2) Zapisme pod sebe permutaci 7 a permutaci (1,2,...,n) takto:

11 92 13 ... ip
1 2 3 ... n
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a zaménme pofadi sloupcil této matice tak, abychom v prvnim fadku méli vzestupné &isla (1,2,3,...,n).
Pak ve spodnim radku je zapsdna inverzni permutace k permutaci 7. Uvazujme kupfikladu permutaci

(3,4,2,6,1,5) a pisme:
34261 5) (123456
1 2 3 4 5 6 5 3 1 2 6 4/

Je tedy (3,4,2,6,1,5)7! = (5,3,1,2,6,4).

(3) Pfedstavme si Sachovnici o rozméru n x n a rozestavme na ni n Sachovych vézi tak, aby se vza-
jemné neohrozovaly. Takovych rozestaveni muze byt vice a kazdé rozestaveni mizeme popsat jednoznacné
jako permutaci. V kazdém tadku i sloupci totiz stoji jedind véz a my muzeme Cist rozestaveni po rfadcich
takto: do prvni slozky permutace napiseme cislo sloupce, na kterém stoji véz z prvniho fadku, do druhé
slozky ¢islo sloupce, na které stoji véz z druhého fadku atd. Dostavame tak permutaci 7w. Pokud nyni
¢teme totéz rozestaveni po sloupcich, tj. do prvni slozky permutace napiseme ¢islo fadku véze z prvniho
sloupce, do druhé slozky ¢islo fadku véze z druhého sloupce atd., dostavadme permutaci 7~ 1.

(4) Na permutaci n prvki mutZzeme pohliZet jako na zobrazeni 7: M — M, kde M = {1,2,...,n}.
Pak inverzni permutace odpovidé inverznimu zobrazeni. Zna-li uz ¢tendf pojem skladéni funkei (f o g),
pak miize ovérit, ze plati o™t = (1,2,3,...,n).

4.12. Véta. Necht 7 je permutace n prvkil. Pak 7—! ma stejny pocet inverzi, jako 7.

Dukaz. Pro nazornost si predstavime inverzni permutaci zptisobem (2) z poznamky 4.11. Zaméfme se
na dva sloupce uvedené dvouradkové matice pred prohozenim sloupcti:

(..., T, ., Y, >

ey Gy ey by )T

ProtoZe jde o stav pfed prohozenim sloupct, vime, ze a < b. Pokud = < y, tj. (x,y) netvori inverzi
v permutaci 7, ziistanou po prohozeni sloupcii tyto dva sloupce za sebou ve stejném potradi. Takze se
nové inverze v permutaci 7! nevytvoii. Pokud ale # > y, tj. (z,y) tvoii inverzi v permutaci 7, pak
po prohozeni sloupct budou tyto dva sloupce v opaéném pofadi. Dvojice prvki (b, a) tedy bude tvofit

inverzi v permutaci 7 1.

1

4.13. Véta. Permutace m a 7~ maji vzdy stejnd znaménka.

Dukaz. Véta je pfimym dusledkem véty 4.12.

4.14. Poznamka. V ptedchozich definicich a vétach jsme si fekli minimum toho, co potifebujeme védét
o permutacich, abychom pochopili definici determinantu a odvodili jednoduché vlastnosti determinantu.
Ve skutecnosti se u permutaci da studovat jesté mnoho dalsich vlastnosti, které zde nebudeme potfebovat.

4.15. Definice. Necht A = (a; ;) je ¢tvercovd matice typu (n,n). Cislo

Z SENT - A1 4, A2,y ** iy (4.1)

Tr=(i1,iz,---7i71)

nazyvame determinantem matice A a znacime je det A. V uvedeném vzorci se s¢itd pres vSechny per-
mutace n prvki, tj. jedna se podle véty 4.3 o n! séitanct.

4.16. Poznamka. Je mozné, Ze vzorec z definice 4.15 je pro nékteré ¢tenafe méalo srozumitelny. Pokusime
se jej proto v této poznamce trochu vysvétlit a zlidstit.

Predstavme si ¢tvercovou matici jako Sachovnici rozméru n X n a pokusme se na ni rozmistit n
Sachovych vézi tak, aby se vzdjemné neohrozovaly. Podle pozndmky 4.11, odst. (3) je mozné kazdé
takové rozmisténi popsat jednou permutaci (pozice vézi ¢teme po Fadcich). Podle véty 4.3 vidime, ze
existuje n! ruznych permutaci, tedy existuje n! riznych feseni této Sachové tlohy. Pokusme se pro kazdé
feSeni této tilohy zapsat odpovidajici permutaci, zjistit znaménko této permutace, nadzvednout vézicky
a zapsat si hodnoty prvki, na kterych ty figurky stoji, vynéasobit tyto hodnoty mezi sebou a vysledek
jesté nasobit znaménkem permutace. Pak si tento vysledek ulozime do paméti. AZ projdeme vSech n!
moznosti rozmisténi vézi, ziskdme v paméti n! séitanci a ty secteme. Vysledkem je determinant matice.
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4.17. Priklad. Hledejme determinant matice typu (3, 3) tvaru

a1 ai2 13
A= G211 da22 G23
az;1 asz2 as3

Podle vzorce z definice 4.15 budeme scitat ptres vSechny permutace tii prvka. Téch je podle véty 4.3
3! = 6. Zapiseme vSechny tyto permutace, jejich znaménka a odpovidajici rozmisténi ,Sachovych vézi“.

’ a173
m=(1,2,3), sgnm=+1, az a23 |, séitanec: +ajq-agz2-ass.
asi  4z2

S 2
=

s

S

m=(2,3,1), sgnmw=+1, , sCitanec: +ai2-as3-as;1.

©
Ex &

S
[N
[CEN

S
w
w

S 2
[N

=] Q
5
FECEEG
EXEX:
s
o

m=(3,1,2), sgnm=+1, , sCitanec: +aj3-as;1-asze.

=)
»
-
w w

m=(3,2,1), sgnm=-1, a2.1 azs |, séitanec: —ajs3-az2-as;1.
@ aspe ass
a1 1 1.3
m=(2,1,3), sgnm=—1, @ azy sCitanec: —ajg-az1 - ass.
3,2

)

)
w
=
s ]
=
oo
@Q @g
(95} w

m=(1,3,2), sgnmw=—1,

S
w N
=

a , sCitanec: —ai1-aG23-asz2.
o)

det A = a1,1022033+a120230a31 +a1302,1032 —A1,3022031 — G1202103,3 — A1,102,303,2-

Tento vzorec se da zapamatovat pomoci mnemotechnické pomucky: nejprve nasobime prvky na hlavni
diagonale, dale ve smérech rovnobéznych s hlavni diagonalou a souciny s¢itdme. Pak nasobime prvky na
vedlejsi diagonale, dale ve smérech rovnobéznych s vedlejsi diagondlou, pficemz tyto souciny odecitame.
Této ,poucce o diagonalach®, kterd je pouzitelnd jen pro matice typu (3, 3), fikdme Sarrusovo pravidlo.
Toto populdrni pravidlo tedy neni nic jiného neZ rozepsani definice determinantu pro matice typu (3, 3).

Pro matici typu (4, 4) bychom dostali pfi vypoctu determinantu podle definice 4! = 24 séitanct. Pro
takovou matici se uz tézko hledaji mnemotechnické pomiicky. Ma-li ¢tenar ¢as a misto na papife, miize
se pokusit sestavit vSechny permutace ¢tyt prvku, najit jejich znaménka a secist odpovidajici souciny.
Pokud ¢tenar nemé cas nebo misto na papire, udéla nejlip, kdyz si pocka na dalsi metodu na pocitani
determinanti, kterd bude vyzadovat daleko méné pocetnich tikont. Na druhé strané rozepsani vzorce
pro determinant matice typu (4, 4) je uzite¢né cviceni pro pochopeni definice determinantu.

4.18. Priklad. Podobné, jako v pfedchozim piikladé, odvodime vzorec pro vypocet determinantu matice
typu (2,2).

7=(1,2), sgnm=41, ( ot ) . m=(2,1), sgnm= -1, ( N ) ,
det A = 11022 —a1,2-0a21-
Pro tplnost uvedeme jesté hodnotu determinantu matice A = (a1,1) typu (1,1). Zfejmé je det A = aq 1.
4.19. Definice. Necht A = (a; ;) je matice typu (n,n). Hlavni diagondla matice A je skupina jejich
prvkl aq.1,a2.2,...,0n,,. Vedlejsi diagondla matice A zahrnuje prvky a1 ,,a2.n—1,-..,an,1. Proek pod
hlavni diagondlou je kazdy prvek a; ;j, pro ktery plati ¢ > j. Prvek nad hlavni diagondlou je kazdy prvek

a;,j, pro ktery plati i < j.
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4.20. Priklad. Necht matice A typu (n,n) méa pod hlavni diagondlou jen nulové prvky. Matice tedy
nazorné vypada takto:

a1, @12, ..., QA1n-1, Qa1n
07 a2, ..., QA2n-1, 0G2n

A=| O 0, ..., azn-1, azn | (4.2)
0, 0, RN 0, Qn,n

Zkusime spocitat det A.

V definici determinantu 4.15 se pracuje se sou¢tem soucintl sgn - aj 4, - G2, - - an, i, - Pokud aspon
jeden z téchto cinitelt je nulovy, je nulovy cely soucin. V celkovém souctu nas zajimaji jen nenulové
souciny. Prozkoumejme, které to jsou. Z posledniho fddku musime vzit jen prvek a, ,, protoze vSechny
ostatni prvky v poslednim fadku jsou nulové. Z predposledniho fddku mtzeme vzit jen prvek a,_1,—1,
protoze ostatni jsou nulové. Prvek a,_1, nelze do soucinu zahrnout, protoze z posledniho sloupce uz
v souinu mame prvek a, , (véZe by se vzajemné ohrozovaly). Analogickou ivahou zahrneme do sou¢inu
pPrvky an—2pn-2,...,02:2,a1,1. Neni tedy jind moznost nenulového soucinu, nez soucin a1 - as 2 - Gn p-
Ten odpovidd permutaci (1,2,...,n), kterd nemd zadnou inverzi a jeji znaménko je tedy +1. Ostatni
s¢itanci z definice determinantu jsou nulovi. Proto det A = a1 - a22 - asz- - anp-

4.21. Véta. Zakladni vlastnosti determinantu. Zakladni
(V1) Jestlize se matice B lisi od matice A jen prohozenim jedné dvojice fadkil, pak det B = — det A. vlastnosti
(V2) Jestlize matice A ma dva stejné radky, pak det A = 0.

V dalsich vlastnostech (V3) az (V5) oznac¢ujeme symbolem | a; | matice, které se lisi pouze v i-tém

radku, zde oznaceném a;. V fadcich, které jsou vyznaceny teckami, se jednotlivé matice shoduji.

(V3) det| aa; | =adet| a;

(V5) det| a;+aa; | =det| a; |, kdea; jené&jaky jiny fadek téze matice.

Dukaz. (V1) Souéin aj 4, - - ay,, odpovida ve vzorci pro vypocéet det A permutaci 7 = (i1, %2, ..., ).
Tentyz soucin najdeme i ve vzorci pro vypocet det B, pouze bude odpovidat permutaci «’, kterd vznikne
z permutace 7 piehozenim dvou prvkii. To podle véty 4.9 znamena, ze sgn ' = —sgnw. V kazdém z n!
s¢itanctl pro vypocet det B tedy mame opac¢né znaménko, nez ve séitancich pro vypocet det A. Musi
tedy byt det B = — det A.

(V2) Prohodime-li v matici A mezi sebou dva stejné radky, dostdvame zase matici A. Podle (V1)
pro tuto matici plati det A = —det A, coz nemize byt splnéno jinak, nez ze det A = 0.

Vlastnosti (V3) a (V4) plynou pfimo z definice determinantu:

(V3) > sgnmayj, azj, - (05 5,) Qi1 gy, Gng, = Y SEAT a1, Gy i, Qit oy, A,
(V4) E SENT a1 4, G2 4, (@i g, + bij,) Qi1 gy, 0 Qng, =
= SEnmayj, gy G, ity G, + D SENT a1, gy - bij, Gigd gy, e g,
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(V5) dokézeme pouzitim préveé dokdzanych vlastnosti:

i @ @ a; a; a;
det =" det + det (¥3) det + a det =" det

a; +aa; a; aa; a; a; a;

4.22. Poznamka. Vlastnosti (V1), (V3) a (V5) ndm ukazuji, jak se zméni determinant, zménime-
li matici pomoci Gaussovy elimina¢ni metody. Prohozeni fadkd zméni znaménko, vynasobeni fadku
nenulovym ¢islem « zptsobi, ze se determinant a-krat zvétsi a koneéné pric¢teni a-nasobku jiného radku
ke zvolenému fadku nezméni hodnotu determinantu. Jsme tedy schopni upravovat matice Gaussovou
eliminacni metodou, a pritom si poznamenavat, jak se méni determinant. Tim mtzeme prevést matici
na tvar (4.2). O této matici vime, Ze mé determinant roven souéinu prvka na hlavni diagonéle.

Uvédomme si, Ze tato metoda dava vyraznou usporu ¢asu a vypocetnich prostfedka pii pocitani
determinantti. Pfedstavme si, ze poc¢itdme determinant matice typu (n,n). Pii Gaussové elimina¢ni
metodé potfebujeme zhruba n operaci na vyrobu jednoho nulového prvku. Téch nul potifebujeme vytvorit
zhruba n? /2, takze k vypoctu determinantu nam stac¢i n®/2 operaci. Pro matici typu (50, 50) to je zhruba
62 500 operaci. Pokud bychom chtéli pocitat determinant stejné velké matice pfimo z definice, potfebovali
bychom na to 50 - 3 - 105 operaci (viz komentai v pitkladu 4.4). Neni v silach zadné vypocetni techniky
spocitat to v rozumném case.

4.23. Priklad. Pravé popsanou metodou spoc¢itame determinant matice

1 2 4 -1
2 1 2 2
A= 1 3 1 2
2 1 2 1

V literatute se pro det A ¢asto pouziva znaceni |A|. Nize tedy zapisujeme prvky jednotlivych matic mezi
svislé ¢ary a tim davame na jevo, ze pocitdme determinant.

1 2 4 -1 1 2 4 -1 1 2 4 -1 1 2 4 -1
2 1 2 2/wl0o -3 -6 4|/®» |0 1 -3 3/® |0 1 -3 3| @
1 3 1 2/ 0o 1 -3 3/ |0 -3 -6 4| |0 0 -15 13
2 1 2 1 0 -3 -6 3 0 -3 -6 3 0 0 —-15 12
1 2 4 -1
@ [0 1 =3 3
=—lo o —15 13/= 1) (H=-15
0 0 0 -1

Vv

V kroku (1) jsme prvni fddek nésobili —2 a pfi¢itali k druhému, pak jsme prvni fddek nésobili —1 a pii-
¢itali k tfetimu a nakonec jsme prvni fadek nasobili —2 a pficitali ke étvrtému. Tyto operace podle (V5)
neméni hodnotu determinantu. V kroku (2) jsme prohodili druhy fadek se tfetim, coz podle (V1) zméni
znaménko determinantu. Napsali jsme toto znaménko pied determinant modifikované matice. V kroku (3)
jsme druhy Fddek ndsobili tfemi a pficetli ke tfetimu a ¢tvrtému. To podle (V5) neméni hodnotu deter-
minantu. Koneéné v kroku (4) jsme tfeti fadek nasobili —1 a pficetli ke étvrtému. Tim dostavame matici
tvaru (4.2) z pfikladu 4.20, o které vime, ze ma determinant roven sou¢inu prvka na diagonéle.

Upozornujeme na cCastou zacatecnickou chybu pii pocitani determinanti. V Gaussové eliminac¢ni
metodé se vétsinou neklade diraz na to, ktery fadek od kterého odecitdme, protoze vysledny tadek
muzeme kdykoli pozdéji nasobit ¢islem —1. Pti pocitani determinantt to ale jedno neni. Naptiklad v kroku
(1) jsme od druhého Fadku odecitali dvojndsobek prvniho a vysledek psali na druhy fadek. Kdybychom
od dvojnasobku prvniho rfadku odecitali druhy a vysledek psali do druhého rfadku, dopustili bychom se
chyby, kterda nam zméni znaménko determinantu. Mnemotechnickd pomiicka: piseme-li vysledek souctu
na i-ty fadek, pak i-ty fadek puvodni matice nesmi byt v souc¢tu nasoben zadnou konstantou. Ostatni
rfadky mohou byt nasobeny libovolnou konstantou a pricitany k tomuto fadku. Je t¥eba si tedy uvédomit,
Ze ,pricteni nasobku fadku a k fadku b“ (korektni krok) neni totéz, jako ,pfic¢teni fadku a k nasobku
fadku b“ (nekorektni krok).
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4.24. Priklad. Jednotkovd matice ma determinant roven jedné. Jednotkova matice je totiz tvaru (4.2),
takze staci pronasobit prvky na diagonale.

4.25. Priklad. Necht A je matice typu (n,n), kterd ma prvky na vedlejsi diagondle rovny jedné a ostatni
prvky jsou nulové. Spocitame jeji determinant.

Prohodime prvni fadek s poslednim, druhy s predposlednim atd. az se dostaneme k prostrednimu
rfadku. Pro liché n nechavame prostiedni fadek na misté, pro sudé n prohodime naposled mezi sebou
fadky n/2 a n/2 + 1. V obou pfipadech jsme udélali [n/2] prohozeni (symbolem [z] zde znac¢ime celou
Cést z x). Matici A jsme témito Gpravami prevedli na jednotkovou matici E. Podle pfedchoziho ptikladu
je det E = 1, takze podle vlastnosti (V1) z véty 4.21 je det A = (—=1)"/2 det E = (—1)/2],

4.26. Priklad. Nechtf A je matice typu (n,n), kterd mé nad vedlejsi diagonalou nulové prvky. Spocitame
jeji determinant.

Prohazovéanim fadki, stejné jako v predchozim piikladé, pFevedeme matici na tvar (4.2). Prvky z ve-
dlejsi diagonaly se pti téchto tpravach prestéhuji na hlavni diagonalu. Determinant takto upravené matice
je podle prikladu 4.20 roven sou¢inu prvki na diagonéle, takze méame det A = (71)[”/211117” a2 pn—1-""0n1.

4.27. Véta. Ctvercova matice A je regularni pravé tehdy, kdyz det A # 0.

Dukaz. Vsimneme si nejprve, ze Gaussova elimina¢ni metoda realizovana kroky (V1), (V3) a (V5) podle
predchozi véty 4.21 neméni ,nulovost” determinantu. Presnéji, je-li A ~ B, pak det A # 0 pravé tehdy
kdyz det B # 0.

Je-li matice A regularni (hod A = n), pak po tpravé Gaussovou elimina¢ni metodou na matici B
tvaru (4.2) museji byt vSechny prvky na diagonale nenulové, protoZe podle véty 3.17 je také hod B = n.
To znamend, ze det B # 0 a tedy i det A # 0.

Je-li matice A singularni (hod A < n), pak po tpravé Gaussovou elimina¢ni metodou na matici B
tvaru (4.2) bude existovat aspon jeden fddek v matici B cely nulovy. Nulovy je tedy i diagonélni prvek,
takze det B = 0. Podle pfedchoziho nutné musi byt det A = 0.

4.28. Véta. Necht A je ¢tvercova matice. Pak det A = det AT

Dukaz. Soudinu aq ;, as, - - - Gp,i, ze vzorce (4.1) pro det A odpovidd permutace m = (i1,72,...,0).
Usporadame cinitele tohoto soucinu podle velikosti druhého indexu a dostaneme aj, 1 aj, 2 - aj, », kde
pro permutaci m; = (j1,72,...,Jjn) Plati 7 = 7! Pravé takové souciny se objevuji ve vzorci pro

det AT. Vidime tedy, ze oba vzorce det A i det AT obsahuji sumu stejnych soucinii, pouze permutace
odpovidajicich sou¢infi je v prvnim piipadé 7 a v druhém 7~ '. Tyto permutace maji podle véty 4.12
stejny pocet inverzi, takZe i stejné znaménko. Musi tedy byt det A = det AT

4.29. Poznamka. Z pravé dokdzané véty plyne, Zze vlastnosti vyjmenované ve vété 4.21 plati nejen pro
radky matice, ale téz pro sloupce. Pfi pocitani determinantu podle metody popsané v poznadmce 4.22
miizeme tedy svobodné piechédzet od faddkovych tprav ke sloupcovym a zpét, protoze vlastnosti (V1),
(V3) a (V5) véty 4.21 plati nejen pro fadky, ale i pro sloupce (tzv. fadkové-sloupcova dualita).

4.30. Véta (o rozvoji determinantu podle r-tého fadku). Necht A = (a, ;) je étvercovd matice
typu (n,n) a A; ; jsou matice typu (n — 1,n — 1), které vzniknou z matice A vynechanim i-tého radku
a j-tého sloupce. Pak pro kazdé r € {1,...,n} plati

ar1 (—1)" ! det A 1+a (fl)T+2 det Apo+ -+ +am, (1)1 det A, , = det A. (4.3)
Je-li déle t € {1,...,n}, t # r, pak plati
ar1 (—1) det A1+ aro (—1)"*2 det Ao+ +am, (1) det Ay, = 0. (4.4)

Dukaz (pro hloubavé &tenafe). Podivejme se na vzorec (4.1) pro det A. Seskupime v ném vSechny
sCitance, které obsahuji prvek ai; k sobé, dale seskupime k sobé scitance, které obsahuji prvek a; o a
tak dale az po posledni skupinu, ve které se vyskytuji s¢itanci s prvkem a; ,. Tyto prvky ze souctii
vytkneme. Pro s-tou skupinu sc¢itanct tedy mame:

§ Sgnﬂ- ) a175 a‘27i2 T an7in = a175 z Sgnﬂ- : a27i2 e anyin =k

T=(5,i2,...,in) T=(8,02,-.,0n)
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Z permutace m = (8, ig,...,i,) prvkdt mnoziny M = {1,2,...,n} vytvofme permutaci 7’ = (iz,...,1,)
prvki mnoziny M\ {s} tak, Ze odebereme prvni prvek z permutace 7. Nova permutace 7/ mé o s —1 méné
inverzi nez permutace . (Nakreslete si v8echny inverze spojené s prvkem s.) Pro znaménka permutaci
tedy plati sgnm = (—1)*"Lsgnn’ = (—1)*T! sgn 7’. Pokra¢ujme nyni dale v nasem vypoctu:

*=ay, (—1)H* Z sen 7’ - ag i, an, | =a1s(—1)T det A .

' =(i2,.yin)

Determinant A je sou¢tem vsSech skupin séitanct pro s = 1,2, ..., n, coz dokazuje vzorec (4.3) pro r = 1.

Necht nyni r # 1. Prohodime r-ty rfddek matice A s predchozim, pak jej prohodime s dalsim
predchazejicim radkem, atd. az dostaneme ptivodné r-ty fadek na prvni fadek modifikované matice B.
K tomu potfebujeme provést r — 1 prohozeni, takze plati det B = (—1)""!det A. Provedeme rozvoj
determinantu matice B podle prvniho fddku (B s je matice, kterd vznikne z matice B vynechanim
prvniho fadku a s-tého sloupce):

det B = Qr,1 (—1)1+1 det B171 + ar 2 (—1)2+1 det B1,2 + ot arn (_1)1+n det B])n.

Protoze det A = (—1)"~! det B a protoze By s = A, 5, mame vzorec (4.3) dokdzan.
Uvazujme t # r a nahradme -ty fadek v matici A fddkem r-tym. Novou matici oznaéme C. Ma dva
stejné Fadky, takze je det C = 0. Rozvoj tohoto determinantu podle ¢-tého fadku odpovidé vzorci (4.4).

4.31. Poznamka. Vzhledem k platnosti véty 4.28 plati analogickd véta o rozvoji determinantu podle
s-tého sloupce. Zkuste si ji zformulovat jako cviceni.

4.32. Definice. Nechf A je ¢tvercova matice typu (n,n). Doplnék matice A v pozici (i,7) je &islo D; ;,
definované vzorcem: D; ; = (—1)""7 det A, ;, kde A; ; je matice typu (n—1,n—1), ktera vznikne z matice
A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.

4.33. Poznamka. Vétu 4.30 lze p¥i pouziti definice 4.32 a pozndmky 4.31 preformulovat. Necht A je
¢tvercova matice typu (n,n) a D; ; jsou jeji dopliiky. Necht r,s,t € {1,2,...,n}, r #t, s # t. Pak plati

det A = Ay 1 Dr,l + Ay 2 Dr,2 +-+ Ay n Dr,na 0= Qr1 Dt,l + Qr.2 Dt,? + -+ Ay n Dt,n7
det A = ai,s Dl,s + a2 s D2,s +---+ Qp, s Dn,sa 0= a1,s Dl,t + a2 s D2,t + -+ Qp, s Dn,t~

4.34. Priklad. Uvazujme matici A z piikladu 4.23. Provedeme rozvoj determinantu A podle prvniho
radku.

12 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2
det A =1-(-1)|3 1 2[+2-(-D'*2 {1 1 2{+4.(-D)'.|1 3 2|-1-(-D)'"™ |1 3 1|=
121 2 2 1 2 1 1 2 1 2
=1-5+2-0+4-(-5)—1-0=—15.

Vidime, zZe jsme si pfi vypoctu moc nepomohli. Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce matice
typu (n,n) obecné vede na n determinantt matic, které maji o jediny fadek a sloupec méné. To neni
zadné vyhra.

Kdybychom opakované provadéli rozvoj vzniklych determinanti podle fadku nebo sloupce, mohli
bychom dojit az k maticim typu (1,1), u kterych je determinant pfimo roven hodnoté prvku dané matice.
Programétory mutize napadnout, Ze lze tedy vétu o rozvoji determinantu vyuzit pti implementaci vypoctu
determinantu rekurzivnim algoritmem. Ovsem pozor! Tento algoritmus potfebuje zcela stejné mnozstvi
operaci, jako pfi vypoc¢tu determinantu piimo z definice. Jak uz jsme si uvadéli, pfi matici typu (50, 50) se
jedna zhruba o 1054 operaci. Prakticky to znamen4, Ze bychom se pravdépodobné vysledku nedockali za
celou dobu predpokladané existence nasi slunecni soustavy a kdo vi, jestli by se drive nezhroutil vesmir.

MizZete namitnout, k ¢emu Ze je metoda rozvoje determinantu dobra? Pokud se v néjakém fadku
nebo sloupci matice vyskytuje mnoho nul, mizeme zmensit velikost matic, ze kterych poc¢itame deter-
minant. Je-li na fadku nebo sloupci jediny nenulovy prvek, dostavame jedinou matici o jeden fadek a
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sloupec mensi. V piikladu 4.23 jsme mohli napiiklad pred provedenim kroku (2) provést rozvoj determi-
nantu podle prvniho sloupce a déle pracovat jen s matici typu (3, 3). Pfed krokem (4) jsme mohli znovu
provést rozvoj determinantu podle prvniho sloupce:

1 2 4 -1 1 2 4 -1 a6 4 L s 3
2 1 2 2 0 -3 —6 4
= =1 1 -3 3|=—-|-3 -6 4|=

1 3 1 2/ |o 1 -3 3 3 6 3 5 6 3
2 1 2 1 0 -3 —6 3

1 -3 3

=—| 0 —-15 13 :—1-‘_12 13‘:15-12—15-13:—15.
0 —15 12

Vyhoda se projevi vyraznéji, pokud napfiiklad ¢isla v prvnim fadku ¢i sloupci jsou nesoudélnd a je
vyhodnéjsi zacit vyrabét nuly v jiném fadku nebo sloupci. Elimina¢ni metodou v ném vytvorime nuly a
pak provedeme podle tohoto fadku nebo sloupce rozvoj determinantu.

4.35. Véta (Laplaceova). Necht A, B jsou étvercové matice. Pak det A det B = det(A - B). Soucin de-
terminanti

Dukaz (pro hloubavé ¢tenére). Uvédomime si, Ze lze matici A prevést pouze Fadkovymi Gpravami na

matici A’, kterd je tvaru (4.2). Navic miizeme provadét pouze takové tpravy, které neméni determinant:

pri¢itani nasobku jiného fadku k fadku podle (V5) véty 4.21 neméni determinant a pokud potfebujeme

prohodit fadky, pak okamzité pronasobime jeden z nich konstantou —1. Tyto operace skutecné staci na

prevedeni matice na tvar (4.2), a pfitom mame zaruceno, ze det A = det A’. Podle véty 3.55 existuje

¢tvercova matice P, pro kterou plati

A'=P A.

Daéle pfevedeme matici B na matici B’ tvaru (4.2) pouze sloupcovymi upravami takovymi, které neméni
determinant. Mame tedy det B = det B’ a navic podle pozndmky 3.58 existuje matice Q takova, ze

B’ =B-Q.

Plati
det A det B = det A’ det B’ = det(A’ - B').

Posledni rovnost ovéiime z definice maticového nasobeni a vyuZijeme toho, ze obé& matice A’ i B’ jsou
tvaru (4.2). Matice A’ - B’ je také tvaru (4.2) a pro jeji diagondlni prvky g;; plati, ze g;; = a;,; b} ;.
ProtoZe se determinanty matic tvaru (4.2) pocitaji jako soucin prvka na diagondle, mame skutecné
det A’ det B’ = det(A’ - B').

Na matici A - B provedeme stejné fadkové a sloupcové upravy, jako jsme provedli na matice A
resp. B. Dostaneme matici A’ - B/, protoze

P (A-B)-Q=(P-A)- (B-Q =A"B.

Provedené fadkové a sloupcové iipravy neméni determinant, takZe matice A’ - B’ m4 stejny determinant
jako matice A - B. Dostavame vysledek

det A det B = det A’ det B’ = det(A’ - B') = det(A - B).

4.36. Poznamka. Na zavér kapitoly o determinantech predvedeme slibeny diikaz véty 3.50 o existenci FEzistence
inverzni matice pro kazdou reguldrni matici. Mizeme to povazovat za prvni praktické vyuziti pojmu inverzni ma-
determinant. Dalsi vyuziti najdeme v nasledujici kapitole o soustavach linearnich rovnic a dale pozdéji tice
pri pocitani objemu jistych téles.

Vétu 3.50 o existenci inverzni matice zde pfepiseme znovu.

4.37. Véta. Ke ¢tvercové matici A existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz A je regularni.

Dukaz. Necht nejprve A je singularni, tj. podle véty 4.27 je det A = 0. UkdZeme, Ze pak inverzni matice
neexistuje. Kdyby existovala (ozna¢me ji A~1), pak musi A - A~! = E a podle véty 4.35 je

l=detE=det(A-A ') =detAdet A~' =0-det A~' =0,
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coz je spor. Inverzni matice tedy k singularni matici neexistuje.
Necht nyni A je regularni. Sestrojime matici

1
-1 T
= B
det A ’

kde B = (D; ;) je matice dopliikit k matici A. UkéZeme, Ze takto sestrojend A~! je inverzni matice.
Musime tedy ovéfit A-A~! = E addle A~'- A = E. Je-li B = (D, ;), pak samoziejme je BY = (D; ;).
Podle definice sou¢inu matic 3.34 vypocitame prvek e; , matice A - A~1:

1
n detA=1 proi==%Fk
1 1 A ’

Cik = E Tij Tt A Dy ;= Tt A (aiiDia+a;2Dpo+- - +ainDin) = dei
j=1 th-OzO pro i # k.

€

Zde jsme vyuzili vétu o rozvoji determinantu podle i-tého Fadku, viz poznamku 4.33. Zjistujeme, Ze
prvky e; x jsou v souladu s definici jednotkové matice 3.44. Rovnost A~! - A = E bychom dokazovali
podobné. Pouzili bychom vétu o rozvoji i-tého sloupce namisto radku.

4.38. Véta. Necht A je regularni matice. Pak det A~1 = 1/det A.

Dukaz. Dukaz jsme vlastné uz provedli v prvni ¢asti dikazu predchozi véty. Zopakujeme si to. Protoze
E = A-A!' musi podle véty 4.35 byt 1 = det E = det A det A~'. Z toho pfimo plyne dokazovany
vzorec.

4.39. Poznamka. Dikaz véty 4.37 nam dava navod, jak sestrojit inverzni matici k matici A. Je to vlastné
vedle elimina¢ni metody popsané v prikladu 3.53 dalsi metoda hledani inverzni matice. Mtzeme ji rikat
y,metoda hledani inverzni matice pomoci doplinki*. Uvédomime si ale, ze pro velké matice je elimina¢ni
metoda podstatné ¢elnéjsi nez metoda pomoci doplitkii, ktera vyzaduje spoéitat n? determinant® matic
typu (n — 1,n — 1) a jeSté spocitat det A. V néasledujicich ptikladech si proto tuto metodu ilustrujeme
jen na malych maticich.

4.40. Priklad. Najdeme inverzni matici k matici
a b
A= ( c d) ’

Ozna¢me B matici dopliiki k matici A. V tomto pfipadé se doplitky dobie pocitaji, protoze se jedna
o determinanty matic typu (1,1):

([ d —c 1 T 1 d —b
B_<—b a)’ A _detAB T ad—be\—-c a )’

4.41. Piiklad. Najdeme inverzni matici ke stejné matici, jako v prikladu 3.53, tj. k matici

A= -

(NG Erp—
N O N
—_ =W

Doplitky nyni budeme pocitat z determinantt matic typu (2,2), coz uz ndm dé trochu prace.

01 -1 1 -10
T2 1 _‘21‘ ’22’
-2 3 -2
2 3 1 3 12
B |- il A=l s z2).
2 1 2 1 2 2 5 4 o
2 3 1 3 12
o 1 _’—1 1’ +'—1 0‘
) L2 4 2
det A = -2, A*I:d ABT:f5 3 -5 —4
ot 2 2 2

Vysledek mizeme srovnat s vysledkem v ptikladu 3.53.
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5. Soustavy linearnich rovnic

5.1. Definice. Necht A je matice realnych éisel typu , necht dale x je jednosloupcova matice

(m,n)
X1 bl
symbolid | : | typu (n,1) a b je matice redlnych ¢isel | : | typu (m,1). Pak maticovou rovnost
bim

Tp
Azxz=0»

navyvame soustavou m linedrnich rovnic o n neznamych. Matici A nazyvame matici soustavy a vektor
bT = (by,...,b,) nazyvame vektorem pravich stran. P¥ipiSeme-li k matici soustavy do dalsiho sloupce
matici b oddélenou (pouze pro piehlednost) svislou ¢arou, dostdvame matici (A|b) typu (m,n+1), kterou
nazyvame rozsirenou matici soustavy.

5.2. Definice. Resenim soustavy A x = b je takovy vektor a = (ag,as,...,a,) € R™, pro ktery plati:
dosadime-li hodnoty «; za symboly x;, pak je splnéna pozadovana maticova rovnost, tj.

(65) bl
« b

Al =] (5.1)
anp, b,

Resit soustavu A x = b znamend nalézt viechna jeji feseni, tj. nalézt podmnozinu R™ vsech feseni této
soustavy.

5.3. Poznamka. Vsimneme si, ze z historickych duvodu se v rovnosti A« = b zna¢i jednosloupcové
matice malym pismenem podobné, jako vektory. Casto se na tyto matice zjednodusené diviame jako na
prvky z R™ nebo R™, jen nesmime zapomenout, ze slozky téchto usporddanych m-tic a n-tic v kontextu
rovnosti A @ = b piseme do sloupce a nikoli do radku.

Matice  muze misto symbolt x1,x, ..., x, obsahovat i jiné symboly, naptiklad x,y, 2.

5.4. Véta (Frobeniova). Soustava A x = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz hod A = hod(A|b), tj. kdyz
hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsitené matice soustavy.

Dukaz. Vektor a = (aq, ..., a,) je FeSenim soustavy A @ = b pravé tehdy, kdyz plati (5.1). To znamena,
ze sloupec b je linearni kombinaci sloupci matice A s koeficienty «q, s, ..., a,. To plati pravé tehdy,
kdyz

T
hod (‘:T ) =hod AT,
Protoze plati véta 3.31, je Frobeniova véta dokazana.

5.5. Poznamka. V tvodni kapitole o Gaussové eliminaéni metodé jsme vlastné nevédomky vyslovili
Frobeniovu vétu. V této kapitole jsme si fikali, jak poznédme, Ze soustava ma feseni. Mluvili jsme tam
o tom, Ze soustava nema reSeni pravé tehdy, kdyz posledni fadek rozsifené matice soustavy po eliminaci
je tvaru

(0 0 -+ 0]¢), c#0.

Vzpomeneme-li si na metodu pocitani hodnosti z prikladu 3.14, vidime, zZe existence takového radku
je ekvivalentni s tim, Ze rozsifend matice soustavy ma o jednicku vétsi hodnost, nez matice soustavy.
Uvédomime si jesté, Zze hodnost rozsifené matice soustavy miize byt bud o jednicku vétsi nebo p¥imo
rovna hodnosti matice soustavy. Zadné jind moznost pro hodnosti téchto matic neexistuje.

5.6. Definice. Necht A x = b je soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych a Cx = d je soustava k
linearnich rovnic o stejném poc¢tu n neznamych. Rikame, ze tyto soustavy jsou ekvivalentni, pokud obé
soustavy maji stejné mnoziny feseni.
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5.7. Poznamka. Gaussova elimina¢ni metoda FeSeni soustav linearnich rovnic popsana v iivodni kapitole  Princip
spociva vlastné v prevedeni soustavy A & = b na soustavu C x = d, ktera je s ptivodni soustavou rovnic eliminacni
ekvivalentni. Pritom feSeni soustavy Cax = d lze nalézt snadnéji, protoze C je horni trojuhelnikova metody
matice (srovnejte vétu 3.23). Tuto skutefnost zaznamename do nésledujici véty.

5.8. Véta. Ke kazdé soustavé A x = b lze nalézt ekvivalentni soustavu C & = d, jejiz matice C je horni
trojuhelnikova.

Dukaz. Podle véty 3.23 lze nalézt (C|d) takovou, ze (A|b) ~ (C|d), a pfitom C je horni trojihelnikovd
matice. Protoze operace ,~* zde oznacuje kone¢né mnoho elementarnich krokt Gaussovy elimina¢ni
metody, a protoze jsme si fekli v uvodni kapitole, ze tyto elementarni kroky neméni mnozinu feSeni
odpovidajici soustavy, je soustava Cx = d ekvivalentni s ptivodni soustavou A x = b.

5.9. Definice. Existuje-li v matici b asponi jeden prvek nenulovy, fikéme, ze je soustava linearnich rovnic ~Resens ho-
A x = b nehomogenni. Jsou-li vSechny prvky v matici b nulové, nazyvame soustavu rovnic homogenni a mogenni
zapisujeme ji takto: soustavy

Azxz=o0 (symbolem o nyni znaéime jednosloupcovou nulovou matici).

5.10. Véta. Mnozina vSech feseni homogenni soustavy A x = o sn neznamymi tvori linearni podprostor
linearniho prostoru R”.

Dukaz. Predevsim mnozina feSeni homogenni soustavy je neprazdnd, protoze nulovy vektor v R" je
samoziejmeé FeSenim této soustavy.

Podle definice 1.17 musime déle dokazat: (1) jsou-li uw € R™ a v € R™ feSeni soustavy A x = o, pak
t€Z u + v je FeSenim stejné soustavy. (2) je-li u € R™ feSenim soustavy Ax = 0 a o € R, pak téz au
je fesenim stejné soustavy. Pro uéely ditkazu oznaé¢me symbolem u” jednosloupcovou matici, jejiz prvky
odpovidaji slozkam vektoru u. Podobné v” je sloupec vznikly z vektoru v.

Protoze w a v jsou feSeni soustavy Az = o, plati: Au” = o a AvT = 0. Mame dokézat, Ze
A (uT +vT) =0 a A (aul) = 0. Podle véty 3.38 je

A’ +vTY=Au" + AvT =0+ 0=o,
A(cu")=aAu’ =ao=o.
5.11. Priklad. Najdeme mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic se Sesti neznamymi:

1 + X9 + 223 + 3x4 + 325 + 36 = 0
r1 + X2 + I‘3+3IE4+ Trs + 1’6:0
2(E1+2.’L’2+2ZE3+6(E4+2(E5+81’6 = 0

Eliminujeme matici soustavy (vektor pravych stran je nulovy, takze je zbytecné jej psat).

112333 11 3 3 3 112333
111311 ~|00-10-2-2]~1001022
222628 00 0 -4 2 000006

7 posledni rovnice budeme pocitat xg, z predposledni rovnice x3 a z prvni rovnice x;. Hodnoty neznamych
2o, x4, 5 mohou byt libovolné. Zavedme pro né parametry zo = t, x4 = u, x5 = v. Z posledni rovnice
vychéazi jediné xg = 0, z predposledni rovnice mame r3 = —2v a konecné z prvni rovnice dostéavame
1 = —t+4v — 3u — 3v = —t + v — 3u. Vysledek sumarizujeme takto:

(x1,29,23, T4, x5,26) = (=t +v — 3u, t, —2v, u, v, 0) =
=t(-1,1,0,0,0,0) + «(—3,0,0,1,0,0) + v (1,0,—2,0,1,0).

7 tohoto zapisu vyplyva, ze mnozina vSech feSeni dané homogenni soustavy je mnozinou vSech linearnich
kombinaci uvedenych tii vektort, coz mizeme zapsat pomoci linearniho obalu takto:

My = ((-1,1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0), (1,0,-2,0,1,0)).
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5.12. Poznamka. Protoze uvedené tii vektory z vysledku piikladu 5.11 jsou linearné nezavislé, tvori
jednu z moznych bazi prostoru M. To se nestalo ndhodou, ale plati to vzdy, jak ukazuje nasledujici véta.

5.13. Véta. Necht A x = o je homogenni soustava linedrnich rovnic o n nezndmych, k = n—hod A. Pak
existuje k linedrné nezavislych vektorit wi,uo,...,u; z R™ takovych, ze pro mnozinu M, vSech feseni
soustavy A & = o plati

Z\Jg = <U1,UQ, ey ’U,k,>.

Vektory wi, us, ..., u, tvori jednu z moznych bazi linedrniho prostoru vsech feseni M.

Duikaz. Vektory wi,us,...,u, najdeme analogicky, jako jsme to udélali v piikladu 5.11. Podle po-
znamky 3.24 je pocet rovnic soustavy po eliminaci roven hod A a je roven poc¢tu nezndmych, které
mizeme z rovnic vypocitat. Ostatnich & = n — hod A neznamych x;,,x;,,...,2;, mize nabyvat libo-
volnych hodnot a zavedme pro né parametry x;, = p1,%i, = P2,...,T;, = Pr. VSechna FeSeni ziskdme
naptiklad dosazovaci metodou pouzitou na rovnice po eliminaci (za¢indme posledni rovnici a konéime
prvni). Z tohoto feSeni miZeme vytknout parametry:

(1,22, ..., Tp) =PrUL + p2tua+ -+ ppug (5.2)
a dostavame hledané vektory wi, us, ..., ux. Z uvedené rovnosti a z definice linearniho obalu 2.29 pfimo
plyne, Ze pro mnozinu vSech FeSeni plati My = (u1, us, ..., uk).
Zbyvé dokézat, ze vektory ui, us, ..., u, jsou linedrné nezdvislé. Oznac¢me uf € RF, uh € R, ...,
u), € R” ty ¢asti vektorti uy, ua, . . ., uy, které obsahuji jen slozky i1, 4z, . . . , ix. ProtoZe plati rovnost (5.2)
a také plati oznaceni z;, = p1, %, = p2,...,Ti, = Pk, dostdvame
uy = (1,0,0,...,0), wuy=1(0,1,0,...,0), ..., uj=1(0,0,0,...,1).
Toto jsou linearné nezavislé vektory. Z toho plyne, Ze jsou linedrné nezavislé i vektory wi,us, ..., uk,
protoze uj,us, ..., u) jsou jejich asti.
Zavérecné tvrzeni véty, ze vektory wi,us,...,ur tvorl bazi prostoru feseni homogenni soustavy,

plyne primo z definice baze 2.42.

5.14. Véta. Necht M je linedrni prostor vSech reSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic Ax = o
s n neznamymi. Pak dim My =n — hod A.

Dukaz. Véta je pfimym dusledkem ptedchozi véty.

5.15. Poznamka. Necht n je podet neznamjych homogenni soustavy A x = o. Pak z véty 5.14 plyne
tento dusledek:
hod A =n pak soustava ma jen nulové Feseni,

hod A < n pak soustava méa nekonecné mnoho feseni.

5.16. Poznamka. Kdyz jsme procvicovali definici linedrni zévislosti a nezavislosti (viz piiklady za
definici 2.7 a 2.9), zadani vzdy vedlo na homogenni soustavu linearnich rovnic, kterd mé vzdy aspon
nulové feseni. V prikladech $lo o to, zda soustava mé i jiné nez nulové feseni, tj. zda hodnost matice
soustavy je mensi nez pocet neznamych.

5.17. Definice. Nechf A x = b je nehomogenni soustava linedrnich rovnic o n nezndmych a v € R" je
néjaké jedno jeji feseni. Takovému feseni v fikame partikularni reseni nehomogenni soustavy.

Pokud zaménime matici b za nulovou matici stejného typu, dostavame homogenni soustavu A = o,
kterou nazyvame pridruzenou homogenni soustavou k soustavé A x = b.

5.18. Véta. (1) Necht v je partikularni feSeni nehomogenni soustavy A x = b a u je libovolné feSeni
pridruzené homogenni soustavy A x = o. Pak v + u je také feSenim soustavy A x = b.

(2) Necht v a w jsou dvé partikuldrni FeSeni nehomogenni soustavy A & = b. Pak v — w je feSenim
pridruzené homogenni soustavy A x = o.

Diikaz. Ozna¢me (stejné jako v diitkazu véty 5.10) symbolem v” jednosloupcovou matici, ktera obsahuje
slozky vektoru v. Analogicky ozna¢me u” a w?.
(1) Podle predpokladu plati A v? = b, Au? = 0. Pro soucet v + u pak plati

AT +uly=AvT +Au" =b+o=0.
(2) Podle predpokladu plati A v’ = b, Aw? = b. Pro rozdil v — w pak plati
AN —wh)=Av" —Aw' =b-b=o0.
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5.19. Véta. Necht v je partikuldrni feSeni soustavy Ax = b a My je linearni prostor vSech reseni
pridruzené homogenni soustavy A « = o. Pak pro mnozinu M vsech feseni soustavy A x = b plati

M ={v+u; ue M}

Dukaz. Z vlastnosti (1) véty 5.18 plyne, ze {v +u; u € My} C M. Staci dokdzat obracenou inkluzi.
Pokud w € M, pak podle vlastnosti (2) véty 5.18 existuje u = w—v € My, takze w € {v+u; uw € My}.
Plati tedy i obracenna inkluze.

5.20. Poznamka. Mnozinu vSech FeSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic zapisujeme vétSinou
zjednodusené jako soucet partikularniho feSeni a linedrniho prostoru vsech feSeni pridruzené homogenni
soustavy takto:

M=v+ My=v+ (uj,us,...,ug). (5.3)

Resit nehomogenni soustavu tedy znamend najit partikuldrni feseni v a dale najit k linedrné nezavislych
feSeni pfidruzené homogenni soustavy wy, us, . . ., uy (k je rovno poc¢tu nezndmych minus hodnost matice
soustavy). Vysledek je obvyklé psat ve tvaru (5.3).

5.21. Poznamka. Pii strojovém zpracovani rozsahlych soustav vétsinou jde o to najit jedno partikulérni
feSeni a bazi prostoru feseni pridruzené homogenni soustavy. Pfitom neni nutné programovat symbolické
vypocty, jako je napfiklad vytykani parametrii podle rovnosti (5.2). MiZeme na to jit jinak.

Nejprve eliminujeme rozsifenou matici soustavy na horni trojihelnikovou a rozhodneme, které
sloupce matice odpovidaji proménnym, které budeme z rovnic poc¢itat (vétsinou podle prvniho nenu-
lového prvku v kazdém Fadku). Ostatni sloupce oznaéime iy, s, . .., i jako v dikazu véty 5.13.

Necht ¢ € RF¥ je vektor hodnot feseni ve slozkach iy,is,...,i,. Volime nejprve ¢ = (0,0,...,0)
a dopocitame z rovnic ostatni slozky feSeni. Dostavame partikularni feSeni v. Dale zaménime vektor
pravych stran za nulovy vektor (pfechézime k p¥idruzené homogenni soustavé). Volime postupné

c=(1,0,...,0), ¢=(0,1,...,0), ..., c=(0,0,...,1) (5.4)

a pro kazdé takové zadani vektoru ¢ dopocitame ostatni slozky vektoru feseni. Dostavame tak postupné
vektory w1, us, ..., ur. Mnozinu vSech FeSeni pak miZzeme zapsat stejné, jako ve vzorci (5.3).

5.22. Poznamka. Na malych modelovych ptikladech (soustavy s malym poctem rovnic a neznamych)
vétsinou nemusime pouzit strojové zpracovami a mizeme feseni pocitat ,,rucné“. Pak se jevi vyhodnéjsi
zavést parametry a vytknout je (podobné jako v piikladu 5.11) a nedélat pfi vypocétu zbytecné prechody
na pfidruzenou homogenni soustavu. Oba dva pfistupy (strojovy i lidsky) si ukédzeme na nésledujicim
prikladeé.

5.23. Piiklad. Najdeme mnozinu vSech feSeni soustavy linearnich rovnic se Sesti nezndmymi:

£L'1+ (L’2+2(E3+3£IJ4+35E5+3(E6: 1

1 + X9+ w3 +3x4+ x5+ a6 = — 1

2x1 + 2x9 + 223 + 624 + 225 + 86 = 10
Eliminujeme rozsifenou matici soustavy.
112333 1 11 23 3 3 1 112333 1 112333]|1
111311{-1})~100-10-2-2|-2]~1001022| 2]~1001022]2
222628| 10 00-220-4 2 8 00000612 0000012

Nejprve ukédzeme doporuceny postup pro ,rucni pocitani“.
7 posledni rovnice budeme pocitat zg, z predposledni rovnice x3 a z prvni rovnice x;. Hodnoty
neznadmych xs, x4, x5 mohou byt libovolné. Zavedme pro né parametry zo = t, x4 = u, x5 = v.

7 posledni rovnice mame zg = 2, z predposledni rovnice x3 = 2 — 2v — 2 -2 = —2 — 2v a konec¢né
z prvni rovnice dostavame x; = 1 —¢ —2(—2 —2v) —3u —3v —3-2 = —1 —t + v — 3u. Vysledek

sumarizujeme takto:
(21,2, 23,24, 25,26) = (=1 —t + v — 3u,t, —2 — 2v,u,v,2) =
=(-1,0,-2,0,0,2) +¢(-1,1,0,0,0,0) +«(-3,0,0,1,0,0) + v (1,0, —2,0,1,0).
7Z tohoto zapisu vyplyva, ze mnozina vSech feSeni dané nehomogenni soustavy je rovna
M =(-1,0,-2,0,0,2) + <(71, 1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0),(1,0,—2,0, 1,0)>.

Vektor (—1,0,—2

,0,0,2) je partikuldrnim fesenim dané nehomogenni soustavy a vektory (—1,1,0,0,0,0),
(_37 07 07 17 0? 0)7 (1 0

,0,—2,0,1,0) tvoii bazi prostoru FeSeni pfidruzené homogenni soustavy.
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5.24. Priklad. Je déna stejnd soustava linedrnich rovnic jako v ptikladu 5.23. UkdZzeme postup reseni
vhodny pro strojové zpracovani. Po eliminaci dostavame matici

Ll
1123331
0010222
000001]2

Sipkami jsou oznaceny sloupce, které odpovidaji nezndmym s libovomymi hodnotami. Do nich budeme
dosazovat postupné hodnoty (0,0, 0) pfi daném vektoru pravych stran a dale (1,0,0), (0,1,0) a (0,0, 1)
pfi nulovém vektoru pravych stran. V prvnim pfipadé dopocitame slozky partikularniho feseni v. Vime,
ze je v = (7,0,7,0,0,7). Zbylé slozky oznadené otaznikem spocitdme z nésledujici soustavy (dosazenim
nul sloupce vyznacené Sipkami vymizi):

123]1 120]-5 100] -1
012(2|~[010[-2|~[010]-2], jetedyv=(-1,0,-2,0,0,2).
001]2 001| 2 001] 2

Nyni budeme poéitat nezndmé slozky pro u; = (?,1,7,0,0,7). Na pravé strané jsou nyni nuly, protoze
pocitame FesSeni pridruzené homogenni soustavy. Po dosazeni jednic¢ky ve druhém sloupci a prevedeni
konstant na pravou stranu rovnic dostavame nakonec na pravé strané ,minus druhy sloupec”, tj.

123 -1 120]-1 100] -1
012 o)l~fo010] 0]~[010] 0], jetedyu, =(-1,1,0,0,0,0).
001] 0 001] 0 001| 0

Vsimneme si, ze jsme vlastné fesili stejnou soustavu tii rovnic o tfech neznédmgych, jako v pfipadé vek-
toru v, jen prava strana se lisila. Podobné by to bylo i pro ostatni vektory ws,us. Je vyhodné napsat
vsechny vektory pravych stran vedle sebe za svislou ¢aru a fesit tak vSechny soustavy najednou. Pro
uplnost vyfesime znovu i v a u;.

v = (?703?307077)7 up = (?717?7();07?)7 Uy = (?,07?71703 ?)7 us = (?ao,?vovlv?)a

123|1-1-3 -3 120 -5 -1 -3 -3 100/ -1 -1-3 1
060122 0 0-2|~(010|{-2 0 0-2]~(010-2 0 0-2]{,
001{2 0 0 O 001 2 0 0 O 001} 2 0 0 O

v=(-1,0,-2,0,0,2), u1=(—1,1,0,0,0,0), wus=(—3,0,0,1,0,0), us=(1,0,—2,0,1,0),
M = (~1,0,-2,0,0,2) + {(~1,1,0,0,0,0), (—3,0,0,1,0,0), (1,0, —2,0,1,0)).

5.25. Poznamka. Jiz v tivodni kapitole o Gaussové elimina¢ni metodé jsme zminili, Ze mnozinu feseni
soustavy linedrnich rovnic neumime popsat jednozna¢nym zptisobem. Vyjimkou je pouze piipad, kdy ma
soustava jediné feseni. Vime totiz, ze kazdy netrivialni linedrni podprostor ma nekoneéné mnoho bazi a
ma-li soustava vice feSeni, pak i partikularni feseni mize kazdy zapsat jiné.

K riznym zapisim téze mnoziny feseni mizeme dospét pfi vypoctu tieba tak, zZe volime rozdilnou
skupinu neznamych, které mohou nabyvat libovolnych hodnot. I pfi stejné skupiné téchto neznamych
nas nikdo nenuti, abychom volili vychozi hodnoty pro tyto neznamé jen jednicky a nuly zptisobem, jak
bylo uvedeno v (5.4). V modelovych fesenich modelovych piikladt ze skript se muZeme setkat nékdy i
s jinymi vychozimi hodnotami volenymi tak, aby vysledek vySel bez pouziti zlomkt pouze s malymi celymi
¢isly. Tuto dovednost nebudeme v praktickych piikladech (které nejsou modelové) potiebovat, takze nas
nemusi frustrovat, ze nam vychazeji ve vysledcich zlomky. Metodu, jak ziskat vysledek za kazdou cenu
zapsany pomoci malych celych ¢isel, ve svém textu nezminuji, protoze ji nepovazuji za dulezitou.

Mtze nas ale zajimat, zda nas vysledek a vysledek, ktery tieba najdeme ve skriptech, popisuji
stejnou mnozinu feseni. Jak to pozname? Predevsim baze prostoru feseni pridruzené homogenni soustavy
musi obsahovat v obou vysledcich podle véty 2.59 stejny pocet prvkia. Ovérime jesté, ze jsou v obou
vysledcich skutecné baze, tj. ze jsou vektory popisujici prostor feseni pfidruzené homogenni soustavy
skutecné linearné nezavislé. Dale zjistime, zda oba vysledky popisuji stejny podprostor feseni pridruzené
homogenni soustavy. Jedna z moznosti, jak to zjistit, je dosadit do soustavy (jednoduseji se dosazuje do
soustavy po eliminaci) vSechny vektory provéfované béze prostoru feseni pfidruzené homogenni soustavy.
Meél by pro vSechny pripady vyjit nulovy vektor pravych stran. Pak dosadime jesté partikularni feseni a
mél by vyjit vektor pravych stran dané soustavy.
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5.26. Poznamka. Co udélame, pokud se nam dostanou do ruky dva zdpisy feSeni néjaké soustavy
linearnich rovnic, a pfitom neméame k dispozici ptivodni soustavu a nemiZeme tedy dosazovat? Jak
v tomto pripadé pozname, Ze oba zapisy popisuji stejné feseni? Jsou dany treba tyto zapisy:

?
v+<u15u27"'7uk> :w+<glﬂg27"'7gk>

Nejprve ovéfime linearni nezavislost vektord wy, us, ..., u a linearni nezavislost vektord g1, 9o, ..., gk-
Dale zjistime, zda jsou rovny linedrni obaly. Ovéfime, zda g; € (w1, us,...,ug), Vi € {1,...,k}. Jinymi
slovy je tfeba zjistit, zda g; se da zapsat jako linedrni kombinace vektor wi,us,...,ur. Tim mame
zarucenu rovnost linedrnich obalt. Diky vlastnosti (3) véty 2.64 neni tieba ovétovat u; € (g1,9g2,...,gk)-

Nakonec zjistime, zda obé partikuldrni feseni popisuji stejnou mnozinu feSeni t¥eba podle vlastnosti (2)
véty 5.18 timto testem: v — w € (uy, ug, ..., uk).

Ovétovani g; € (u1,us,...,ur), Vi € {1,...,k} vede na k soustav line- uq
arnich rovnic, coz je pomérné pracné (pokud ovSem nejsou koeficienty linedrni Us
kombinace snadno vidét diky p¥itomnosti nul ve slozkach vektort). Je proto né-
kdy vyhodnéjsi pouzit vétu 3.13. Podle této véty hodnost matice C zapsané zde
vpravo musi byt rovna k. To je postacujici pro rovnost mnozin feseni. Protoze C— Uk
pro velkd k je matice C ,prilis vysoka®“, je nékdy vyhodné misto toho pocitat o 91
hodnost matice CT. Podle véty 3.31 dostaneme stejny vysledek, ale navic Setiime 92
papirem a dal$imi kancelafskymi technologiemi. :

Gk
5.27. Priklad. Provéfime, zda mnozZina v —w

My = (1,2,—4,-1,1,2) + ((7,1,-4,-2,2,0),(~8,3,-2,2,1,0), (2, -2, -6, 1,3,0))

je rovna mnoziné M z prikladu 5.24.
Diky tomu, ze nase feSeni z ptikladu 5.24 obsahuje na pozicich 2, 4 a 5 systematicky rozmisténé nuly
a jednicky, muzeme okamzité pohledem do téchto pozic psat nasledujici koeficienty linearnich kombinaci:

77 7_4a _27 27 0 1 (_17 ]-7 Oa 07 070) -2 (_370707 ]-a 03 0) +2 (17 0? _2707 ]-? 0)7

(7.1 ) =
(-8,3,-2,2,1,0) = 3(-1,1,0,0,0,0) +2(-3,0,0,1,0,0) +1(1,0,—2,0,1,0),
(2,-2,-6,1,3,0) = -2(-1,1,0,0,0,0) + 1 (-3,0,0,1,0,0) + 3(1,0,—2,0,1,0),

(1,2,-4,-1,1,2) = (-1,0,-2,0,0,2) +2(-1,1,0,0,0,0) — 1 (-3,0,0,1,0,0) + 1 (1,0,—2,0,1,0).
Tyto rovnosti plati i v ostatnich slozkdch (nejen ve slozkach 2, 4 a 5) a muZzeme tedy prohlésit, ze
My, =M.

Pro porovnani zkusime jesté metodu pocitani hodnosti matice C z poznamky 5.26. Nejprve mu-
sime ovéfit, zda jsou vektory (7,1,—4,-2,2,0),(—8,3,—2,2,1,0),(2,—2,—6,1,3,0) linedrné nezéivislé
(napiiklad eliminaci t¥ifadkové matice obsahujici tyto vektory). Zjistime, Ze jsou linearné nezéavislé. Pak
spocitame hodnost matice C:

_1_3 (1) 1_25:; -1-3 1 7-8 2 -2
., 0 0.9 496 9 0-3 1 8-5 0 -4 -1 -317-82 -2
CcT = 01 0.2 2 1 1|~ o1 o0-2 21 1/~ 0-318-50-4
0 0-2-4-2-6 2 0 012 13-1
0 0z ls el 00 1 2 1 3-1
0 0 00 0 0 0

Je hod C = 3, takze plati M = M;.

5.28. Poznamka. Je-li A ¢tvercova matice, pak je vyhodné pii feSeni soustavy A @ = b spocitat det A.

Pro det A # 0 je hod A rovna poctu neznamych, tj. matice A je regularni a soustava ma jediné
feseni. Podle véty 4.37 existuje inverzni matice, takze po vynasobeni rovnosti A & = b inverzni matici
A1 zleva mame okamzité feseni této soustavy & = A~ b. Navic mizeme pouzit pro zjisténi jednotlivych
slozek FeSeni tzv. Cramerovo pravidlo (viz nasledujici vétu).

Pro det A = 0 je hod A mensi nez pocet nezndmych. Pokud ma tato soustava podle Frobeniovy
véty 5.4 TeSeni, pak po eliminaci a odstranéni nulovych fadkt dostavame soustavu, kterd uz nema ctver-
covou matici. V tomto pripadé nezbyva nic jiného, nez pouzit postup pro nalezeni vSech feseni, ktery byl
jiz vylozen drive.
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Linedrni algebra 5. Soustavy linedrnich rovnic

5.29. Véta (Cramerovo pravidlo). Necht A je regularni ¢tvercovd matice. Pak pro i-tou slozku feSeni

soustavy A & = b plati
det Bi

o = ,
" det A
kde matice B; je shodna s matici A az na i-ty sloupec, ktery je zaménén za sloupec pravych stran.

Diikaz. Vime, ze plati @ = A~! b. Podle ditkazu véty 4.37 o existenci inverzni matice plati

D;; . . ..
At =(ci;) = (detLA) . kde D, ; je matice dopliikt k matici A.

Necht b; jsou slozky sloupce b. Podle definice maticového nasobeni je

1 det B;
=S¢ Dyiby+ Dyibyt - Dib): a3
§ ;Cj ZcletA 5= Geora (Duibit Dagbytoo Dyibi) = 3 on

V posledni rovnosti jsme vyuzili vétu o rozvoji determinantu matice B; podle ¢-tého sloupce, viz po-
znamku 4.33.

5.30. Priklad. Pfi feSeni soustavy

123 T 10
345 o | = | 11
568 T3 12
pouZijeme Cramerovo pravidlo. Dostavame:
11023 11103 11210 1 2 3
=51l 4 5 ap=13 11 5|, w3=-3 4 11|, kdeD=|3 4 5
12 6 8 5 12 8 5 6 12 5 6 8
Vypoditanim ¢tyf determinantd z uvedenych matic typu (3,3) dostavame vysledek
18 -19 19 0 19
xry = _2 —9, 1'2:_72:?, $3:?2:0, (5U171'2,173): <_97270>

5.31. Poznamka. Cramerovo pravidlo se nejevi pro vypocet feSeni soustavy s regularni matici prilis
ucelné. Potfebujeme spocitat n + 1 determinantii matic typu (n,n), coz je pro velkd n naroénéjsi, nez
spocitat inverzni matici elimina¢ni metodou. Vyhodna muiize byt tato metoda pouze tehdy, kdyz nepo-
tfebujeme znat vsechny slozky fesSeni, ale jen nékteré. Napiiklad muzeme mit néjaky fyzikalni model
vyjadieny rozséhlou soustavou linedrnich rovnic, pfi¢emz z mnoha stovek vystupnich veli¢in (tj. slozek
FeSeni) nds zajima jen pér.

5.32. Priklad. Budeme resit soustavu linedrnich rovnic

T+ py+ z = 1
r+2y+ z = —1
y+pz= -1

Rozlisime rizné mnoziny feseni této soustavy podle hodnot redlného parametru p.
Determinant matice soustavy je roven D = p (2 — p), takZe pro p # 0 a p # 2 je matice soustavy
regularni a soustava ma jediné feseni. Naptiklad Cramerovym pravidlem zjistime toto FeSeni:

R I L B T 2 |t 1 1
-1 1 p b 0 -1 p| P~ 01 -1 P

Pro p = 0 a p = 2 musime fesit soustavu individualneé.

101 1 101l 1 piiz=t, vychaziy =—-1, 2 =1—¢,

p=0: 121 -1 ~<010_1), tj. (z,y,2) = (1—t,—1,t) = (1,—-1,0) + t(—1,0,1),
010] -1 mnozina feSeni: M = (1,—1,0)+< -1,0,1) >
L2111 121 1

p=2: 121]-1|~ , podle Frobeniovy véty soustava pro p = 2 nema feSeni.
012 -1 (0 00 —1)

o7
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5.33. Poznamka. Existuje jesté jeden pfistup, jak lze hledat bazi prostoru feseni homogenni soustavy. Dodatky
Tento pristup se muze hodit pii strojovém zpracovani a opira se o nasledujici vétu. k resent
soustav
5.34. Véta. Necht homogenni soustava linedrnich rovnic Az = o ma matici soustavy ve tvaru
A = (E[C),

kde E je jednotkova matice typu (m,m) a C je libovolnd matice typu (m, k). Pak existuje baze Feseni
této soustavy by, bo, ..., by, kterd mé tvar:

b1
bo
: = (_CT|E/)5

b
kde E’ je jednotkova matice typu (k, k).
Dukaz. Nejprve prekontrolujeme rozméry matic. Necht pocet nezndmych soustavy je n, takZze matice
soustavy A je typu (m,n). Pocet sloupcii n této matice se sklada z m sloupcii (matice E) a & sloupctt
(matice C). Je tedy n = m + k. Dimenze prostoru feSeni je podle véty 5.14 rovna poctu neznadmych
minus hod A, coz je n—m = k. To sedi. Skuteéné matice B = (—CT|E’) m4 k tadkt a tyto jsou linearné
nezavislé (diky matici E’). Matice B tedy muzZe obsahovat fadky béze prostoru feSeni. Staci jen ovéfit,
7e kazdy fadek matice B fesi soustavu Az = o. Tj. stadi ovéfit, ze A - BT = O, kde O je nulové matice
typu (m, k):
-C
El

A BT = (E|C)- ( ) =E.-(-C)+C-E'=-C+C=0.

5.35. Poznamka. Tato véta ndm umozZnuje rovnou napsat bazi feSeni homogenni soustavy, pokud je
matice soustavy v uvedeném tvaru. Dokonce, pokud matice soustavy neni v uvedeném tvaru, je nékdy
mozné ji eliminaci do tohoto tvaru pfevést, tj. ekvivalentni soustava mtize mit tento tvar. Pokud ani
ekvivalentni soustava nema tento tvar, da se prohozenim poradi nezndmych dospét k pozadovanému tvaru
matice soustavy. V takovém pfipadé je ovsem nutné pred zapsanim baze prostoru feseni prohodit sloupce
matice B = (—CT|E’) zpét. Misto dlouhého vysvétlovani ukdzeme pouziti véty na nasem piikladu 5.23,
ovSem budeme Tesit jen pridruzenou homogenni soustavu.

5.36. Priklad. Najdeme bazi prostoru feSeni soustavy z ptikladu 5.11. Eliminujeme matici soustavy:
112333 11 23 3 3 112333 112333
111311} ~100-10-2-2|~]1001022]|~[001022
222628 00-20-4 2 000006 000001

Eliminujeme déale zpétnym chodem, abychom ve sloupcich 1, 3 a 6 dostali jednotkové vektory:

112333 112330 1103-10
001022 ~(001020)~(0O01O0 20
000001 000001 0000 01

Prohodime druhy sloupec s tfetim a posledni sloupec s novym t¥etim (ménime pofadi proménnych)

1003-11
0100 20
0010 00O

a dostavame matici podle predpokladu véty 5.34. Bazi feSeni soustavy s takovou matici mizeme podle
této véty zapsat do matice, kde kazdy radek obsahuje jeden bazicky vektor:

-3 00100
1-2 0010
-1 00001

Zpétné prehodime posledni sloupec s tfetim a druhy s novym tfetim a dostdvame matici, obsahujici (po
fadcich) bazi feseni ptvodni soustavy

-3 0 0100
1 0-2010
-11 0000
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5.37. Poznamka. Doc. Krajnik ve svych skriptech o maticich [14] hned z kraje uvadi jednoduchy
postieh, ktery, kdyz si uvédomime, mizeme mit zivot s linearni algebrou snadnéjsi. Ndsobime-li matice
A - X = B, pak sloupce matice B obsahuji vysledky ndsobeni A - odpovidajici sloupec matice X.
Uvazujme maticovou rovnost AX = B, ve které jsou dany matice A a B a hleddme matici X.
Ozna¢me B = (b],...,b]), tj. matice ma k sloupcii. Stejny pocet sloupcit musi mit matice X (jinak by
rovnost nemohla platit), takze X = (x7,... :c{) Hledani matice X pak prechazi v hledani jejich sloupci
x1,...,x tak, ze museji byt splnény soucasné tyto soustavy nehomogennich linedrnich rovnic:

T _ 3T T _ 3T T _ 3T
Az =b, A-x;=0b, ..., A-x;, =b.

Vsechny tyto soustavy maji stejnou matici soustavy a jejich rozsitené matice soustav je mozné eliminovat
spole¢né:
(AB) ~ (A1]|B1).

Tyto dveé soustavy soustav AX = B a A;X = B; jsou ekvivalentni, tj. maji stejnou mnozinu feseni, pro-
toze matice jedné soustavy vznikla z matice druhé soustavy eliminaci. VSechny soustavy maji spolecnou
pridruzenou homogenni soustavu, takze jeji mnozinu feseni je mozné hledat jen jednou. K jednotlivym
vektorim pravych stran pak hleddme jen odpovidajici partikularni feseni.

5.38. P¥iklad. ReSme maticovou rovnost

112333 2433
111311)]-X=(12213
222628 12314
Soustavu soustav feSime eliminaci:
1123332433 11233 3243 3 112333 2 4 3 3
11131112213 )]~(00102 2/0220|~1001022 0 22 0
2226281234 00 204-2]36 32 000006| -3 -2 1 -2

Pridruzenou homogenni soustavu zname uz z predchozich prikladd, takze vime, ze jeji prostor feseni ma
bazi {(-1,1,0,0,0,0),(-3,0,0,1,0,0),(1,0,—2,0,1,0)}. Partikuldrni feseni budeme hledat pro kazdy
sloupec pravych stran zvlast. Pocitat budeme posledni, tieti a prvni slozku, v ostatnich pfedpokla-
dame nuly. Pro sloupec (2,0, —3)7 méme feseni (%,0, 1,0,0, —%), pro sloupec (4,2, —2)7 méme fesent
(—%, 0, %, 0,0, —%), pro sloupec (3,2,1)7 mame feseni (—%, 0, %, 0,0, %) a konecné pro sloupec (3,0, —2)T
méame Feseni (%,07 %,0,0, —%) Zapiseme-li tato feseni do sloupcti vedle sebe, mdme jedno z moznych
feSeni pro hledanou matici X. Kdyz k této matici pricteme matici, kterda bude mit ¢tyri stejné sloupce
tvaru o (—1,1,0,0,0,0)7 +3(-3,0,0,1,0,0) ++(1,0,-2,0,1,0)7, o, 8,7 € R, dostavame zapis obecnd
vSech matic X, které vyhovuji zadané maticové rovnici.

5.39. Véta. Nechf A je regularni matice a B je libovolna matice se stejnym poctem radkii. Rovnost
A - X = B je ekvivalentni s (A|B) ~ (E|X).

Dukaz. Protoze A je regularni, ma soustava soustav AX = B jediné treSeni. Eliminujme rozsifenou

matici této soustavy soustav:
(A[B) ~ (EIX).

Rozsitend matice (E|X) obsahuje vpravo od ¢ary Feseni ptivodni soustavy soustav AX = B pravé tehdy,
kdyz (E|X) vznikla eliminaci z ptivodni rozsifené matice (A|B).

5.40. Poznamka. Podobnym postupem mtizeme snadno obhajit zndmou metodu vypoctu inverzni ma-
tice (A|E) ~ (E|A™1). Vpravo od E méme feSeni soustavy soustav AX = E, tj. mame tam inverzni
matici.

5.41. Poznamka. Maticovou rovnici XA = B (pfi danych maticich A, B) bychom fesili napiiklad tak,
Ze transponujeme obé strany rovnosti. Tim dostdavame AT - X7 = BT a problém je pieveden na tvar, se
kterym uz si vime rady.

5.42. Poznamka. Dikaz véty 6.31 (v nasledujici kapitole) 1ze preformulovat pomoci zde uvedené mys-
lenky soustavy soustav. To si dovolim pfenechat ¢tenafi. Je to velmi nézorné.
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6. Vice o linearnich prostorech kone¢né dimenze

6.1. Poznamka. V nékterych uéebnicich, napf. [7], se linedrnim prostoriim konecné dimenze ¥ika vek-
torové prostory. V jinych uéebnicich, napf. [5], se pod pojmem vektorovy prostor mysli obecny linedrni
prostor tfeba i nekonec¢né dimenze. Vzhledem k této terminologické nejednoté nebudeme vilbec pojem
vektorovy prostor pouzivat a budeme radéji zdlouhavé mluvit o linearnich prostorech kone¢né dimenze.

6.2. Poznamka. Hlavnim cilem této kapitoly je definice pojmu soufadnice vektoru vzhledem k béazi a
pojem matice prechodu. Nez se do toho pustime, zminime jesté jednu vétu o dimenzi priniku a sjednoceni
podprostori. Véta 1.22 ndm tika, ze sjednoceni dvou podprostorid nemusi byt linedrni prostor. Je proto
vyhodné formulovat nasledujici definici.

6.3. Definice. Necht L je linedrni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Mnozinu (M U N) nazyvame
spojenim podprostori M a N a znac¢ime M V N.

6.4. Poznamka. Podle véty 2.38 je M V N nejmensi podprostor, ktery obsahuje vSechny prvky z M i
N dohromady.

6.5. Véta. Necht L je linedrni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Pro podprostor M V N plati:
MVN={y+z yeM,zc N}

Dukaz. Je-lix € {y+2z; y € M,z € N}, tj. « se di rozepsat na soucet prvku z M a prvku z N, pak podle
definice linearniho obalu je € (MUN) = MV N. To dokazuje inkluzi {y+z; y € M,z € N} C MVN.

Je-lix € MV N = (MUN), pak podle definice linedrniho obalu existuje koneéné mnoho prvki z M
a konecné mnoho prvki z N takovych, ze x je linearni kombinaci téchto prvkit. Tuto linedrni kombinaci
rozdélime na soucet ndsobkl prvki z M a soucet ndsobkid ostatnich prvki (tedy prvkd z N). Prvni
soucet ozna¢ime y a druhy z. Protoze M a N jsou podprostory, je podle véty 2.37 (M) = M, (N) = N,
takze linearni kombinace prvka z M lezi v M a podobné pro N. Mame tedy y € M, z € N. Protoze
r=y+zjexc{y+z yec M zec N} Todokazuje obracenou inkluzi.

6.6. Véta. Necht L je linedrni prostor koneéné dimenze, M a N jsou jeho podprostory. Pak

dim M + dim N = dim(M N N) 4+ dim(M V N).
Dukaz (pro hloubavé ¢tenédre). Necht dim M = m, dim N = n, dim(M N N) = k. Nechf by, b, ..., by je
béaze podprostoru M N N. Vzhledem k tomu, ze M NN C M, lze linearné nezavislé vektory by, bs, ..., by

doplnit o dalsi prvky, aby dohromady tvotily bazi v M. Viz vétu 2.51. Podobné lze doplnit by, by, ..., by
o dalsi prvky, aby tvoftily bazi v N. Mame tedy

baze M N N: {b1,bs,..., by},

baze M: {bl,bg,...,bk,ck+1,...,cm}7
baze N: {b1;b2a---vbk;korlw--;dn}-
Za této situace je mnozina B = {by,ba,...,bg,Crt1,.- . Cm,dit1,--.,dn} bézi podprostoru M V N.

Zdtuvodnime proc.

Ukézeme nejdiive, ze (B) = M V N. Protoze B C M UN, je (B) C (M UN) = M V N. Nyni
ukazeme obréacenou inkluzi. Je-li @ € M V N, pak podle véty 6.5 existuji vektory y € M a z €¢ N
takové, ze x* = y + z. Vektor y lze zapsat jako linedrni kombinaci prvkt baze M a vektor z jako linedrni
kombinaci prvkd baze N. Proto je vektor x linedrni kombinaci prvkt mnoziny B a méme dokazanu
obrécenou inkluzi M v N C (B).

Nyni ukéZzeme, Ze B je linedrné nezavisld mnozina. Mnozina {b1, b, ..., by, Crt1, ..., Cn } je linedrné
nezavisla, protoze je bézi prostoru M. MnoZina {dgy1,...,d,} je také linedrné nezévisla, protoze je
podmnozinou baze prostoru N. Navic pro vSechny prvky d;, i € {k + 1,...,n} plati, Ze nelezi v M,
tedy d; & (b1,ba, ..., bk, Cri1,...,Cp). PHidanim téchto prvka k vektortm by, bo, ..., bk, Chy1, ... Cm
zlistava rozsifend mnozina podle véty 2.39 linedrné nezavisla.

Protoze B je bazi M V N a je vidét, ze B md m + n — k prvkd, je dim(M V N) = m +n — k.
Dokazované rovnost nyni plyne z toho, ze plati m +n =k + (m +n — k).
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Linedrni algebra 6. Vice o linedrnich prostorech konecné dimenze

6.7. Piiklad. Jsou dany linedrni podprostory M a N linedrniho prostoru R® pomoci linedrnich obali:
M ={(1,2,0,1,1),(1,3,1,3,4),(3,5,2,4,5)),
N = <(1, 1,3,4,3),(1,0,2,2,0),(2,1,3,2,3), (0, 1,2,4,3)>.

Najdeme béazi a dimenzi prostora M, N, MNN a MV N.

Podle véty 3.13 zachovava Gaussova eliminacni metoda linearni obal fadkt matice, takze budeme
eliminovat nasledujici matice:

12011 1 2011 12011
M : 13134 ~10 1123 ~101123],
35245 0-1212 00335
11343 1 1 3 4 3 11343
N ro220f 10-1-1-2-3] (01123} (1)}:;);13
' 21323 0-1-3 -6 -3 00240 00120
01243 0 1 2 4 00120

Podle véty 3.22 jsou fadky matic zapsanych nejvice vpravo linedrné nezavislé. Linearni obal téchto radku
zistal zachovan a je roven M, respektive N. Mame tedy:

béze M:  {(1,2,0,1,1),(0,1,1,2,3),(0,0,3,3,5)}, dimM =3,
baze N:  {(1,1,3,4,3),(0,1,1,2,3),(0,0,1,2,0)}, dim N = 3.
Vzhledem k tomu, ze t¥i vektory, kterymi je zadan podprostor M, jsou linearné nezavislé, mizeme zapsat
i jinou bézi M: {(1,2,0,1,1),(1,3,1,3,4),(3,5,2,4,5)}. Vektory, kterymi je zaddn podprostor N jsou
linearné zavislé, takze netvori bazi.
Plati M V N = (M U N) = (baze M U baze N), takze bazi tohoto podprostoru najdeme eliminaci
nasledujici matice:

12011
1 2011 12011 120 11

01123 120 11
0 1123 01123 011 23

00335 011 23

MV N : ~10 0335 ~]100335|~]1003 35|~ ,

11343 003 35
0-1332 00455 000-35

01123 000-35
0 0120 00120 000-35

00120

béze M V N : {(1,2,0, 1,1),(0,1,1,2,3),(0,0,3,3,5), (0,0,0, —3,5)}, dim(M VvV N) = 4.
Podle véty 6.6 mame okamzité dimenzi praniku:
dim(MNN)=dimM +dimN —dim(MVN)=3+3—-4=2,

bohuzel nalezeni baze pruniku da jesté trochu prace. Vektory spolecné obéma podprostorim musi jit
zapsat jako linearni kombinace baze M i linearni kombinace baze N:

(1,2,0,1,1) + 8(0,1,1,2,3) +7(0,0,3,3,5) = a (1,1,3,4,3) + 5(0,1,1,2,3) + ¢(0,0,1,2,0). (6.1)

7 tohoto pozadavku nam vychézi soustava péti rovnic o Sesti nezndmych «, (3,7, a,b, c. Eliminujeme
matici této homogenni soustavy.

00-1 0 O 0-1 0 O

1 10
2 10-1-1 0 010 1-1 0 (1)(1)8_}7(1)8
013-3-1-1]~]013-3-1-1]~-~ 00 3 -4 0-1
1 2 3—-4-2-2 0 2 3-3-2-2 000 1 0 1
1 35-3-3 0 03 5-2-3 0
Volime b = t, ¢ = u, pak vychazi a = —u. Ostatni hodnoty proménnych nemusime pocitat a vratime se

k pravé strané rovnosti (6.1). Vektory, které jsou spole¢né obéma prostoriim, museji tedy spliiovat:
—u(1,1,3,4,3)+¢(0,1,1,2,3) + 1 (0,0,1,2,0) = £(0,1,1,2,3) + u(—1,—1,-2,—-2, —3).

Je tedy M NN = ((0,1,1,2,3),(1,1,2,2,3)) a tyto dva vektory tvoii jednu z moznjch bazi linearniho
prostoru M NN. Ze priinik obsahuje vektor (0, 1, 1,2, 3) nas nepiekvapi, protoze tento vektor byl souc¢asti
obou bazi podprostori M i N. Soustavu jsme pocitali jen kvili tomu, abychom nasli ten druhy vektor.
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6.8. Definice. Necht B = {by,bs,...,b,} je baze linedrniho prostoru L. Zalezi-li ndm na pofadi prvki
baze by, bs, ..., b, (tj. poZzadujeme, aby b; byl prvni prvek baze, by druhy prvek atd.), pak mluvime
o usporadané bazi. Usporadand baze je tedy usporadana n-tice prvki baze, tj. (by, ba, ..., b,). Skutecnost,
Ze baze B je uspofddand, budeme vyznacovat symbolem (B).

6.9. Poznamka. Uspofadanou bazi mame definovanu jen pro linedrni prostory koneéné dimenze. Ackoli
tedy v dalsim textu nebude tato skute¢nost vyslovné uvedena, vsude tam, kde se mluvi o usporadanych
bazich, mame na mysli linearni prostor kone¢né dimenze.

6.10. Definice. Necht (B) = (by,bs,...,b,) je uspofddand baze linedrniho prostoru L a x € L je
libovolny vektor. Usporadanou n-tici realnych ¢isel (aq, ao, ..., a,) nazyvame souradnicemi vektoru x
vzhledem k usporadané bazi (B), pokud plati

w:a1b1+a2b2+---—|—anbn.

Skutecnost, ze (aq,aqq,...,q,) jsou soufadnice vektoru x vzhledem k uspofddané bazi (B) budeme
zapisovat takto:

xr = (al,ag,...,an)(B).

6.11. Poznamka. Necht B je baze linearniho prostoru L. Protoze (B) = L, je kazdy prvek « linedrni
kombinaci prvkil baze a tudiz kazdy prvek & m4 né&jaké souradnice vzhledem k uspotddané bézi (B).
Nisledujici véta ukazuje, ze jsou tyto soufadnice uréeny uspotrddanou bazi (B) jednoznacné.

6.12. Véta. Necht (B) je uspofddand béaze linearniho porostoru L. Pak pro kazdy prvek = € L jsou
soutadnice x vzhledem k bézi (B) uréeny jednoznac¢né.

Diikaz. Oznacme (B) = (b1,ba,...,by). Necht = (o, a2, ..., 00) () = (b1, 52, .., Bn) (). Ukdzeme,
Ze pak je a; = (3, Vi € {1,...,n}. Podle definice 6.10 je

T=oa1by+arby+ -+ ay by, T=01by+ FBaby+ -+ By by
Odecétenim téchto rovnosti dostavame
r—x=0= (a1 —f1)b+ (az —PB2)ba+ -+ (y, — ) by.

Protoze vektory baze by, b, ..., b, jsou linedrné nezavislé, pouze trividlni linedrni kombinace muze byt
rovna nulovému vektoru. Vsechny koeficienty uvedené linearni kombinace museji tedy byt rovny nule.
Tim dostavame «; = f;, Vi € {1,...,n}.

6.13. Véta. Necht (B) = (b1, ba, ..., by,) je usporadand baze linedrniho prostoru L. Pak pro kazdy prvek
acR" a=(a1,a,...,a,), existuje x € L takovy, ze = (a1, a2, ..., 0n)(B)-

Dukaz. Staci volit € = a1 by + aa by + -+ -+, by,

6.14. Poznamka. Necht L je blize neuréeny linearni prostor, dim L = n. Soutadnice vektoru vzhledem
k usporadané bazi ndm podle pravé dokazanych vét umoznuje jednoznac¢né podchytit kazdy vektor € L
pomoci usporddané n-tice redlnych ¢isel. Presnéji, pfi pevné volené usporddané béazi (B) existuje ke
kazdému prvku & € L jednoznacné urcend usporadand n-tice a € R”, kterd tvori souradnice tohoto
vektoru vzhledem k bazi (B) a naopak.

Vyznam pojmu soutadnice vzhledem k bézi je tedy v tom, ze stac¢i v libovolném linedrnim prostoru
konec¢né dimenze (napiiklad polynomii nejvyse k-tého stupné, matic, ...) stanovit jednu uspofddanou
bazi a pak popsat kazdy takovy prvek uspordadanou n-tici redlnych ¢isel.

V nésledujici kapitole o linearnich zobrazenich ukézeme, ze zobrazeni z L na R"™, které pfirazuje
kazdému prvku z L jeho soufadnice vzhledem k pevné zvolené usporadané bazi, je tzv. izomorfismus. To
znamend, ze veskeré vlastnosti linearity (soucty, nésobky, linearni zavislosti a nezavislosti, podprostory,
linedrni obaly atd.) se timto zobrazenim ,pfenaseji“ z prostoru L na divérné znadmy linedrni prostor R".
Staci tedy tyto vlastnosti studovat v R" a vysledky pfipadné ,zpétné prenést* pomoci inverzniho zob-
razeni do L.
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Linedrni algebra 6. Vice o linedrnich prostorech konecné dimenze

6.15. Priklad. Necht L je linedrni prostor polynomt nejvyse tietiho stupné. Najdeme souradnice poly-
nomu p € L, p(x) = 22% 4+ ? — 3z vzhledem k uspoiéddané bazi (B) = (z+ 1,z — 1, (z + 1)?, (z + 1)3).

Nevérici Tomasové by nejprve méli ovérit, zda je B skutecné bazi linearniho prostoru L, tj. zda plati
vlastnosti (1) a (2) z definice 2.42. Polozili by nésledujici linedrni kombinaci rovnu nulovému polynomu:

alz+D)+BE-D)+y@@+1)?+5(x+1)> =82 + (v +30) 2° + (a+ B+ 2y +38)x+a—B+y+5 =0
a zkoumali by, za jakych okolnosti lze rovnost splnit. Polynom je nulovy jen tehdy, kdyz jsou nulové
vSechny jeho koeficienty, coZ vede na homogenni soustavu ¢tyf rovnic o neznamych «, (3,v,d. Tu by
Tomasové vyresili, zjistili by, Ze ma pouze nulové feseni, a proto jsou dané polynomy z mnoziny B
linedrné nezévislé. Déle by Tomésové pouzili vlastnost (3) véty 2.64 a prohlésili, Zze kdyz mnozina B
je linedrné nezavisla a obsahuje stejny pocet vektorti, jako je dimenze prostoru (podle piikladu 2.48 je
dim L = 4), pak musi (B) = L. Tim by zjistili, Ze B je baze linearniho prostoru L.

Nyni najdeme soufadnice polynomu p vzhledem k bazi (B). Podle definice 6.10 ma pro soufadnice
(o, B,7,9) platit

208 + 2% 3z =a(z+ 1)+ B —1)+y(x+1)?+6(x+1)3
po tpravé: 22° + 2% -3z =62+ (v +30)2? + (a+B+2v+30)x+a— [+ +6.

Po porovnani jednotlivych koeficientt u polynomu na levé a pravé strané rovnosti dostavame soustavu
rovnic

a—-03+ v+ 6= 0
a+pB+2y+30 = -3
y+30 = 1

0= 2

Soustava mé jediné feseni a = 2,3 = —1,7 = —5,0 = 2. Zapiseme vysledek: p = (2, -1, —5,2)(p).

6.16. Priklad. Uvazujme stejny linearni prostor L jako v predchozim piikladé a v ném stejny polynom
p € L, p(x) = 22® + 2% — 3. Vzhledem ke standardni uspofadané bazi By = (1,z, 2%, 2%) méa polynom
soufadnice shodné se svymi koeficienty, tedy

p= (Oa -3,1, 2)(30)-
Plati totiz p(z) =0-1+4 (=3) -z + 1 2% + 2 - a3.

6.17. Poznamka. Predchozi dva pfiklady ilustruji skuteénost, Ze souradnice vektoru vzhledem k uspo-
rfadané bazi jsou zavislé na volbé usporadané baze. Budeme se setkavat s tilohou, kdy jsou dény dvé
rizné usporadané baze stejného linedrniho prostoru a budeme znat souradnice néjakého vektoru vzhle-
dem k jedné bazi. Bude potieba najit souradnice téhoz vektoru vzhledem ke druhé bazi. K tomu slouzi
tzv. matice prechodu.

6.18. Definice. Necht (B) = (b1, bs,...,b,) a (C) = (¢1, €2, .., ¢,) jsou dvé usporddané baze stejného
linearniho prostoru L. Matici A, ktera spliiuje maticovou rovnost
(b1,ba,...,b,) A= (c1,c2,...,¢p) (6.2)
nazyvame matici prechodu od usporadané bdaze (B) k uspordadané bazi (C'). Na defini¢éni rovnost (6.2) se
divdme jako na soucin jednofadkové matice vektori (by, ba, ..., b,) s matici A redlnych ¢isel typu (n,n),
ktery se ma rovnat jednotddkové matici vektori (¢, €a,. .., Cy).
Matici pfechodu od baze (B) k bazi (C) budeme ¢asto pro nazornost oznacovat A (g c).

6.19. Véta. Pro kazdé dvé usporddané baze stejného linedrniho prostoru (B) a (C) existuje pravé jedna
regularni matice prechodu A (g ¢).

Dukaz. Podle definice maticového soucinu a podle (6.2) je
cir=a11b +az1bs+ - +ay1by,

kde ai1,a2.1,...,a,,1 jsou prvky prvniho sloupce matice A (g ). Prvni sloupec matice tedy obsahuje
soufadnice vektoru ¢; vzhledem k bézi (B). Podobna vlastnost plati pro ostatni vektory ¢;, tedy i-ty
sloupec matice A (g ) obsahuje soufadnice vektoru ¢; vzhledem k bazi (B). To je navod, jak sestrojit
hledanou matici. Matice tedy existuje a sloupce této matice jsou podle véty 6.12 urceny jednoznacné.

Ukazeme jesté, Ze matice A(p ¢ je regularni matice. Sloupce této matice museji byt linedrné neza-
vislé, protoze tyto sloupce jsou ndsobeny stejnou jednorddkovou matici (by, bs, ..., b,), a pfitom timto
nasobenim maji vzniknout linedrné nezavislé vektory ci, ¢, ..., c,. Protoze jsou sloupce matice A (g ¢
linearné nezavislé, tj. hod A(TBC) = hod A(p,c) = n, je matice piechodu regularni.
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Linedrni algebra 6. Vice o linedrnich prostorech konecné dimenze

6.20. Poznamka. Transponujeme-li obé strany rovnosti (6.2), dostavame maticovou rovnost
b ¢
T . .
Aoy =1 : )
b, cn,

se kterou se muzeme setkat v nékterych ucebnicich jako defini¢ni rovnosti pro matici pfechodu. Vsimnéme
si, Ze se zde pracuje s matici transponovanou k matici prechodu. Néktefi autori proto definuji misto matice
prechodu podle definice 6.18 matici k ni transponovanou.

6.21. Véta. Je-li A matice prechodu od béze (B) k béazi (C), pak A~! je matice prechodu od béaze (C)
k bazi (B).

Diikaz. Plyne rovnou vynasobenim rovnosti (6.2) matici A~! zprava.
6.22. Priklad. Nechf L je linedrni prostor polynomt z ptikladt 6.15 a 6.16. Pfipometime usporadané

béze z téchto prikladi: (B) = (z + 1,z — 1, (z + 1)%, (z + 1)), (Boy) = (1,,2?% 2%). Pak jsme schopni
podle definice 6.18 rovnou zapsat jednotlivé sloupce matice piechodu od béze (By) k bazi (B):

1-1 11
9 3 1 1 2 3 2 3
Laa®a®) | o o ] 5| =E+the-LE+D%@+1)7).
0 001

Pokud bychom chtéli najit matici pfechodu od béaze (B) k bazi (By), neni pfimé zapsani slozek jed-
notlivych sloupct tak jednoduché. Pouzijeme proto vétu 6.21 a budeme pocitat inverzni matici k pravé
sestrojené matici:

1-1 1 1/1000 1000 5 3 -5 3
1 12 3[0100 oi1o00(-% -4 14
0 013/0010|] ]loo10] 00 1-3
000 1]0001 0001 0 0 0 1

ZapiSeme jesté jednou obé matice pfechodu od béze (By) k (B) a od béaze (B) k (By):

11 _3 5

bl R
1123 3 3 7% 3

Amm =19 o1 3] AEm=| 5 o ] 3
000 1 00 o0 1

6.23. Véta. Necht (B) a (C) jsou dvé usporadané baze linerniho prostoru L, A (g ¢ je matice prechodu
od (B) k (C). Pak pro soufadnice kazdého vektoru x € L, x = (z1,%2,...,Zn)(B) = (Y1,¥2,- -+ Yn)(C)
plati
Y1 Z1
Aoy | 1= |- (6.3)

Yn Tn

Dukaz. Véta je dusledkem véty o maticich linedarniho zobrazeni. Dukaz proto odlozime do nasledujici
kapitoly. Viz poznamku 7.58 v kapitole o linearnich zobrazenich.

6.24. Poznamka. Vzorec (6.3) si lze pamatovat takto:

souradnice souradnice
Aoy | vzhledem | = | vzhledem
k bézi (C) k bazi (B)

Vidime, ze matice pfechodu od (B) k (C) umoziiuje poc¢itat maticovym nésobenim soufadnice vzhledem
k bazi (B), pokud zndme soufadnice vzhledem k bézi (C). Matice pfechodu tedy pfevadi soufadnice
presné obracené, nez by vyplyvalo z jejiho nazvu.
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Linedrni algebra 6. Vice o linedrnich prostorech konecné dimenze

6.25. Priklad. Vratme se k bazim (B) = (z + 1,z — 1,(z + 1)%,(z + 1)3) a (By) = (1,,2% 2%)
z predchoziho pifkladu. Polynom p € L, p(z) = 223 + 22 — 32z ma podle piikladu 6.16 soufadnice
p = (0,-3,1,2)(p,). Uvazujme jesté polynom ¢ € L dany vzorcem q(z) = 2% + 5, Yz € R. Polynom ¢
mé tedy soufadnice ¢ = (5,0, 1,0)(p,)-

Za pouziti matice pfechodu najdeme soufadnice polynomt p a g vzhledem k bazi (B).

Matici pfechodu A (g g,y jsme spocitali v piikladu 6.22. Nyni pouzijeme vzorec (6.3):

1 1 3 5 1 1 3 5
2 2 2 3 0 ) 2 2 2 3 5 1
1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 72 3 -3 _ -1 3 2 72 32 Of_| -3
00 1-3 1 =5 [’ 0 0 1-3 1 1
00 0 1 2 2 00 0 1 0 0

Mame tedy vysledek: p = (2, =1, =5,2)(p),q = (1,-3,1,0)(p).

6.26. Poznamka. Vsimneme si, Ze jsme soufadnice polynomu p vzhledem k bézi (B) spocitali uz
v piikladu 6.15 bez pouziti matice prechodu. Stac¢ilo nam rozepsat definici soufadnic vzhledem k bazi.

Pokud potiebujeme zjistit souradnice jediného vektoru vzhledem k néjaké bazi, pak je zfejmé tcel-
néjsi pouzit definici pojmu souradnice vzhledem k bézi a maticemi prechodu si zbyteéné nekomplikovat
zivot. Jakmile ale budeme potfebovat prevadét souradnice vétsiho mnozstvi vektort, pak se vyplati najit
odpovidajici matici prechodu.

V piikladu 6.15 jsme vlastné nevédomky pouzili matici pfechodu A g, ). Byla to matice soustavy
linearnich rovnic, pro kterou jsme hledali feseni.

6.27. Véta. Nechf A (p ¢ je matice pfechodu od béaze (B) k béazi (C') a A p) je matice pfechodu od
baze (C') k béazi (D). Pak pro matici pfechodu A g py od béaze (B) k bazi (D) plati

A,p) = A,c) Ac,p):

Diikaz. Podle definice matice pfechodu 6.18 je (B) - A,y = (C), (C) - A(c,py = (D). Vynasobime-li
prvni rovnost matici A ¢ py zprava, dostavame

(B) Ao Awp) =(C)-Ac,p) = (D).
6.28. Poznamka. Na zavér této kapitoly se pokusime ukdzat metodu, jak sestavit matici prechodu,
jsou-li ddny usporddané baze (B) a (C) v R™. Nejprve si vSimneme, jaka je souvislost mezi slozkami

vektort z R™ a jejich soufadnicemi.

6.29. Véta. Necht a € R", a = (a1, aa,...,a,). Slozky (a1, as,...,q,) jsou soufadnicemi vektoru a
vzhledem ke standardni bazi (.5):

(S)=((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)).
Dikaz. Pro vektor a € R" plati
a=a1(1,0,0,...,0) + a2 (0,1,0,...,0) + -+ an (0,0,0,...,1).
V souladu s definici 6.10 jsou tedy slozky (aq, s, ..., ;) soutadnicemi vektoru a vzhledem k bézi (.9).

6.30. Véta. Necht (B) = (b1, bs,...,b,) je usporddand baze linedrniho prostoru R™. Matice pfechodu
od standardni baze (S) k bazi (B) ma tvar

A(S,B) = (b{: sz7 R bz)v

kde symbolem b} zna¢ime sloupec slozek vektoru b;. Jinymi slovy, uvedenou matici prechodu sestavime
tak, ze zapiseme jednotlivé vektory baze vedle sebe, slozky téchto vektort zapiseme do sloupcii.

Drkaz. Staci si zopakovat dikaz véty 6.19. Vidime, Ze i-ty sloupec matice A (g gy podle tohoto dikazu

obsahuje soufadnice vektoru b; vzhledem k bézi (S). Podle véty 6.29 jsou tyto soufadnice rovny pfimo
slozkam vektoru b;.
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Linedrni algebra 6. Vice o linedrnich prostorech konecné dimenze

6.31. Véta. Necht (B) = (by,ba,...,b,) a (C) = (e1,¢2,...,¢,) jsou usporddané baze linedrniho
prostoru R". Pak pro matice pfechodu A g ¢y a A(¢ p) plati

(A(C,B) |E) ~ (b{ bg7 v bz; I 0{7 Cg, v cz;) ~ (E I A(B,C))7

kde ,,~“ zna¢i koneéné mnoho krokit Gaussovy eliminaéni metody, E je jednotkovad matice a bl resp. c]-T
jsou vektory b; resp. ¢;j, jejichz slozky jsou zapsdny do sloupcti.

Dukaz. Podle véty 6.30 je
(b,b3,...b] |c],c5,...c)) = (Asp) | Ao
Dile podle vét 6.27 a 6.21 je A(p.oy = A(ps) - A(s,0) = Ay gy - Ags0)-
Protoze (A(s,py| A(s,c)) ~ (E|X), existuje podle véty 3.55 takova reguldrni matice P, pro kterou
plati (P - A5 |P - As,c)) = (E|X). Z rovnosti P - A(g gy = E plyne P = A(S p)- Dostévdme tedy
—1
X=P- Ao =Agp  Asco =Aso):
Skutecnost, ze (A(c,p) | E) ~ (A(s,B) | As,c)) bychom dokazali podobné.
6.32. Poznamka. Véta 6.31 ndm dava navod, jak sestavit matici pfechodu od baze (B) k bézi (C') v R™.
Stac¢i zapsat vedle sebe vektory obou bazi (jejich slozky jsou psény do sloupcti) a pak eliminovat tak,
abychom ziskali v levém poli jednotkovou matici. V pravém poli pak mame hledanou matici pfechodu.
6.33. Piiklad. Jsou dany uspoiddané baze (B) a (C) v linedrnim prostoru R*:
(B) = ((1,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,3,2,3)),
(C) = ((17 0,3, 3)a (17 2,1, 1)’ (27 2,5, 4)7 (723 —3,—4, 74))
Najdeme matice pfechodu A (g ¢y a A(c p). Dale je dan vektor = € R*, z = (0,1,1,0). Mame najit jeho

soutfadnice vzhledem k obéma usporadanym bazim.
Sestavime matici vektora obou bazi podle véty 6.31 a budeme ji eliminovat ,obéma sméry“.

1111112 -2 1111 11 2 -2 1000 2 0 1-1
1213(022-3| (0102 -1 1 0-1] [0100(-31-2 1
1122315 —4 0011 2 0 3 -2 0010 1 0 2—1]/°
1113314 -4 0001 1 0 1 -1 0001 1 0 1 -1
1111112 -2 111 1]112 -2 1 00-1/1000
1213022 -3 121 3/022 -3 2 1 1-2(0100
1122315 -4 -1 00 2/001 —1 00 1-1/0010
1113|314 -4 1 01-3/000 1 1 01-3/0001

Je tedy
20 1-1 10 0-1
-3 1 -2 1 2 1 1 -2
Asory=| 19 21| Acm =g 01 -1
10 1-1 10 1-3

Vektor = (0,1,1,0) ma podle definice 6.10 soufadnice («, 3,7, ) vzhledem k bézi (B), pokud plati
(0,1,1,0) = a(1,1,1,1) + 5(1,2,1,1) +~v(1,1,2,1) + 6 (1, 3,2, 3).

To vede na nehomogenni soustavu linearnich rovnic, jejiz rozsifena matice je

11110 1111]0 1000|-2
12131 01021 0100 1 , L
1122(1 7 oo11]1|~|oo10 1 » Visledek: @ = (=2,1,1,0)(z).
1113]|0 00010 0001
Pro nalezeni soufadnic vektoru  vzhledem k bazi (C') vyuZijeme pravé spocitaného vysledku a véty 6.23.
10 0-1 —2 -2
21 1 -2 1 —2
00 1-1| L= 1 vysledek: & = (=2, -2,1,—1)(¢.
10 1-3 0 -1



7. Linearni zobrazeni

7.1. Poznamka. NeZ se pustime do definice pojmu linedrni zobrazeni, bude uziteéné si zopakovat, co
to je viibec zobrazeni a jeho zdkladni vlastnosti.

7.2. Definice. Necht L; a Lo jsou libovolné mnoziny. Zobrazenim A z mnoziny Ly do mnoziny Lo
rozumime jakykoli predpis, ktery kazdému prvku z mnoziny L; pfifadi jednoznac¢nym zpusobem néjaky
prvek z mnoziny Ls. Skute¢nost, ze A je zobrazeni z mnoziny L, do mnoziny Ly zapisujeme A: Ly — Lo.

Je-li @ € Ly, pak zobrazeni A: L; — Ly pfifadi prvku x jednoznaéné néjaky prvek z mnoziny Ls.
Tento prvek ozna¢ujeme symbolem A(x) € Ly a fikdme mu hodnota zobrazeni A v bodé x. Je-li M C Ly,

pak definujeme
A(M) = {y € Ly; Fz € M tak, ze A(x) = y}.

7.3. Definice. Necht Ly a Lo jsou libovolné mnoziny a uvazujme A: L; — L. Pokud plati A(L;) = Lo,
fikdme, Ze A je zobrazeni z mnoziny Li na mnozinu Lo (nebo fikdme, Ze zobrazeni je surjektivni).

7.4. Poznamka. Zobrazeni A z mnoziny L; na mnozinu Lo je specialni pfipad zobrazeni z mnoziny L
do mnozZiny Ly (vSimneme si rozdilnosti slivek ,do“ a ,na“). Mize se stét, ze existuji prvky y € Lo,
pro které neexistuje zaddny prvek @ € L;, ktery by spliioval A(x) = y. V takovém piipadé zobrazeni A
neni na mnozinu Ly. Lidové feceno, mnozina Lo je v takovém piipadé ,,vétsi“, nez mnozina vSech hodnot
zobrazeni A.

7.5. Definice. Necht L; a L jsou libovolné mnoziny a uvazujme A: Ly — Lo. Zobrazeni A je prosté
(injektivnt), pokud pro kazdé dva prvky @y € Ly, 2 € L1, €1 # 2 plati A(x1) # A(x2).

7.6. Definice. Necht L; a Lo jsou linearni prostory, A: L1 — Lo je zobrazeni z L1 do Ls. Zobrazeni A
nazyvame linedrnim zobrazenim, pokud pro vSechna x € L1, y € L1, a € R plati

(1) Alz+y) = Alz) + Ay),
(2) Ala-z) =o- Ax).

7.7. Poznamka. Linearni zobrazeni ,zachovava“ operace s¢itdani a nasobeni konstantou. Secteme-li
dva prvky z L; a vysledek prevedeme prostfednictvim linedrniho zobrazeni do Lo, vyjde totéz, jako
kdybychom nejprve jednotlivé prvky prevedli prostfednictvim zobrazeni do Lo a tam je secetli. VSimneme
si, ze prvni operace ,+* ve vlastnosti (1) je séitdnim definovanym na linedrnim prostoru L;, zatimco
druhd operace ,,+“ v této vlastnosti je scitdnim definovanym na linedrnim prostoru L. Tato dvé s¢itani
mohou byt definovana zcela rozdilnym zptisobem na zcela rozdilnych linearnich prostorech. Podobné ve
vlastnosti (2) je prvni operace - nédsobkem definovanym na L;, zatimco druhd operace ,-“ je nédsobek
definovany na L.

7.8. Véta (princip superpozice). Necht L; a Lo jsou linedrni prostory. Zobrazeni A: L; — Lo je
linearni pravé tehdy, kdyz pro vSechna « € Ly, y € L1, a € R, § € R plati

Alaz + fy) = aA(z) + 5 Aly). (7.1)

Dukaz. Nejprve predpoklddejme, Ze pro zobrazeni A: Ly — Lo plati (7.1) pro vSechna x,y € L; a
«, # € R. Dokézeme, Ze A je linearni, tj. ze plati (1) a (2) z definice 7.6. Pokud zvolime aw = 3 = 1, plyne
z (7.1) vlastnost (1) a pokud volime 5 = 0, plyne z (7.1) vlastnost (2).

Necht nyni A: L; — Lo je linearni. Plati

Alaz +8y) 2 A(az) + ABy) € a A@) + B Ay).

Nad rovnitky jsme uvedli, kterou vlastnost jsme zrovna pouzili.

7.9. Poznamka. Opakovanym pouzitim principu superpozice (nebo formélné matematickou indukei) lze

snadno dokézat, ze A: Ly — Ls je linearni pravé tehdy, kdyz pro vSechna n € N, x1, x5, ..., x, € L1,
ay, o, ..., 0, € R plati
Al + as o+ -+ ap @) = ag Aley) + as A(xa) + -+ - + o, A(xy,). (7.2)
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7.10. Véta. Pro linearni zobrazeni A: L1 — Lo plati A(o1) = 02, kde 01 je nulovy vektor linedrniho
prostoru Lj a 05 je nulovy vektor linearniho prostoru Ls.

Dukaz. Podle vlastnosti (7) definice 1.6 je 0; = Oz, kde @ € L. Podle vlastnosti (2) definice 7.6 je
A(o1) = A(0z) = 0 A(z) = 0.

7.11. P¥iklad. Ovéiime, zda je zobrazeni A: R?> — R?, definované vzorcem
./4(1‘175(}2) = (56‘1 + 2z, —x2, 221 — 3!1)2),

linearni. Poznamenejme, Ze jsme v uvedeném vzorci vynechali jednu kulatou zavorku, jako se to obvykle
u zobrazeni definovanych na R" d¢l4, tj. misto abychom psali A((xh xz)), piseme struéné A(zq,x2).
Ovéfime vlastnosti (1) a (2) z definice 7.6:

(1) A((z1,22) + (Y1, 92)) = A(z1 + y1,22 + y2) =

= (z1+ 11 +2(@2 + y2), —(z2 + ¥2), 2(z1 + 1) — 3(z2 + y2)) =

= (w1 + 222, —22, 271 — 322) + (Y1 + 2y2, —Y2, 2y1 — 3y2) = A(21, 22) + A(y1,92),
(2) .A(a (xl,mg)) = Alazy,axe) = (ax; + 2029, — X9, 20027 — 3 x2) =

= a (1 + 2w, —x9, 221 — 3x2) = @ A(x1,12).

7.12. P¥iklad. Zobrazeni A: R* — R? definované predpisem A(x1, 22,23, 74) = (v2 + 23,73 + 3,271)
neni linearni, protoze A(0,0,0,0) = (0,3,0) a to neni nulovy vektor v R3. Podle véty 7.10 musi kazdé
linearni zobrazeni zobrazit nulovy vektor na nulovy vektor.

~evs

7.13. Piiklad. Necht L; je linedrni prostor vSech diferencovatelnych funkci na R a Lo je linedrni prostor
vsech funkci na R. Pak zobrazeni A: L; — Lo, které kazdé funkci z L, priradi jeji derivaci, je linedrni.
Plati totiz

Alf+9)=(f+9) =1 +d =Af)+Alg),  Alaf) =(af) =af =aA(f).
7.14. Véta. Necht A: L — L je linearni zobrazeni, M C L;. Pak A((M)) = (A(M)).

Duikaz. Necht y € A((M)). Pak existuje vektor @ € (M) takovy, ze A(xz) = y. Protoze © € (M),
existuje podle definice linearniho obalu koneéné mnoho 1, xs,...,x; € M takovych, ze x je linearni
kombinaci téchto vektori. Protoze A je linedrni, mame podle (7.2)

y=Ax) =Ala1x1 + agTs + - + ap ) = a1 A(x1) + s Alxo) + - - + apn A(xy,).
7Z tohoto zapisu je patrné, Zze y € <.A(M)>
Necht nyni obracené y € (A(M)). Z definice linearniho obalu plyne, Ze existuje koneéné mnoho

y; € A(M) takovych, Ze y je linedrni kombinaci téchto vektori. Pro kazdy vektor y; existuje vektor
x; € M takovy, ze A(x;) = y;. Mame tedy

Yy=01y1+0ay2t+ 4 B ym = Br Al@1) +-- -+ B A(@m) = A(Br @1 + oo+ + B @) = A(2).
Je tedy @ € (M) a protoze y = A(x), je téz y € A((M)).

7.15. Poznamka. Véta 7.14 ma tento disledek: Je-li M C L; linearni podprostor v Lq, pak A(M)
je linedrni podprostor v Lo. Staci si uvédomit platnost véty 2.37. Linearni zobrazeni nam tedy prevadi
podprostory na podprostory.

7.16. Definice. Necht Li, Ly jsou linedrni prostory, oz je nulovy vektor v linedrnim prostoru Ls a
A: Ly — Lg je linearni zobrazeni. Mnozinu

Ker A= {x e L; Alz) =02}
nazyvame jadrem linedrniho zobrazeni A.
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7.17. Priklad. Uvazujme zobrazeni definované v prikladu 7.13, které kazdé funkci priradi jeji derivaci.
Jadrem tohoto zobrazeni je mnozina vSech konstantnich funkci, protoze to jsou pravé vsechny funkce,
které po zderivovani davaji nulovou funkci.

7.18. Piiklad. Najdeme jadro zobrazeni A z pfikladu 7.11. Podle definice jadra je
Ker A = {(x1,172); Az, x0) = (0,0,0)} = {(xl,x2); (z1 + 229, —x9, 221 — 3x2) = (0,0,0)}.

To vede na homogenni soustavu tfi rovnic o dvou neznamych. V tomto pfikladé mé tato soustava jen
nulové TeSeni, takze mame

Ker A = {(0,0)}.
7.19. Véta. Jadro linearniho zobrazeni A: L; — Lo tvoii linedrni podprostor linedrniho prostoru Lj.

Dukaz. Predevsim je Ker A neprazdna mnozina, protoze podle véty 7.10 obsahuje tato mnozina nulovy
vektor. Podle definice 1.17 médme dokézat (1) je-li @ € Ker A, y € Ker A, pak téz x+y € Ker A a (2) je-li
x € Ker A, a € R, pak je ax € Ker A. Predpoklady podle definice 7.16 fikaji A(x) = A(y) = 02 a
méame dokazat, ze A(x + y) = 02, A(ax) = 03. Podle definice 7.6 linedrniho zobrazeni plati

Alx +vy) = Alz) + A(y) = 02 + 03 = 02, Alazx) = a A(x) = a0y = 0s.

7.20. Véta. Mnozina A(L1) vSech hodnot linedrniho zobrazeni A: Ly — Lo tvofi linedrni podprostor
linearniho prostoru L.

Dukaz. Mnozina L1 je sama v sobé podprostorem. Podle véty 7.14 a poznamky 7.15 musi byt linedrnim
podprostorem i mnozina A(Lq).

7.21. Definice. Defekt linedarniho zobrazeni A: L1 — Lo je definovan, jako dim Ker A a hodnost linedr-
niho zobrazeni A je definovéna jako dim .A(Lq). Defekt .4 zna¢ime def A a hodnost A znac¢ime hod A. Je
tedy

def A = dim Ker A,

7.22. Poznamka. Predchozi dvé véty zarucuji smysluplnost definice defektu a hodnosti: Ker A a A(L1)
jsou linearni podprostory. Defekt zobrazeni udava zhruba feceno ,,vzdalenost* zobrazeni od idealniho
prostého zobrazeni. Jak moc je zobrazeni A ,defektni“ souvisi také s tim, kolik informace, které dovedeme
v prostoru L rozlisit, se stava po aplikaci zobrazeni A v prostoru Ly nerozliSitelné.

7.23. Piiklad. Defekt zobrazeni A definovaného v piikladu 7.13, které pfifazuje derivaci, je roven jedné.
Je totiz mnozina konstantnich funkci linedrnim podprostorem mnoziny vsech funkci, pfitom baze tohoto
podprostoru je libovolna jedna nenulova konstantni funkce. Proto je dimenze tohoto podprostoru rovna
jedné.

Hodnost tohoto zobrazeni A je rovna nekoneénu, protoze A(L;) obsahuje ur¢ité vSechny polynomy
a o linearnim prostoru vSech polynomu jsme si fekli v prikladu 2.47, Zze ma nekonecnou bazi.

7.24. Piiklad. Zobrazeni A: R? — R?, A(x1,22) = (71 + 219, —12,22; — 322) z pifkladu 7.11 m4
defekt roven nule. V pfikladu 7.18 jsme totiz ukazali, ze Ker A = {01 }.

VySettime, jak vypada A(L1). Budeme se ptét, pro které hodnoty (y1, y2, y3) existuje dvojice (x1, x2)
takova, ze A(x1,x2) = (y1,Y2,ys). Jinymi slovy, zjistime, pro které hodnoty pravych stran ma nehomo-
genni soustava

1+ 222 = 11
- T2 = Y2
2$1 — 31‘2 = Y3
s neznamymi x1, o néjaké feseni. Eliminujme rozsifenou matici soustavy:

1 2 Y1 1 2 Y1 12 Y1
0 —1 Y2 ~ 0 1 —Y2 ~ 01 —Y2
2 -3|ys 0 7] ys—2u 0 0] ys—2y1 — Tyo

Podle Frobeniovy véty 5.4 méa tato soustava feseni jen tehdy, kdyz ys — 2y1 — Ty2 = 0, tj. y3 = 2y1 + Tyo.
Z toho nam vychéazi

A(Ll) = (ylay272y1 + 71/2) = (17012) + Y2 (07 13 7)7 vyl € RavyZ € Ra
A(L1) = ((1,0,2),(0,1,7)).

69

Defekt a
hodnost
zobrazent



Linedrni algebra 7. Linedrni zobrazeni

Je tedy hod A = dim A(L;) = 2. Obraz A(L1) muZeme spocitat i tak, Ze spocitdme obrazy béze L a
vyuzijeme vétu 7.14.

7.25. Priklad. Necht (B) = (b1, ba,...,b,) je usporadand béze linedrniho prostoru L. Uvazujme zob-
razeni A: L — R" definované takto

nechf = (o, 2,...,00)(B), pak A(x) = (a1, a2, ..., an).

Ukéazeme, Ze toto zobrazeni je linearni a ze def A = 0, hod A = n.
Necht x = (a1, a2,...,a4) By, Y = (b1, 82, .., Bn)(B)- Pro tyto vektory tedy plati

x :a1b1+a2b2+"'+0¢nbna y:ﬂlb1+ﬂ2b2+"'+ﬁnbn-
Po secteni téchto rovnosti a po vynasobeni prvni rovnosti ¢islem v € R dostavame

x+y= (o1 +P51)br+ (a2 + B2)ba+ -+ (an + () by,
vy =(ya1)b + (yas)bs + -+ (yan) by.

Protoze soutadnice vektoru vzhledem k bazi jsou urceny jednoznacné, z uvedenych rovnosti plyne, ze
Az +y) = A(z) + A(y), A(yz) = v A(x). Zobrazeni A je tedy linedrni.

Hledejme nyni Ker A. Z jednozna¢nosti souradnic vzhledem k bézi plyne, ze existuje jediny vektor
x = (0,0,...,0)(p). Protoze 0 = 0b; +-0by +--- + 0b,, je = 0. Ker A = {0} a def A = 0.

Protoze ke kazdému prvku a € R", a = (a1, s, ..., a,) existuje © € L, pro ktery A(x) = a (staci
volit € = a1 by + as by + -+ + an by), je A(L) = R™. Zobrazeni A je tedy zobrazenim z L ,na“ R™. Je
hod A = dimR" = n.

7.26. Poznamka. Nasledujici véta ukazuje, Ze pokud zndme hodnoty zobrazeni A: L1 — Lo jen na
bazi linearniho prostoru L; a toto zobrazeni ma byt linearni, pak jsou jiz znamy jeho hodnoty na celém
prostoru Lp. Jinymi slovy, linedrni zobrazeni je urc¢eno jednozna¢né svymi hodnotami na béazi L.

7.27. Véta. Necht {by,bs,...,b,} je baze linedrniho prostoru L; a necht jsou dény libovolné vektory
Y1,Y2,---,Yn 2z linedrniho prostoru L,. Pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni A: L; — Lo, pro
které plati

A(b7) =vy;, Vi€ {1,2,...,TL}. (73)

Dukaz. (1) Existence. Necht & € L;. Protoze {b1,bs,...,b,} je baze L1, existuji koeficienty a;; € R
takové, ze € = a3 by + as by + - - - + a, by,. Hodnotu zobrazeni A v bodé x nyni definujeme takto:

Alx) = a1y +azys + -+ + @ Yn.
Zobrazeni je linearni a spliiuje (7.3). Ukdzeme, pro¢. Cisla (aq, s, ..., a,) jsou soufadnicemi vektoru x
vzhledem k uspofadané bézi (B). V piikladu 7.25 jsme ukdzali, ze
je_li w:(a17a27"'7an)(3)7 y:(ﬁhBQ»"'aﬂn)(B)? ’YGRv
pak w"'y:(041+ﬁl,a2+ﬁ27---7an+ﬁn>(3)7 7513:(70417’704%---7’70471)(3)-

7 téchto vlastnosti okamzité plyne linearita zobrazeni A. Protoze soufadnice vektoru b; vzhledem k bazi
(B) jsou vSechny nulové s vyjimkou i-té soufadnice, kterd je rovna jedné, plati

A(b;) = Zo'yj+1'yi:yia
=0
i

coz dokazuje pozadovanou vlastnost (7.3).

(2) Jednoznac¢nost. Necht jesté B: Ly — Lo je linearni a spliiuje vlastnost (7.3). Pak je linedrni i
zobrazeni (A—B): Ly — Lo. Plati (A—B)(b;) = o, Vi € {1,2,...,n}, protoze A i B spliuji vlastnost (7.3).
Z linearity zobrazeni A — B plyne, Ze

=a; (A—B)(by) +as (A—B)(bs) + -+ a, (A—B)(b,) =
=x10+a20+ -+ o, 0=o0.

Vidime, ze zobrazeni A — B je nulové na celém definiénim oboru, takze A = 5.
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7.28. Piiklad. Piedpoklddejme, 7ze A: R® — R? je linedrni zobrazeni. Najdeme vzorec pro vypocet
hodnoty zobrazeni A(x1, x2, x3), je-li zndmo:

A(1,1,2) = (1,0,1,0), A(1,2,2) = (2,0,2,0), .A(2,1,5)=(1,2,2,1).

ProtoZe jsou vektory (1,1,2),(1,2,2),(2,1,5) linedrné nezavislé a jsou tii, tvofi podle poznamky 2.65 bézi
linearniho prostoru R3. Zndme hodnoty hledaného zobrazeni na bazi R?, takZe podle véty 7.27 miZeme
jednoznacné urcit hodnoty A i v ostatnich bodech defini¢niho oboru. Budeme postupovat stejné, jako
v dikazu véty 7.27.

Necht (21,72, 73) je libovolny vektor z R3. Najdeme soufadnice tohoto vektoru vzhledem k uspoia-
dané bézi ((1, 1,2),(1,2,2), (2, 1,5)):

($1,$2,l‘3) = 04(1, 172) +ﬂ(1a272) + 7(2a 175)

To vede na soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych «, 3,~v. Eliminujme jeji rozsifenou matici:

112 T 11 2 T 100 8$1 — X9 — 3.1‘3
121 x ~101-1] z9—21 ~1010| —-3z1+z9+ 23
225 I3 00 1 Tr3 — 2931 001 r3 — 2581

Plati tedy

(21,22, 23) = (821 — 22 — 3x3) - (1,1,2) + (—3z1 + 22 + 23) - (1,2,2) + (x3 — 221) - (2,1, 5),
A(z1, 22, 3) = A((8x1 — w2 — 33) - (1,1,2) + (=321 + 22 + 23) - (1,2,2) + (23 — 221) - (2,1,5)) =
= (8z1 — w3 — 3x3) - A(1,1,2) + (=321 + 22 + x3) - A(1,2,2) + (x3 — 221) - A(2,1,5) =
= (821 — x2 — 3x3) - (1,0,1,0) + (=321 + 22 + 73) - (2,0,2,0) + (23 — 221) - (1,2,2,1) =
= (

Ty, —4xy + 213, —217 + T2 + T3, —211 + 1‘3).

7.29. Véta. Nechf A: Ly — Lo je linedrni zobrazeni. Pak plati: Zobrazeni
(1) Jsou-li @y, xs,...,x, linedrné zavislé vektory v L;, pak jsou i vektory A(z1), A(x2),..., A(x,) linedrné
linedrné zavislé v Lo. nezavislych
(2) Jsou-li x1,xs,...,x, linedrné nezavislé vektory v Li, pak vektory A(x1), A(xs2),..., A(x,) v Ly wvektori

nemusi byt linedrné nezavislé.

Dukaz. (1) Jsou-li @1, xa, ..., x, linedrné zavislé, pak existuje netrivialni linedrni kombinace, pro kterou
je
a1 X1+ xy + -+ Ty = 0.

Z véty 7.10 a z linearity zobrazeni A plyne, Ze
o=A(0)=Alcyx1 +asxa+ -+ apx,) = a1 A(x1) + as A(x2) + -+ + o, Ax,).

Existuje tedy netrividlni linedrni kombinace vektort A(zx1), A(x2),. .., A(x,) rovna nulovému vektoru.

(2) Stac¢i uvést protiptiklad. Necht A je zobrazeni definované v piikladu 7.13, které kazdé funkci
prifadi jeji derivaci. Nenulova konstantni funkce je v L; linedrné nezavisla, ale zobrazi se na nulovou
funkci, kterd je samoziejmé linearné zavisla.

7.30. Véta. Necht A: Ly — Ly je linedrni zobrazeni. Néasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) A je prosté.

(2) def A =0.

(3) Jsou-li @y, xs,...,x, linedrné nezavislé, jsou linedrné nezavislé i vektory A(xy), A(xz2), ..., Alz,).

Dukaz. Ekvivalenci téchto podminek ovéfime tak, Ze dokdzeme (1) = (2), (2) = (3) a (3) = (1).

(1) = (2): Je-li A prosté, pak podle definice 7.5 pouze jeden prvek z L; se muZe zobrazit na nu-
lovy prvek z Ly. ProtoZze A je linedrni, musi tim prvkem byt nulovy prvek. Plati tedy Ker. A = {o},
def A = dim Ker A = 0.

(2) = (3): Ovétime linedrni nezavislost vektora A(zy), A(x2), ..., A(z,). Polozime proto

a1 Alx1) + g A(x) + -+ + an Alx,) = 0
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a vyzkouméme, co z toho plyne pro koeficienty aq, as, ..., ay,. Z linearity zobrazeni A plyne
o=a3 A(x1) + as A(x2) + -+ an Alz,) = Al @1 + as o + -+ - + o ).

Podle definice jadra zobrazeni 7.16 je tedy (a1 €1 + aa @2+ -+ - + o, @) € Ker A. Podle predpokladu (2)
jadro obsahuje pouze nulovy vektor, tj.

a1 X1+ Qg+ -+ Qp Ty = 0.

ProtozZe vektory @1, s, . . ., &, jsou linedrné nezavislé, musi oy; = 0, Vi € {1,2,...,n}. Tim jsme dokézali,
ze i vektory A(zy), A(z2), ..., A(z,) jsou linedrné nezavislé.

(3) = (1): Necht @ € Ly, y € L1, © # y. Dokdzeme, ze pak A(x) # A(y). Vektor x — y # o je sém
o0 sobé linedrné nezavisly. Podle (3) musi byt linedrné nezavisly i vektor A(x —y). Je tedy A(x —y) # o
a z linearity zobrazeni A plyne A(x) # A(y).

7.31. Definice. Necht A: L1 — Lo a B: Ly — L3 jsou zobrazeni. Symbolem BoA: L1 — L3 ozna¢ujeme
slozené zobrazeni, které je definovano predpisem (B o A)(x) = B(A(z)), Vo € L;.

7.32. Véta. Necht A: L4 — Ly a B: Ly — L3 jsou linearni zobrazeni. Pak je linedrni téz slozené
zobrazeni (Bo A): Ly — Ls.

Dukaz. Necht x € Ly, y € L1, a € R.

(BoA)(x+y) =B(A(x +y)) = B(A(x) + A(y)) = B(A(z)) + B(A(y)) = (Bo A)(x) + (Bo A)(y)
(BoA)(ax) =B(A(az)) = BlaA(z)) = aB(A(x)) = a (Bo A)(x).

7.33. Definice. Identické zobrazeni je zobrazeni Z: L — L, které je definovdno pfedpisem Z(x) = .
Stru¢né nazyvame zobrazeni Z identitou. Necht A: Ly — Lo je prosté zobrazeni. Pak definujeme inverzni
zobrazeni A=': A(Ly) — Ly jako takové zobrazeni, které spliuje A~' o A = 7, kde Z: L; — L; je
identita.

7.34. Véta. Je-li A: L1 — Ly prosté, pak existuje pravé jedno inverzni zobrazeni A=1: A(L;) — L;.

Dukaz. Pro kazdy prvek y € A(L;) existuje pravé jeden prvek x € L; takovy, ze A(x) = y. To plyne
pifmo z definice 7.5 prostého zobrazeni. Definujeme A~!(y) = . Vidime, ze A~! o A je identita.

7.35. Véta. Je-li L linedrni prostor, pak identita Z: L — L je linearni. Je-li A: Ly — Lo linearni a
prosté zobrazeni, pak téz A~': A(L;) — L; je linearni.

Diikaz. Identita je zcela ziejmé linearni. Ovéfime linearitu zobrazeni A~1. Poéitejme A~ (x + y) pro
x € A(Ly), y € A(L1). Podle véty 7.20 je A(L;) linearni podprostor, takze = +y € A(L;1). Protoze A
je prosté, existuje pravé jeden vektor @ € Ly a pravé jeden vektor b € Ly tak, ze A(a) = x, A(b) = y.
Plati tedy A~!(z) = a, A~(y) = b. Protoze A je linearni, je A(a + b) = x + y, neboli

AN z+y)=a+b=A"(x)+ A ().
Protoze A je linedrni, plati pro a € R, 7e A(aa) = ax, neboli A (az) = aa =a A7} (z).

7.36. Véta. Necht A: Ly — Ly je linedrni, prosté a ,na“ L,. Pak je inverzni zobrazeni A=': Ly — L,
rovnéz linearni, prosté a ,na“ L.

Diikaz. Ze je A~! definovdno na celém Ly plyne z toho, Ze A je ,na“ Lo, neboli A(L;) = Lo.

Ze je A~ linearni plyne z véty 7.35.

Ze je A1 prosté plyne z toho, ze je A zobrazeni. Dvéma riiznym prvkim x € Ly, y € Ly museji
odpovidat rtizné prvky a € L a b € L; takové, ze A(a) = x, A(b) = y. Kdyby mélo platit a = b,
okamzité vidime, Ze zobrazeni A nemutiZe splitovat A(a) = = # y = A(b) = A(a).

Ukézeme, ze A~! je ,na“ L;. Kazdy prvek @ € L, je zobrazenim A pfeveden na néjaky prvek
A(a) = x € Ly. Jinymi slovy neexistuje prvek a € Ly, ktery by nemél sviij protéjsek A(a) = x € Lo.
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7.37. Definice. Zobrazeni A: L1 — Lo nazyvame izomorfismus, pokud je linedrni, prosté a ,na“ Lo.

Linearni prostor L nazyvame izomorfni s Lo, pokud existuje izomorfismus A: L — Ls. Protoze
k prostému linedrnimu zobrazeni, které je ,na“ Lo, existuje inverzni zobrazeni A~': Ly — L1, které je
podle véty 7.36 rovnéz izomorfismem, plati: je-li L1 izomorfni s Lo, je téZ Lo izomorfni s L,. Casto proto
fikdme, ze L1 a Ly jsou (vzédjemné) izomorfni.

7.38. Poznamka. Izomorfismus A: L; — Lo pievadi podle véty 7.30 linearné nezavislé vektory v L
na linearné nezavislé vektory v L. Protoze je linearni, pak pienasi i dalsi pojmy ,linearity” z L; do La:
linedrni zévislost (véta 7.29), linedrni obaly (véta 7.14), podprostory (poznamka 7.15) a baze. Jsou-li L,
a Lo izomorfni, je tedy jedno, zda pfi vySetfovani ,linearnich zalezitosti“ se pohybujeme v L1 nebo v Ls.
Veskeré struktury preneseme prostiednictvim izomorfismu do takového linedrniho prostoru, se kterym se
nam lépe pracuje. Z tohoto pohledu je pro nas dilezita nasledujici véta.

7.39. Véta. Kazdy linearni prostor L, pro ktery je dim L = n, je izomorfni s linedrnim prostorem R™.

Dukaz. Protoze dim L = n, existuje konecné baze {b;, bs,...,b,} linedrniho prostoru L. Uspotrddejme
tuto bazi a ozna¢me ji (B). Ptiklad 7.25 ukazuje, Ze zobrazeni A: L — R™, které kazdému prvku « € L
prifadi jeho soufadnice vzhledem k bézi (B), je linedrni, je ,na“ R™ a plati pro né def A = 0. Podle
véty 7.30 je toto zobrazeni prosté, takze podle definice 7.37 jde o izomorfismus.

7.40. Poznamka. Se vsemi linedrnimi prostory koneéné dimenze mizeme tedy pracovat stejné jako
s R™. Staci v linedrnim prostoru najit néjakou bazi a dale uz jen pracovat se souradnicemi vzhledem
k této bazi. Setkali jsme se napiiklad s linedrnim prostorem vSech polynomi nejvyse n-tého stupné, ktery
je izomorfni s R"*! s linedrnim prostorem matic typu (m,n), ktery je izomorfni s R™" a s linedrnim
prostorem orientovanych tseéek, ktery je izomorfni s R3.

7.41. Véta. Necht A: L1 — Ly a B: Ly — L3 jsou izomorfismy. Pak je izomorfismem i sloZené zobrazeni
(BO.A): Ll HLg.

Diikaz. Ze je B o A linearni, dokazuje véta 7.32. UkdZeme, ze je B o A prosté. Necht z € L, y € L,
x # y. Pak plati A(z) # A(y), protoze A je prosté. Také plati B(A(x)) # B(A(y)), protoze je B prosté.
Tim jsme dokézali, ze (Bo A)(x) # (Bo A)(y).

Ukézeme jesté, ze je Bo A ,na* Ls. Protoze je A(L1) = Ly a B(Ly) = Ls, je téz

(Bo A)(L1) = B(A(L1)) = B(Lz) = Ls.

7.42. Véta. Dva linearni prostory konecné dimenze jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz se rovnaji jejich
dimenze.

Dukaz. Necht dim L; = dim Ly = n. Oba linedrni prostory jsou izomorfni s R™ podle véty 7.39. Necht
A:L; — R" a B: Ly — R" jsou izomorfismy. Pak podle véty 7.36 je téz B~': R™ — Ly izomorfismem
a podle véty 7.41 je (B~* o A): L1 — Lo izomorfismus.

Necht naopak dim L; # dim L. ProtoZe izomorfismus prevadi podle véty 7.30 linedrné nezavislé
vektory na linedrné nezavislé vektory, prevadi bazi v L; na bazi v Lo. Takové baze pak museji mit stejny
pocet prvki, coz je spor s predpokladem dim Ly # dim Lo, takZe izomorfismus A: L; — Lo neexistuje.

7.43. Definice. Necht L; a Ly jsou linedrni prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo je linearni. Necht
(B) = (b1, ba,...,by,) je usporddand baze L; a (C) = (¢1,¢a,...,Cpn) je usporddand baze Lo. Matici A
typu (m,n), které splituje maticovou rovnost

(A(b1), A(by), ..., A(by)) = (c1,¢2,...,¢m) - A, (7.4)
nazyvame matici zobrazeni A wvzhledem k usporddanym bazim (B) a (C'). Na definiéni rovnost (7.4) se
divame jako na souéin jednotadkové matice vektori (¢, €2, . .., ;) s matici A redlnych ¢isel typu (m, n),

ktery se ma rovnat jednoradkové matici vektorti (A(by), A(bs), ..., A(by)).
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7.44. Véta. Necht plati predpoklady z definice 7.43. Pak matice A zobrazeni A vzhledem k bazim (B)
a (C) existuje a je uréena jednoznac¢né.

Dukaz. PovSimneme si, Ze i-ty sloupec matice A obsahuje soutadnice vektoru A(b;) vzhledem k bazi (C').
To plyne pfimo z definiéni rovnosti (7.4) a z definice soufinu matic. Mame tedy metodu, jak sestavit
matici zobrazeni.

Vzhledem k tomu, Ze jsou soufadnice vektoru vzhledem k bazi (C) urceny jednoznacné, je i matice
A zobrazeni A urcena timto zobrazenim a bazemi (B) a (C) jednoznacné.

7.45. Véta. Necht Ly, Ly jsou linearni prostory koneéné dimenze, (B) = (by, ba, ..., b,) je usporadana
baze L1 a (C) = (¢1,¢2,...,¢p) je uspoiddand baze Lo. Pak ke kazdé matici A typu (m,n) existuje
pravé jedno linedrni zobrazeni A: Ly — Lo takové, Ze A je matici zobrazeni A vzhledem k bézim (B)

a (C).

Dukaz. Rovnost (7.4) udavd hodnoty zobrazeni A na prvcich baze B. Z véty 7.27 vime, Ze zname-li
hodnoty linearniho zobrazeni na bazi, je toto linearni zobrazeni uréeno jednoznacné na celém definicnim
oboru.

7.46. Poznamka. Pfedchozi dvé véty ukazuji, ze pokud pevné zvolime béze (B) v L1 a (C) v Lo, pak
je linearni zobrazeni ur¢eno svou matici jednoznacné a obracené, linearni zobrazeni jednoznacné urcuje
svou matici. Misto linearnich zobrazeni na linedrnich prostorech kone¢né dimenze se tak miizeme zabyvat
jen maticemi téchto zobrazeni bez ztraty informace.

7.47. Poznamka. Transponujeme-li definiéni rovnost (7.4), dostavdme maticovou rovnost
A(bl) (&)

A(by) o

se kterou se muzeme setkat v nékterych ucéebnicich jako s defini¢éni rovnosti pro matici linearniho zobra-
zeni A. Vsimnéme si, Ze se zde pracuje s matici transponovanou k matici linearniho zobrazeni.

7.48. Véta. Necht (B) je baze v Ly, (C) je baze v Lo, A: Ly — Lo je linedrni a A je matici zobrazeni .4
vzhledem k bézim (B) a (C'). Pak hod A = hod A.

Dukaz. Oznacime-li symboly A1, Ao, ..., A, jednotlivé sloupce matice A, pak plati:

hod A = dim A(L;) = dim A((B)) = dim(A(B)) = dim (A(b1), A(b2), ..., A(b,)) =
:dim<(cl,02,...,cm)-Al,(cl,CQ,...,cm)-Ag,...,(cl,CQ,...7cm)-An> =
=dim (Ay,As,...,A,)) =hod A.

V uvedené radé rovnosti jsme nejprve pouzili definici hodnosti zobrazeni 7.21, déale vlastnosti baze, dale
vétu 7.14, pak jsme rozepsali mnozinu A(B) vyctem prvki, déle jsme vyuzili rovnost (7.4) a kone¢né jsme
vyuzili toho, Ze maximalni pocet linedrné nezavislych vektortt z mnoziny {A;, Ao, ..., A,} (véta 3.18)
je roven maximalnimu poctu linedrné nezavislych vektorti ze ,skoro stejné“ mnoziny, jen kazdy vek-
tor je nasoben stejnym fadkem linedrné nezavislych vektort (cy, ¢, ..., ¢y). Uplné posledni rovnost je
v souladu s definici hodnosti matice 3.15 pii pouziti véty 3.31.

7.49. Véta. Necht (B) = (b1, ba,...,b,) je bdze v Ly, (C) = (e1,¢2,...,¢p) je bdze v Lo, A: Ly — Lo
je linedrni a A je matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C). Pak pro kazdy vektor & € L,

x = (21,%2,...,2T,)(B), Plati pro soufadnice vektoru A(x) = (y1,¥2, - -, ¥m)(c) nasledujici rovnost:
I Y1
T2 Y2
A-| .| = A (7.5)
Ln Ym
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Diikaz. Oznacme A = (a;;), ¢ € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}. Protoze x = (x1,22,...,2,)(B), je
podle definice 6.10 © = 21 by + x2 b + - - - + x,, b,,. Pro vektor A(x) plati:

A(x) = A(z1b1 +22b2 + - + 25, b)) = 21 A(b1) + 22A(b2) + -+ - + 2, A(by) =
=mri(crain+ec2az1+ - +Cmama) tr2(crarg+ec2a22+ -+ Cmama) + -+
+oFa (i +caan,+ -+ Cmamn) =
=ci(a1v1+a1202+ -+ a1, %) FCa(a122 +az2xe + -+ A2n Ty) + o+
+...+cm(am71x2+am72x2+-~-+am7nxn) =

=yi1c1+y2¢2+ -+ YmCnm.

Z definice 6.10 vidime, ze ¢isla y; jsou soufadnicemi vektoru A(x) vzhledem k bazi (C). Z posledni
rovnosti naseho vypocétu plyne, Ze y; = aj1 2 + a2 T2+ -+ ajn Tn, Vj € {1,2,...,m}, coz ale podle
definice maticového nasobeni 3.34 neni nic jiného, nez dokazovany vzorec (7.5).

7.50. Poznamka. Pravé dokdzana véta dava jednoduchy navod, jak pocitat soufadnice hodnot zobrazeni
A, zname-li matici tohoto zobrazeni.

7.51. P¥iklad. Vratme se k piikladu 7.28. Je dano zobrazeni A: R? — R*. V piikladu jsme vypocitali,
ze
A(I17I27I3) - (1'2, —4.’,171 + 2I37 —2£E1 + T2 + xs3, _21:1 + ‘T3)'

Najdeme matici A tohoto zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim.
Protoze slozky (x1,x2,x3) 1 slozky hodnot zobrazeni A jsou podle véty 6.29 soucasné soufadnicemi
vzhledem ke standardnim bazim, mizeme podle véty 7.49 psat:

T2

A i; _ —4x1 + 223
2 72.%1 + xro + T3

3 —21’1 + I3

7 této maticové rovnosti muzeme okamzité zapsat prvky matice A. V kazdém radku této matice jsou
koeficienty linearni kombinace ¢isel z1, zo, x3, které vedou na vysledek v odpovidajicim fadku na pravé
strané. Je tedy

|
NN O
O = O =
= =N O

7.52. Piiklad. Jesté jednou se vratime k ptikladu 7.28. Oznaéme
(B) = ((1,1,2),(1,2,2),(2,5,1)).
V piikladu jsme ovéfili, Ze se jedna o bazi v R3. Najdeme matici A’ zobrazeni A vzhledem k bazim (B)
a (9), kde symbolem (S) zna¢ime standardni uspofddanou bazi v R*.
Zopakujme zadani ptikladu:

A(1,1,2) = (1,0,1,0), A(1,2,2) = (2,0,2,0), .A(2,1,5)=(1,2,2,1).

Podle ditkazu véty 7.44 obsahuje i-ty sloupec matice A’ soutadnice vektoru A(b;) vzhledem k bézi (.9).
Protoze se jedna o standardni bazi, jsou tyto soufadnice p¥imo slozkami vektort A(b;). Mizeme tedy
pfimo zapsat matici A’ zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (.5):

A= (7.6)

O = O
OO N
NN
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7.53. Véta. Necht Ly, Ly jsou linearni prostory koneéné dimenze, A: L1 — Lo je linedrni. Pak Defekt +
def A+ hod A = dim L hodnost
et A+ hod A= dim L. zobrazeni

Dukaz. Zvolme néjakou bazi (B) v Ly a bazi (C') v Le. Necht A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim
(B) a (C). Podle véty 7.49 je

T 0
Ker.A:{a:GLl; A(a:):o}: x €Ly x=(r1,72,...,%,)3) a A-[ 1 |=1:

ZTn 0

Protoze z prikladu 7.25 vime, Ze zobrazeni, které vektoru x pfifadi jeho souradnice, je izomorfismem,
plati
def A = dimKer A = dim{z € L1; A(z) = 0o} =dim{a € R"; A-a” =o' }.

Vidime, Ze def A je roven dimenzi prostoru feSeni homogenni soustavy s matici soustavy A. Podle
véty 5.13 je tato dimenze rovna k = n — hod A, kde n je pocet neznamych soustavy. Pocet neznamych
je v tomto pripadé roven poc¢tu prvka baze B, takze je roven dim L.

Dostavame vysledek def A = dim L; — hod A = dim L; — hod A. V posledni rovnosti jsme pouzili
vétu 7.48.

7.54. Priklad. Je dano linearni zobrazeni 4: R* — R? piedpisem
Az, 29,23, 4) = (21 + 229 + 225 + 324, 1 + 200 + 4d2g + T24, 221 + d2o + 323 + 424).

Najdeme matici zobrazeni A vzhledem ke standardnim bazim. Dale najdeme Ker A, def A a hod A.
Podobné jako v prikladu 7.51 sestavime matici linearniho zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim
tak, Ze zapiseme koeficienty linearnich kombinaci ¢isel z1, zo, x3, x4 do Fadkd matice:

1223
A=\|1247
2434

=N

Podle dtkazu véty 7.53 je Ker A roven mnoziné vSech feseni homogenni soustavy Ax = o. Eliminujeme
tedy matici soustavy a najdeme vSechna feseni

2 2 3 19293

0 2 4]~ 0012)"

0 -1 -2

2t) — 3t = t — 2u. Jinak napsano je:

1223 1 9
12471 ~10 1
2434 0
Piixzy =t, o =ujeaxs = —2t, x1 = —2u — 2(—

(r1, 22, 23,24) = (t — 2u,u, —2t,t) = ¢(1,0,-2,1) + u(-2,1,0,0),

Ker A = ((1,0,-2,1),(-2,1,0,0)).

Déle je def A = dimKer A = 2, hod A = hod A = 2. Podle véty 7.53 je skutecné 2 + 2 = dim R*.
7.55. Véta. Necht L1, Lo, L3 jsou linearni prostory konecéné dimenze, A: Ly — Lo, B: Ly — L3 jsou Matice
linedrni zobrazeni. Nechtf dale (B) je usporddand béaze Ly, (C') je uspofadand baze Lo a (D) je uspofadand  sloZeného
baze Ls. Predpokladejme jesté, ze A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C') a koneéné B je zobrazeni

matice zobrazeni B vzhledem k bazim (C') a (D). Pak B- A je matice slozeného zobrazeni 5o A vzhledem
k bazim (B) a (D).

Dukaz. Pti oznaceni (B) = (by,bs,...,b,), (C) = (c1,¢2,...,¢n), (D) = (d1,ds,...,d;) podle defi-
nice 7.43 plati:

(‘A(bl)aA(bQ)a ce aA(bn)) = (01,62, .- ~7Cm) A, (B(cl)’B(CQ)a' .- ’B(cm)) = (dlaan' . adk) - B.

Protoze B je linearni, plati
(B(A(bl)),B(A(bg)), N ,B(A(bn))) = (B(Cl),6(62)7 . ,B(Cm)) A= (dl, dg, . ,dk) -B-A.

Podle definice 7.31 je B(A(x)) = (BoA)(x), takze B- A je matici zobrazeni Bo A vzhledem k bazim (B)
a (D).
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7.56. Véta. Necht (B) a (C) jsou dvé béaze linearniho prostoru L. Pak matice identického zobrazeni Matice
T: L — L vzhledem k bazim (B) a (C) je rovna matici pfechodu A ¢ p) od baze (C) k béazi (B). identity

Dukaz. Necht A je matice identity vzhledem k bézim (B) a (C). Podle (7.4) je
(Z(b1),Z(by), ..., Z(bn)) = (b1,ba,...,by) = (c1,¢2,...,Cn) - A.
Tato podminka je ekvivalentni s definici 6.18 matice prechodu od baze (C) k bazi (B).

7.57. Priklad. Zkusime se naposledy vratit k pfikladu 7.28. V puvodnim zadani byly déany hodnoty
zobrazeni A pouze na bazi a nasim tkolem bylo zjistit, jak vypada A na celém defini¢nim oboru. Pokusime
se priklad vyTesit jesté jednou, tentokrat s pouzitim matic zobrazeni vzhledem k rtiznym bazim.

Cilem je najit matici zobrazeni vzhledem ke standardnim bézim. Uvedme béze, se kterymi budeme
pracovat:

(B) = ((13 1, 2)7 <1a 2, 2)7 (27 1, 5))’ (SO) = ((17070)3 (07 170)a (0707 1))7
(S) = ((1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).

Zname matici A’ zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (S), viz (7.6) v pfikladu 7.52. Nechf A g g, je
matice pfechodu od baze (B) k bazi (Sp). Podle véty 7.56 je to zaroven matice identity vzhledem k bazim
(So) a (B). Podle véty 7.55 se matice A slozeného zobrazeni A o Z vzhledem k bazim (Sy) a (S) pocita
takto:

A=A Aps,)

Matice A je hledanou matici zobrazeni A vzhledem ke standardnim bazim, protoze A oZ = A. Staci
tedy spocitat matici piechodu A (g g,) a provést uvedené maticové ndsobeni.

Matice prechodu A (g, p) od baze (Sp) k bazi (B) obsahuje ve sloupcich pfimo slozky vektort
baze (B) (viz napiiklad vétu 6.30). My bohuZzel potiebujeme najit matici pfechodu od (B) k (Sp).
Budeme pocitat inverzni matici, protoze podle véty 6.21 je A(p g,) = A(Slo) B) Nize uvadime zavérecné
vypocty:

112[100 11 2] 100 100 8 -1 -3
121010 ~]02-1|-110]~]010|-3 1 1]},
225001 00 1/-201 001|-2 0 1

121 010

8 —1 -3

002 402
A=A"Aps)y=|1494 =301 1= 5]

001 -2 01 201

7.58. Poznamka. Pii pouziti véty 7.56 vychazi véta 6.23 jako diisledek véty 7.49: je-li A(p ) matici
prechodu od baze (B) k bazi (C'), pak podle véty 6.21 je A(_Bl’c) matici pfechodu od baze (C) k bazi (B).
Podle véty 7.56 je A(_Bl,C) rovnéz matici identity vzhledem k bazim (B) a (C'). Nyni pouzijeme vétu 7.49.
Necht x € L, © = (x1,%2,...,7,)(B), Z(x) = = (Y1,Y2, ..., Yn)(c), Dak plati

xl yl
-1 . _
A(B,C> B I
Tn Yn

Po vyndsobeni matici A (g ¢y zleva dostavame tvrzeni véty 6.23.

Y1 Z1
Aoy | ¢+ | =

Yn Tn
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7.59. Véta. Necht A: Ly — Ly je linearni zobrazeni a necht (By), (C1) jsou baze linearniho prostoru L
a (Bz), (C2) jsou béze linearniho prostoru Ls. Ozna¢me symbolem A (g, ¢,y matici pfechodu od baze
(B1) k (C1) a A(c,,B,) matici pfechodu od baze (C2) k (Bz). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem
k bazim (B1), (Bz), pak A(c,,B,) - A - A(p, c,) je matice téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim
(C1), (Ca).

Dukaz. Matice A (g, ¢,) je podle véty 7.56 matici identického zobrazeni Z; : L1 — L; vzhledem k bazim
(C1) a (B1). Stejné tak matice A (c,,p,) je matici identity Zo: Ly — Ly vzhledem k bazim (Bz) a (Cy).
Déle si stac¢i uvédomit, ze A = 75 o A o7y a pouzit vétu 7.55.

7.60. Definice. Necht A: L — L je linedrni zobrazeni (linedrni prostor vzoru i obrazi je stejny a méa
kone¢nou dimenzi). Misto, abychom mluvili o matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke stejnym bazim (B)
a (B) (to piisobi, jako bychom koktali), struéné se zminujeme o matici zobrazeni A vzhledem k bdzi (B).

7.61. Véta. Necht A: L — L je linedrni zobrazeni, (B), (C) jsou dvé baze linedrniho prostoru L a
A (B,c) je matice pfechodu od baze (B) k bazi (C). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem k bézi (B),
pak A&; o) A - A(p,c) je matici téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem k bazi (C').

Duikaz. A&; ¢ Je podle véty 6.21 matici prechodu od (C) k (B). Zbytek plyne z véty 7.59.

7.62. Poznamka. Protoze mozné matice pirechodu od béaze k bazi jsou pravé vsechny regularni matice,
muzeme na zakladé predchozi véty fici, ze dvé matice A, B jsou maticemi stejného linearniho zobrazeni
A: L — L pravé tehdy, kdy# existuje regularni matice P takovd, ze B = P~ - A - P. Tyto matice se
tedy z pohledu linearniho zobrazeni pfili§ nelisi, coz vystihuje nasledujici definice:

7.63. Definice. Matice A je podobnd matici B, pokud existuje regularni matice P takova, Ze plati
B=P ' A.P.

7.64. Poznamka. Je-li A podobna B, pak je i B podobna A, protoZe misto matice P muzeme pouzit
matici P!, Sta¢i tedy fikat, Ze matice jsou si vzajemné podobné. Je-li A podobna B a B podobna C,
pak je A podobné C, protoze soucin regularnich matic je matice regularni a protoze (PQ)~! = Q~'P~1.
Matice je podobna sama sobé, protoze E je regularni.

7.65. Poznamka. Nasledujici ¢ast textu o vlastnich ¢islech jsem ke kapitole o linedrnich zobrazenich
zatadil poté, co byla do osnov algebry pro prvni roénik zafazena zminka o vlastnich vektorech. Je to
téma docela rozsahlé. Zde jsou uvedeny jen zakladni vlastnosti, takze ¢tendf s hlubsimi zadjmy o tuto
problematiku bude muset sdhnout po jiném zdroji informaci, naptiklad [14].

7.66. Definice. Necht A: L — L je linearni zobrazeni. Cislo A € C se nazyva vlastnim cislem zobra-
zeni A, pokud existuje vektor @ € L,  # o takovy, ze A(x) = Ax. Vektor x, ktery spliiuje uvedenou
rovnost, se nazyva vlastni vektor zobrazeni A prislusny vlastnimu cislu .

7.67. Poznamka. Protoze vlastni ¢islo muze byt ¢islo komplexni, je potfeba pracovat s modifikovanou
definici linedrniho prostoru 1.6, ve které nahradime mnozinu realnych ¢isel mnozinou ¢isel komplexnich.
Jak plyne z definice 7.66, budeme totiz nuceni pfi praci s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory nésobit
vlastni vektor komplexnim ¢islem. V modelovych ptikladech se pokusim komplexnim ¢islim vyhnout.

7.68. Poznamka. Pokud existuje vlastni ¢islo zobrazeni A, pak mu piislusi vice vlastnich vektoru.
Priddme-li k témto vektorim vektor nulovy, dostavame linearni podprostor prostoru L. Skuteéné, pokud
x, y spliuji A(x) = Az, A(y) = Ay, pak

Alx+y)=Alx)+ Aly) = Az + Ay =\(z +vy), Alaz) =aA(x) = alz =\ (ax).

7.69. Poznamka. Pojem vlastni ¢islo definujeme nejenom pro linedrni zobrazeni, ale rovnéz pro ¢tver-
cové matice. Zahy zjistime, Ze mezi vlastnim ¢islem zobrazeni a matice je izka souvislost.

7.70. Definice. Nechf A je ¢tvercova matice typu (n,n) redlnych nebo komplexnich é&sel. Cislo A € C
se nazyva vlastnim cislem matice A, pokud existuje vektor & € C", & # o, takovy, ze A - 7 = \x”.
Vektor x, ktery spliiuje uvedenou rovnost, se nazyva vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu \.
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7.71. Véta. Necht A: L — L je linedrni zobrazeni a A je jeho matice vzhledem k néjaké béazi (B). Pak A
je vlastnim ¢islem zobrazeni A pravé tehdy, kdyz je vlastnim ¢islem matice A. Navic x je vlastni vektor
zobrazeni A ptislusny \ pravé tehdy, kdyz souradnice vektoru « vzhledem k bazi (B) tvoii vlastni vektor
matice A prislusny \.

Diikaz. Oznaéme u € C" soufadnice vektoru = v bazi (B). Podle véty 7.49 sloupec A - u” obsahuje
soufadnice obrazu A(zx) vzhledem k bazi (B). Takze A(x) = A pravé tehdy, kdyz A - u? = AuT.

7.72. Poznamka. MnoZina vSech vlastnich ¢isel linedrniho zobrazeni nebo matice se nazyva spektrum.
Vlastnim éisltum /vektortim néktefi cesti autori fikaji charakteristickd cisla/vektory (anglicky eigenvalue,
eigenvector, coz je odvozeno z néméiny).

7.73. Poznamka. Vlastni ¢islo zobrazeni A je podle piedchozi véty vlastnim é&islem v§ech matic tohoto
zobrazeni (vzhledem k rozliénym bazim). Tyto matice jsou podle poznamky 7.62 vzdjemné podobné.
Miizeme tedy ¥ici, Ze pokud P je regularni matice, pak vlastni &isla matic A a P~!- A - P jsou stejna.

7.74. Poznamka. Piikro¢ime nyni k vypoctu vlastnich ¢isel, je-li ddana ¢tvercova matice A. Vyjdeme
z rovnosti A - 27 = Ax” = AE - z”. Z obou stran této rovnice odecteme AE - &’ Dostavame vztah
A-x” - AE-27 = (A-\E)-27 = 0”. Z definice vlastniho ¢&isla vime, ze piislusny vlastni vektor & musi
byt nenulovy. Je tedy ziejmé, ze A bude vlastnim cislem matice A pravé tehdy, kdyz homogenni soustava
s matici A — AE bude mit nenulové feSeni. Timto feSenim pak bude vlastni vektor ptislusny vlastnimu
¢islu A. Aby tato soustava méla nenulové FeSeni, musi jeji matice byt singularni, tj. musi det(A—AE) = 0.
v proménné \. Tento polynom se nazyva charakteristicky polynom matice A. Jeho stupen je stejny, jako
pocet fadkt matice A. Ozna¢me toto ¢islo n. Abychom tedy nasli vSechna vlastni ¢isla dané matice,
sta¢i najit vSechny kotfeny charakteristického polynomu této matice. Podle zdkladni véty algebry téchto
kofenti (véetné jejich nésobnosti) je n. Kazdd matice mé tedy n vlastnich ¢&isel (obecné ne vzajmené
riiznych). Kazdé linedrni zobrazeni A: L — L ma tolik vlastnich ¢isel, kolik je dimeze L.

7.75. Definice. Necht A je ¢tvercovd matice. Polynom det(A — AE) nazyvame charakteristicky po-
lynom matice A a rovnost det(A — AE) = 0 charakteristickou rovnici. Je-li A k-ndsobnym kofenem
charakteristické rovnice, fikame, ze \ je k-nasobnym vlastnim cislem.

7.76. Priklad. Uvedeme jesté cely postup odvozeni vypoctu vlastnich ¢éisel matice (viz predchozi po-
znédmku) znovu na konkrétnim numerickém piikladé, protoZze odvozeni mize pro nékoho byt na konkrét-
nim ptikladé nazornéjsi. Budeme hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

5 -2 2
A= -1 4 -1
-4 4 -1

Podle definice 7.70 hleddme takové ¢islo A a vektor & = (21,22, z3), aby byla splnéna maticova rovnost

5 -2 2 xr1 €
-1 4 —1 . X9 =\ i) 5
—4 4 —1 €T3 T3

a pritom vektor x byl nenulovy. Rozepiseme tuto rovnost do slozek:

511 — 2x9 + 223 = A1y (5—=MNay — 219 +2x3=0
—x1 +4x0 — T3 = ATo tj. —I1+(4 — )\)1?2 —x3 =0
—4x1 +4r9 — T3 = A3 —4xq + 4$2+(—1 — /\).133 =0

Potfebujeme, aby uvedena homogenni soustava se ¢tvercovou matici méla nenulové feseni. Matice sou-
stavy tedy musi byt singularni, tj. musi mit nulovy determinant:

5—A —2 2
det -1 4-X -1 =0.
—4 4 —-1-A
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Hledame tedy A takové, aby det(A — AE) = 0. P¥{8t& uz toto odvozeni nebudeme opakovat, ale za¢neme
rovnou od rovnice det(A — AE) = 0.

det(A — AE) = (5 — \)(4 — \)(—1 = A) — 16 — (—4(4 — \) —4(5 — A) + 2(—1 — A)) = —(A — 3)2(A — 2),

takze vlastni ¢isla jsou A = 3 a A = 2. Najdeme jesté vlastni vektory. Nejprve najdeme vlastni vektory
pfislusné vlastnimu ¢islu 3:

5-3 -2 2 2 -2 2
-1 4-3 -1 |=|-1 1-1]~(1-11).
-4 4 -1-3 -4 4 -4

Béze feSeni homogenni soustavy s matici (1 —1 1) je napiiklad {(1,1,0),(—1,0,1)}. Toto jsou dva
linedrné€ nezavislé vlastni vektory, které prislusi vlastnimu ¢islu 3. VSechny vlastni vektory piislusejici
vlastnimu ¢islu 3 tvofi linedrni obal této baze, ovSsem bez nulového vektoru. Nyni najdeme vlastni vektory,
které prislusi vlastnimu ¢islu 2:

5-2 -2 2 3 -2 2 -1 2 -1 19
-1 4-2 -1 |=(-1 2-1]~[ 0 4-1 ~( 0 4_1>.
4 4 —1-2 4 4 -3 04 1

Dimenze prostoru reseni homogenni soustavy s touto matici je 1, tj. sta¢i najit jeden vektor fesSeni:
(—2,1,4) a ostatni vektory FeSeni jsou jeho nésobky. Tato FeSeni (bez nulového) jsou téz vSechny vlastni
vektory matice A, které prislusi vlastnimu ¢islu 2.

Celkem tedy m4 matice A tii linedrné nezavislé vlastni vektory: (1,1,0),(—1,0,1),(—2,1,4). Prvni
dva pfisluseji vlastnimu ¢islu 3 a posledni pfislusi vlastnimu ¢islu 2.

7.77. Priklad. Naésledujici priklad ukazuje, Ze nemusi existovat tolik linedrné nezévislych vlastnich
vektori, kolik fAdki ma matice. Budeme hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory matice:

2 4 -3
A=|-110 -6
-1 8 -4
Vypocteme determinant matice A — \E:
2—A 4 -3
det| —1 10-X —6 =-(A=3)>2\-2).
-1 8 —4 -

Vidime, ze matice méa stejna vlastni ¢isla, jako matice z pfedchoziho piikladu. Nyni vypocitdme vlastni
vektory:

A=3: [2-3 4 -3 -1 4 -3 -1 43 1 4 3\ vlastnf
-1 10-3 -6 |=|-17-6|~| 03-3]|~ vektor:
-1 8 —4 -3 —1 8 —7 0 4 —4 0 1-1 (1,1,1)
A=2: [2-2 4 -3 0 4-3 1 8 g\ vlastni
-1 10-=-2 —6 =] -1 8 -6 | ~ vektor:
18 —4-2 1 8 —6 043/ (0,34

Na rozdil od pfedchoziho pfikladu vicendsobnému vlastnimu ¢islu 3 piislusi jen jeden linedrné ne-
zéavisly vlastni vektor. Tato matice ma tedy dohromady jen dva linedrné nezavislé vlastni vektory:
(1,1,1),(0,3,4), které po fadé prisluseji vlastnim é&isltim 3 a 2.

7.78. Véta. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Diikaz. Nechf P je regularni. Matice P~'AP je podobné matici A. Vypoéteme jeji charakteristicky
polynom:

det(P"'AP — \E) = det(P AP — AP 'EP) = det(P"'AP - P '\EP) =
=det(P"' (A —\E)P) =detP ! det(A — AE) det P = det(A — \E),

protoze det P~1det P = 1.
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7.79. Poznamka. Pravé uvedeny vysledek je v souladu s poznamkou 7.73.

7.80. Poznamka. Matice z priklada 7.76 a 7.77 maji sice stejny charakteristicky polynom, ale za chvili
ukazeme, Ze si nejsou podobné. Tvrzeni véty 7.78 tedy nelze obratit.

7.81. Priklad. Diagonélni matice Podobnost
s diagondlni
A 0 0 ... 0 matict
0 X O 0
D=]0 0 s 0
0 0 0 An

mé charakteristicky polynom (A; —A) (Aa—A) - - - (A, — \), protoze determinant diagondlni matice D—\E
je roven soucinu prvku na diagonale. Vlastni ¢isla matice D tedy jsou A1, Ao, ..., Ay.

Vlastni vektor matice D prislusny vlastnimu ¢islu \; je vektor obsahujici samé nuly s vyjimkou i-té
slozky, ve které je néjaké nenulové ¢islo, tfeba jednicka.

Matici D z tohoto piikladu budeme znacit D = diag(A1, Mg, ..., A,,). Tim uSetiime papir.

7.82. Véta. Necht A je ¢tvercovd matice typu (n,n). Sestavme libovolnd komplexni ¢isla Aq, ..., A, do
diagondlni matice D = diag(\1, ..., A,) alibovolné nenulové vektory 1, ..., x, z C" zapisme do sloupctt
matice P, tj. P = (x¥,...,xT). Pak plati: &isla Aj,..., A, jsou vlastnimi ¢isly matice A a xy,..., @,

jsou jejich odpovidajici vlastni vektory pravé tehdy, kdyz je splnéna rovnost PD = AP.

Diikaz. Rozepisme maticové nasobeni: PD = (¥ ... xT).diag(\y,..., \,) = (12T, ... A\, zL). Dale
je AP = A(zT,... 2l) = (AzT ... AzT). Mame tedy obé strany zkoumané rovnosti PD = AP
rozepsany do sloupctl. Vidime, Ze rovnost v i-tém sloupci \; zl = Az] plati pravé tehdy, kdyz \; je
vlastni ¢islo matice A a x; je prislusny vlastni vektor.

7.83. Véta. Necht méa ¢tvercovd matice A s n fadky n linedrné nezévislych vlastnich vektort (kazdy
z nich pfislusi néjakému vlastnimu ¢islu matice). Pak je matice A podobna diagondlni matici.

Dukaz. Sestavime diagonélni matici D z vlastnich ¢isel pfislusnych vlastnim vektorim @y, ..., x,. Déle
pouzijeme predchozi vétu. Protoze matice P = (a7, ..., 2) obsahuje podle piedpokladu véty linedrné
nezévislé sloupce, je P regularni, takZe je mozné vztah PD = AP vynasobit zprava matici P~!. Dosté-

vame A = PDP !, takZe matice A je podobna matici D.

7.84. Véta. Necht je matice A podobna diagondlni matici, to znamend, Ze existuje regularni matice P
a diagonalni matice D takové, e A = PDP~!. Pak D obsahuje vlastni &isla matice A a ve sloupcich
matice P jsou vlastni vektory pfislusné (podle pofadi) odpovidajicim vlastnim ¢isliim zapsanym v D.

Diikaz. Po pfevedeni vztahu A = PDP~! na AP = PD sta¢i pouzit vétu 7.82.

7.85. Priklad. Matice z prikladu 7.76 ma tfi fadky a tfi linedrné nezavislé vlastni vektory. Jsou tedy
splnény predpoklady véty 7.83 a matice je podobna diagonédlni matici. Véta 7.84 nam dava néavod, jak
najit matici P a diagonalni matici. Sestavime vlastni vektory (1,1,0),(—1,0,1),(—2,1,4) do sloupci a
dostavame matici P. Sestavime v odpovidajicim potadi vlastni ¢isla do diagonalni matice, a dostavame
matici D, pro kterou plati A = PDP~!. Konkrétné:

-1

5 -2 2 1 -1 -2 300 1 -1 -2
A=|-1 4-1})=(|1 0 1]-1{030]-11 0 1
-4 4 -1 0 1 4 00 2 0 1 4

7.86. Piiklad. Matice z piikladu 7.77 nem4 tolik linedrné nezévislych vlastnich vektort, jako je pocet
jejich fadkt. To znamend, Zze neni podobnd diagondlni matici (kdyby byla, pak dostaneme spor s vé-
tou 7.84. Protoze matice z prikladu 7.76 je podobna diagondlni matici, zatimco matice z prikladu 7.77
neni, nejsou si tyto matice ani vzajemné podobné.
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7.87. Véta. Vlastni vektory, které ptisluseji vzajemné riiznym vlastnim ¢isltim, jsou linedrné nezavislé.

Dukaz. Jeden vlastni vektor je samoziejmé linedrné nezavisly, protoze je podle definice nenulovy. Déle
postupujeme indukci. Prepokladame, ze matice A ma linedrné nezavislé vlastni vektory «1, ... x ptislu-
Sejici riznym vlastnim ¢islim Aq, ..., \; a pfidame do této skupiny vlastni vektor o1 prislusejici zatim
nepouzitému vlastnimu ¢éislu A\;y;. Predpokladdme rovnost Zf:ll a;x; = o a ukazeme, ze vSechny koe-
ficienty «; museji byt nulové. Tim dokazeme linedrni nezavislost. Rovnost transponujeme a vynéasobime
zleva matici A — ;41 E. Dostavame:

k+1 k41 k41 k+1
(A=A 11 E) Z el = Z ai(Axl — \pp1xl) = Z (el = Mepxl) = Z ai(hi—App1) 2l = ot
i—1 i=1 i=1 i=1

Koeficient u posledniho scitance v této rovnosti je nulovy, protoze A\gx41 — Ag+1 = 0. Podle indukéniho
predpokladu jsou vektory @i,...x; linedrné nezavislé, takze i ostatni koeficienty museji byt nulové.
Protoze ale A\; # Ag+1, musi a; = 0 pro i € {1,...,k}. Dosadime-li tento poznatek do vychoziho tvaru
rovnosti, madme Ox; + -+ - + 0T + Ap4+1Tk4+1 = Q121 = 0. Protoze x4 je vlastni vektor a tudiz
nenulovy, musi a1 = 0.

7.88. Poznamka. Necht A je typu (n,n) a necht jsou vSechna vlastni ¢isla matice A jednonésobnd. To
znamena, ze existuje n ruznych vlastnich c¢isel. Pak podle predchozi véty jim prislusejici vlastni vektory
jsou linearné nezavislé. Podle véty 7.83 je tedy matice A podobna diagonalni matici.

7.89. Poznamka. Uvazujme matici A typu (n,n). MZe se stét, ze néjaké vlastni &islo A této matice je
vicenasobné. To muze ale nemusi zpisobit, ze k matici A prestane existovat podobna diagonalni matice.
Zalezi na ¢islu dy = n—hod(A—AE). Protoze A—\E je singuldrni, je toto ¢islo asponi 1. Vzhledem k tomu,
Ze dy je dimenze prostoru feSeni homogenni soustavy (A — AE) x = o, miZeme najit k vlastnimu ¢islu A
pravé dy linedrné nezavislych vlastnich vektord. Prostudujeme-li zpétné dikaz véty 7.87, shledame, ze
jsme v indukénim kroku nepotiebovali vzajemnou rtiznost vlastnich ¢isel A\q,..., \g, jen jsme chtéli, aby
Ak+1 bylo od ostatnich rtizné. Pokud je ¢islo dy pro kazdé vicenasobné vlastni ¢islo rovno jeho nasobnosti,
pak muzeme postupné do ,balicku lindrné nezavislych vlastnich vektort“ prihazovat za kazdé vlastni ¢islo
tolik vektort, kolik je nasobnost vlastniho ¢isla. Dohromady ziskdme n linedrné nezavislych vektori, takze
podle véty 7.83 je A podobné diagonalni matici.

7.90. Poznamka. Stale pfedpokldadame ¢tvercovou matici A typu (n,n). Problémy nastanou, pokud
¢islo dy = n—hod(A —AE) je mensi neZ ndsobnost vlastniho ¢isla A. Pak nelze najit n linedrné nezavislych
vlastnich vektoru a matice A neni podobné diagondlni matici. Pfiklad 7.77 ilustruje, ze takové pripady
opravdu nastavaji. Matice A je pak podobn4 jen ,skoro diagonalni matici®, kterd ma na hlavni diagonale
vlastni cisla a tésné nad touto diagondlou se obcas vyskytuji jednicky. Této matici se fika Jordaniv
kanonicky tvar. Je potieba definovat tzv. zobecnény vlastni vektor a tento pojem pouzit k vybudovani
regularni matice P, ktera prevadi matici A na Jordantiv kanonicky tvar. Vsechny tyto pojmy vyzaduji
hlubsi studium a pfesahuji bohuzel rdmec tohoto uvodniho textu. Pro dalsi studium lze doporuéit [14].

7.91. Poznamka. Véty 7.83 a 7.84 se daji formulovat z thlu pohledu linearniho zobrazeni:

7.92. Véta. Necht A: L — L je linedrni zobrazeni, dim L = n. Zobrazeni A m4 n linedrné nezavislych
vlastnich vektorti pravé tehdy, kdyZ existuje baze (B) prostoru L takovd, ze A ma vzhledem k této bézi
diagonalni matici D. Pfitom na diagondle matice D jsou vlastni ¢isla zobrazeni A a baze (B) obsahuje
vlastni vektory ptislusné vlastnim cislim v matici D ve stejném poradi.

Dukaz. Zvolme néjakou vychozi bazi (V') prostoru L. Ozna¢me symbolem A matici zobrazeni A vzhle-
dem k bézi (V). Existence baze (B) takové, ze matice zobrazeni A vzhledem k ni je D, je ekvivalentni
s platnosti vztahu A = PDP~! kde P je matice prechodu od (V') k (B). Dale pfi ditkazu tvrzeni , pravé
tehdy kdyz“ pouzijeme v jednom sméru vétu 7.83. V druhém sméru pouzijeme vétu 7.84 a skutecnost,
ze matice prechodu P obsahuje ve sloupcich soufadnice baze (B) vzhledem k bazi (V).

7.93. Poznamka. P préci s linedrnim zobrazenim se nékdy hodi zvolit takovou bézi, ve které je matice
tohoto zobrazeni ,co nejblizsi“ matici diagonalni. Pravé vyslovenda véta rikd, ze za jistych okolnosti lze

zvolit bézi, vzhledem ke které je matice zobrazeni pfimo diagondlni. Pokud (z1,...,x,) jsou soutad-
nice vstupniho vektoru x vzhledem k této bazi, pak vystupni vektor A(x) méa vzhledem ke stejné bézi
soutadnice (\1z1, ..., \pxy,), kde A1,..., A, jsou vlastni ¢isla tohoto zobrazeni.

82



8. Linearni prostory se skalarnim souc¢inem

8.1. Poznamka. Linearni prostor je libovolnd mnozina, na které je definovano s¢itani a nasobeni konstan-
tou tak, aby byly splnény vlastnosti (1) az (7) z definice 1.6. Pokud na takové mnoziné navic definujeme
nasobeni prvku mezi sebou tak, Ze vysledek nasobeni je redlné cislo a nasobeni spliiuje nize uvedené
vlastnosti (1) az (4), definovali jsme na linedrnim prostoru skaldrni souc¢in. Ten ndm umozni pracovat

s novymi vlastnostmi prvku linearniho prostoru, jako je jejich velikost a tthel mezi dvéma prvky.

8.2. Definice. Necht L je linedrni prostor. Operaci -: L X L — R nazveme skaldrnim soucinem, pokud
spliiuje Vo € L, Vy € L, Vz € L, Va € R nasledujici vlastnosti

2) (+y)-z=z-2+y-z
B) (a-x)y=a-(z-y),
(4) £-x>0, x-x=0jen tehdy, kdyz = o.

Ve vlastnosti (4) znaéi symbol o nulovy vektor linedrniho prostoru L.
Linearni prostor L, na kterém je definovan skalarni souéin, nazyvame linedrnim prostorem se ska-
larnim soucinem.

8.3. Poznamka. Je tfeba rozliSovat mezi podobné znéjicimi pojmy ,skalarni nésobek“ a skalarni
soucin“. Skaldrni nasobek -: R x L — L je nasobek vektoru redlnym c¢islem, ktery je definovan v kazdém
linedarnim prostoru. Na druhé strané skalarni soucin -: L x L — R je soucin vektorti mezi sebou.

8.4. Poznamka. Upozoriiujeme, Ze stejné jako v definici linedrniho prostoru 1.6, jsou ve vlastnostech (1)
aZ (4) definice skalarniho sou¢inu pouzivany symboly ,+“ a - v rtznych vyznamech podle toho, jakého
typu jsou jejich operandy. Napiiklad prvni ,+% ve vlastnosti (2) oznacuje s¢itani vektorit podle definice
linearniho prostoru, zatimco druhé ,+“ v této vlastnosti je s¢itanim realnych ¢isel. Nebo prvni symbol ,,-¢
ve vlastnosti (3) znamend skalarni nédsobek definovany v linedrnim prostoru L, druhy symbol ,,-“ oznacuje
skalarni soucin. Tfeti symbol - ve vlastnosti (3) je soucin redlnych ¢isel a posledni symbol - v této
vlastnosti znovu znamené skalédrni soucin.

Dale pfipominame, ze budeme symbol - jako dosud c¢asto vynechavat, takze misto @ - y budeme
strucné psat xy.

8.5. Poznamka. Vsimneme si, Ze jsme v definici 1.6 linearniho prostoru definovali tento prostor ,nad
realnymi c¢isly*, protoze jsme definovali nasobek vektoru redlnym cislem. Nic nam ale nebranilo zcela
stejné definovat nasobek vektoru komplexnim ¢islem. AZ dosud jsme mohli nahradit slovo ,realné ¢islo®
slovem ,komplexni ¢islo a naSe teorie by zistala platna. Vsechny predchozi véty by nadale platily.

Kdybychom ale chtéli definovat skalarni soucin jako komplexni ¢islo, museli bychom upravit vlast-
nost (1) definice 8.2 takto:

(1) zy=y=,

kde pruh nad komplexnim ¢islem ya znaci komplexné sdruzené ¢islo. Néktera tvrzeni se tedy budou
v pripadé komplexniho skaldrniho soucinu nepatrné lisit od tvrzeni, kterd nize dokadzeme. Protoze se
vétsina ¢tenaid tohoto textu nachézi zatim v prvnim semestru a nema za sebou analyzu komplexnich ¢isel,
zjednodusime si zivot tim, Ze zustaneme u realnych ¢isel. Pro odvozeni dilezitych vlastnosti linearnich
prostoru se skalarnim souc¢inem nam to bude stacit. Zajemce o disledky definice komplexniho skalarniho

soucinu odkazeme napfiiklad na uéebnici [5].

8.6. Véta. Necht L je linedrni prostor se skaldarnim soucinem, o je jeho nulovy vektor. Pak pro vSechna
rzel,ycLazelLplati: (1) x-o=0-=0,(2) z:- (x+y) =zx+ 2y.

Dukaz. Prvni vlastnost plyne z vlastnosti (7) definice linedrniho prostoru 1.6 a z vlastnosti (3) definice
skalarniho souéinu 8.2. Plati (Oy) - =0-xzy =0

Druhd vlastnost plyne z komutativity skaldrniho soucinu, tj. z vlastnosti (1) definice 8.2 a dale
z vlastnosti (2) této definice.
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Linedrni algebra 8. Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

8.7. Priklad. Prox e R", y € R", © = (21, 22,...,%n), Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) definujme

UkéZzeme, Ze takto definovany soucin vektort x a y je skaldrnim soucinem. Je x -y € R. Nechf jesté
z€R", z=(z1,22,...,2,) & a € R. Ovéfime postupné vlastnosti (1) az (4):

(1) z-y=a1y1+2292+  +TnYn = Y171 T Y222+ + Ypln = Y - T,
(2) (x+y)-z=@+y)z+(w2+y2) 22+ -+ (Tn+Yn) 20 =
=T121 T X222+ F TnZn Y121 T Y222+ H Yn2n = T2+ Y0 2,
(3) (a-z) y=aziys +axays + -+ aTpyn = & (T1y1 + T2y2 + - + TpYn) = a (T - Y),
(4) z-x=ai+22+---+22>0.
Vidime, ze z 22 + 22 + -+ 22 = 0 plyne x; = 29 = --- = 3, = 0, takZe je splnéna i druhd ¢ést
vlastnosti (4).

Skalarni sou¢in na R™ definovany vzorcem (8.1) nazyvame standardnim skaldrnim soucinem. Nésle-
dujici priklady ukazuji, ze existuji i jiné skalarni souciny na R".

8.8. Piiklad. Definujme soucin na R? takto

(1, 22) - (Y1,Y2) = T1y1 + 622y2 + 221Y2 + 222y .

UkéZeme, 7e takto definovany souéin je skaldrnim soudinem na R?2.
Ovérime vlastnosti (1) az (4) definice 8.2

(1) (w1,72) - (y1,92) = T1y1 + 672y + 271Y2 + 222y1 =
= y121 + 6y222 + 2y122 + 2y2w1 = (y1,92) - (21, 22),
(2) (($1,$2) + (yhyz)) (2z1,22) = (21 +y1) 21 + 6(22 +y2) 20 + 2(x1 + Y1) 22 + 2(x2 + y2) 21 =
= 2121 + 62222 + 22122 + 20221 + Y121 + 6y222 + 2y122 + 2y221 =
= (z1,72) - (21,22) + (y1,92) - (21, 22),
(3) (a(z1,22)) - (y1,y2) = (@1, ax2) - (y1,y2) = az1ys + 6azays + 20x1y2 + 2aw2y1 =
= a (1191 + 622Y2 + 221Y2 + 22201) = @ ((3317932) : (y17y2)),

?
(4) (‘r17x2) : (mlaxZ) = (E% + 6x§ + 4:.’1,'1{E2 2 0

Abychom dokazali vlastnost (4), potfebujeme pro z1 # 0, xo # 0 dokdzat, Ze x? + 623 + 4x129 > 0.
Necht a = xa/x1, tj. 22 = az;1. Po dosazeni je 2% + 6ax? + 4ax? = 22(1+ 6a® + 4a). Aby byl dany vyraz
vétsi nez nula, staci aby 6a? + 4a + 1 > 0, Va € R. Protoze diskriminant této kvadratické nerovnice je
roven D = 16 — 24 = —8 < 0, je nerovnost 6a® + 4a + 1 > 0 splnéna pro vSechna a € R.

8.9. Priklad. UkaZeme, Ze piedpis (z1,72) o (y1,¥2) = T1y1 + 272y2 + 2T1y2 + 2x2y; neni skaldrnim
soucinem. Vlastnosti (1) az (3) jsou zfejmé splnény. Neni splnéna vlastnost (4), protoze napiiklad

(-1,1)0(-1,1)=14+2-2-2=—1 %0.

8.10. Poznamka. Vyse uvedené piiklady nas vedou k otazce, jak charakterizovat vSechny skaldrni
sou¢iny na R"™ a jak je rychle poznat. Souvisi to s tzv. pozitivné definitnimi a symetrickymi maticemi.
Nize uvadim nejdulezitéjsi vysledky z této oblasti jen pro ¢tenére, ktery chce byt lépe informovan. Nam
ostatnim bude v dalsim textu stacit existence standardniho skalarniho sou¢inu na R"™ a povédomi, zZe
existuji i jiné skalarni souciny. Téma symetrickych a pozitivné definitnich matic je mozno preskocit a
vénovat se rovnou definici velikosti vektoru 8.17.

8.11. Definice. Ctvercova matice A typu (n,n) je symetrickd, pokud plati AT = A.
8.12. Definice. Necht A je ¢tvercovd matice typu (n,n). Oznaéme A; ¢tvercovou matici typu (n—i, n—i),
ktera vznikd z matice A vynechanim poslednich ¢ fadkt a poslednich ¢ sloupci. Matice A se nazyva

pozitivné definitni, pokud vSechny determinanty det A;, i € {0,1,2,...,n — 1} jsou kladné.
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Linedrni algebra 8. Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

8.13. Poznamka. Pozitivné definitni matice je vZdy regulérni, protoze det A = det Ay > 0.

8.14. Véta. Necht A je ¢tvercovd matice typu (n,n). Definujme souéin na R™ takto. Pro ¢ € R",
y e R"” je
vy=z-A-y',
kde na pravé strané rovnosti je maticovy soucin jednoradkové matice x, ktera obsahuje slozky vektoru x,
s matici A a s matici y”', coz je sloupec slozek vektoru y.
Pak x - y je skalarnim souc¢inem praveé tehdy, kdyz A je symetrickd a pozitivné definitni matice.

Dukaz. Uvedeme jen struény naznak. Pro vlastnost (1) skaldrniho sou¢inu je nutna symetrie matice A.
Vlastnost (2) a (3) je zarucena pro jakoukoli ¢tvercovou matici A. Konetné vlastnost (4) je zarucena
diky tomu, ze matice A je pozitivné definitni. Na opravnénou otazku ,,pro¢“ zde mame maly prostor pro
odpovéd. Odkazujeme napiiklad na uéebnici [5].

8.15. Piiklad. Vratme se k prikladu 8.8. Tam je skalarni soucin definovan takto:

x.y:@wz)'(é 2)(5)

ProtoZe pro uvedenou matici plati A = A7, jedné se o symetrickou matici. Spoéteme dale jednotlivé
determinanty: det Ag = det A = 2, det A; = det(1) = 1. Protoze oba determinanty jsou kladn4 ¢isla,
jedna se o pozitivné definitni matici. Podle véty 8.14 je definovany soucin skaldrnim soucinem.

8.16. Poznamka. Budeme definovat velikost vektoru a tthel mezi dvéma nenulovymi vektory na obec-
nych linearnich prostorech se skaldrnim sou¢inem. Tyto pojmy definujeme jen pomoci skalarniho souc¢inu
pro zcela libovolné vektory. V nasledujici kapitole ukazeme, ze pokud budeme pracovat s vektory s geome-
trickym vyznamem (napf. s orientovanymi tseckami), pak pojmy velikost a ihel nyni zavedené abstraktné
budou znamenat pfesné to, co od nich z geometrického hlediska ocekavame.

8.17. Definice. Necht L je linedrni prostor se skalarnim soucinem. Pro & € L definujeme velikost
vektoru @ hodnotou /& - x. Velikost vektoru @ znacime ||z, takze je

lz]| = Ve - x, tj. ||£L‘||2 =x-T.

Misto pojmu ,,velikost vektoru“ se ¢asto pouziva pojem norma vektoru.

8.18. Poznamka. Vidime, Ze velikost je nezaporné ¢islo a Ze kazdy vektor ma svou velikost. To ndm
zarucuje vlastnost (4) definice 8.2. Je & - & > 0, takze odmocnina z tohoto ¢isla je definovana.

Déle vidime, ze jediné nulovy vektor ma velikost rovnu nule a zadny jiny. To ndm zarucuje druha
¢ast vlastnosti (4).

8.19. Véta. Necht x je prvkem linedrniho prostoru se skaldrnim souc¢inem, a € R.. Pak

ozl = [af - ||

Dikaz. |oz|| = /(az) - (cx) =Valx -z =Va? Vo -z =|a| ||z

8.20. Definice. Necht L je linearni prostor se skaldrnim souéinem a @ € L, y € L, © # o, y # o. Pak
thel mezi vektory x a y je takové &islo ¢ € (0, 2m), pro které plati

Tl ol (8.2)

cosp =

8.21. Poznamka. Zabyvejme se otazkou, zda kazdé dva nenulové vektory maji definovan tithel mezi
sebou. Pfedevsim podle poznamky 8.18 plati, ze ||x| # 0, |ly|| # 0, protoze © # o, y # o. Takze se ve
zlomku z rovnosti (8.2) nedéli nulou.
Aby existovalo ¢ takové, ze plati (8.2), musi platit
1< Y
=l -yl

Tento pozadavek zarucuje nasledujici véta.
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Linedrni algebra 8. Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

8.22. Véta (Schwartzova nerovnost). Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soudinem a x € L,
y € L. Pak plati:

-y <z - [lyll (8.3)
Dukaz. Necht o € R. Nésobme sam se sebou vektor & — ay. Podle vlastnosti (4) definice 8.2 je
0<(z-ay) (x—ay)=z-z—a-2z-y)+o’ (y y)
V tpravéach jsme pouzili vlastnosti (2) a (3) definice 8.2. Oznaéme A =y -y = ||y||?, B = —2(z - y),

C =z x = ||z||*. Dostavame
0<Aa’>+Ba+C.

Tato nerovnost musi platit pro vSechna o € R. Diskriminant této kvadratické nerovnice tedy nesmi byt
kladny. Z toho nam vyplyva podminka pro ¢isla A, B, C:

B2 —4AC <0, tj. B><4AC, tj. (=2(z-y))’ <4yl
ti. (=2 (@-y)® <4|zPlyl? ti. V(e y)? < V=2Vt oyl < [lz] -yl

8.23. Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Vzddlenost vektoru @ od vektoru y  Vzddlenost
definujeme jako ||y — x||. Podle véty 8.19 je ||y — x| = ||x — y||, takze ¢asto mluvime o vzdalenosti dvou wvektori
vektorid « a y (bez zévislosti na jejich poradi).

8.24. Véta (trojuhelnikova nerovnost). Pro velikosti vektort plati

lz +yll < [zl + [yl (8.4)

, 2
Dikaz. [z +y[|> = (z +y) - (z+y) =zz+2zy +yy < |z[> +2 || - [lyll + [y]* = (=] +[|lyl))"
Ve vypoctu jsme pouzili Schwartzovu nerovnost 8.22. Po odmocnéni dostavame dokazovanou nerovnost.

8.25. Poznamka. Vysvétlime si, pro¢ se dokdzana nerovnost nazyva trojihelnikova. Tu nékteii ¢tenari
znaji geometricky formulovanou tfeba takto: soucet délek dvou stran v trojihelniku je vzdy vétsi nez délka
strany tieti. Necht vektory a, b a ¢ jsou prvky linearniho prostoru se skaldrnim souc¢inem a predstavme si
je jako vrcholy pomyslného trojuhelnika. Velikost stran je totéz jako vzdalenost odpovidajicich vektort.
Geometrické tvrzeni o velikostech stran trojuhelnika tedy miZeme pomoci definice 8.23 prepsat takto:

la = bl < [la - cf| + [lc - b]|.
Pii volbé & = a — ¢, y = ¢ — b prechdzi uvedend nerovnost na tvar (8.4).
8.26. P¥iklad. Uvazujme linearni prostor R* se standardnim skalarnim souc¢inem (8.1). Uk4Zeme, jak

vypada velikost vektoru (1,2,3,4) a jaky je tthel mezi vektory (1,2,3,4) a (1,0,0,2).
Podle definice 8.17 a podle (8.1) je

1(1,2,3,4)|| = V/(1,2.3,4) - (1.2,3,4) = /12 + 22 + 32 + 42 = V/30.
Podle definice 8.20 plati pro tthel ¢ nasledujici rovnost:

(1L23,4)(1,002) _14040+4-2 9 . 9
(123,49 [(1,0,0,2)]]  V30-vitd viso 7 VI50°

cosp = H

8.27. Priklad. Necht L je linedrni prostor spojitych funkei definovanych na koneéném uzavieném inter-
valu D C R. Ukazeme, ze predpis

fg= /Df<x>g<x> da
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definuje skaldrni souéin na linedrnim prostoru L. Ovéiime vlastnosti (1) az (4). Necht f € L, g € L,
h € L a a € R. Pak plati

(1) f-g=/Df(w)g(w)dwZ/Dg(fc)f(:v)dw=9~f,
@) (F+9)-h= [ (f@)+9() ha)do = [ (Fa)h(o) + 9(a) hia)) do =
D D
:/f(x)h(x)dx+/g(a:)h(x)dx:f~h—|—g~h,
D D
(3) (af)-g= /D af(2)g(z)dw = a- /D f(@) g(z)de = a (f - g),
(4) f-f=/Df2<x>dxzo,
/ f?(z)dz =0 jen tehdy, kdyz f(z) = 0 Vx € D, protoze f je spojita.
D

Priklad ilustruje, Ze i na linearnich prostorech nekonecné dimenze jsme schopni definovat skalarni soucin.
Z tohoto skaldrniho souéinu odvozend norma funkce [ || f]|, ,ihel ¢ mezi funkcemi f a ¢g* a ,vzdalenost
dvou funkei f a g“ || f — g se po¢ita takto:

Ip flx)g(x)dz \/ 2
If1l = f?(z)dx, ¢ = arccos o Nf—all= (f(z) = g(x))” da.
/D \/fD f2(z)dz [}, g*(x)dx /D

8.28. Poznamka. ProtoZe mame na linearnich prostorech se skalarnim soucinem definovéan ihel mezi
nenulovymi vektory, mtzeme pro kazdé dva nenulové vektory rozhodnout, kdy jsou na sebe kolmé. Je to
tehdy, kdyz je cos ¢ = 0, neboli - y = 0. Z toho vyplyva nasledujici definice.

8.29. Definice. Necht L je linearni prostor se skaldrnim sou¢inem. Dva nenulové vektory x € Lay € L
jsou na sebe kolmé (znacime x L y), pokud je x -y = 0.

8.30. Priklad. (Pythagorova véta.) Necht « € L, y € L jsou nenulové vektory, které jsou na sebe kolmé.
Pak plati
l)* + [ly]1* = [l — y|*.

Zdtvodnéni je jednoduché: ||z —y|?’ = (z —y) - (z—y)=x- -z -2z -y+y-y=|z|> -2 -0+ ||y|*
Geometricka interpretace tohoto piikladu je nasledujici. Trojuhlenik s vrcholy o,  a y je pravouhly
s pravym thlem pii vrcholu o. Cisla ||z||, ||y jsou velikosti odvésen a ||z — y|| je velikost prepony.

8.31. Definice. Necht B = {by, bs,...,b,} je baze linedrniho prostoru se skaldrnim souéinem. Bazi B
nazyvame ortogondlni, pokud b; L b; Vi € {1,2,...,n},Vj € {1,2,...,n}, i # j.
Bézi B nazyvame ortonormalni, pokud je ortogonélni, a navic ||b;|| =1, Vi € {1,2,...,n}.

8.32. Véta. Baze B = {by,bs,...,b,} je ortonormélni pravé tehdy, kdyz

b b — 0 pro i # j,
7\ 1proi =3

Dikaz. Baze B je ortonormalni pravé tehdy, kdyz (podle definice 8.31) plati b; - b; = 1 pro ¢ = j a navic
je ortogonalni, tj. b; L b; pro ¢ # j. To podle definice 8.29 znamena, Ze b; - b; = 0 pro i # j.

8.33. Véta. Necht (B) je ortonormélni usporadana baze linedrniho prostoru L se skaldrnim soucinem.
Pak pro véechna x € L,y € L, ® = (v1,%2,...,%n)(B), Y = (Y1,Y2; - - -, Yn)(B) 1ze skaldrni soucin pocitat
ze soufadnic vektori takto:

T-Y=x1Y1 +T2y2 + -+ TnYn.
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Dukaz. Podle predpokladu je @ = 1 by + x2bs + -+ 2, by, y = y1 b1 +y2bo + - - - + y,, b,,. Pocitejme
x-y:

- y=(r1by+a2ba+---+x,b,) (Y1 b1 +y2bs+ -+ ynby) =
= 11Y1 b1-b1+21y2 b1-ba+- - -+T1Y, b1 by +22y1 ba b1 +x2y2 ba-ba+- - - +T2y, ba-by+- T2y, by by, =
=y 1+21y2- 0+ -+ 21yn -0+ 22y1 -0+ 22y 14+ -+ 22y -0+ - -+ TpYn -1 = T1y1 +22y2+- - -+ TpYn.

V tupravéch jsme vyuzili vétu 8.32 a toho, ze baze B je ortonormaélni.

8.34. Priklad. Necht R" je linedrni prostor se standardnim skaldrnim soucinem zavedenym v pri-
kladu 8.7. Pak standardni baze

S =1{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)}
je ortonormalni bazi.

8.35. Véta. Necht @1, @, ..., x, jsou nenulové vektory linearniho prostoru se skalarnim soucinem, které
jsou na sebe navzajem kolmé, tj. x; - ©; = 0 pro i # j a x; - ; > 0. Pak jsou tyto vektory linearné
nezavislé.

Dukaz. Podle definice linedrni nezavislosti staci ovéfit, Ze z rovnosti
al.ml+a2.m2+...+an.mn:o

nutné plyne, ze vsechna ¢isla ¢isla «; jsou nulova. Vynasobime-li obé strany uvedené rovnosti skalarné
vektorem x;, dostavame na levé strané soucet nul s vyjimkou jediného sc¢itance, protoze vektor x; je
kolmy na vSechny vSechny ostatni vektory «;. Mame tedy

()él:BliBl:OSCl:O

Protoze x; - x; je nenulové cislo, musi byt «; = 0. Tuto operaci mizeme provést pro kazdy index
i€{1,2,...,n}, takze vSechna ¢isla ¢isla a; jsou nutné nulova.
8.36. Véta. Necht (B) = (b1, ba, ..., b,,) je ortonorméalni baze lineadrniho prostoru se skaldrnim sou¢inem.

Pak pro soutradnice libovolného vektoru a plati
x = (z-b, x-ba, ..., x-b,)(p).

Dukaz. Oznac¢me y = (x-by) by + (x - by) by + - - -+ (x - by, ) by,. Podle definice soufadnic vzhledem k bazi
mame dokézat, ze = y. Nasobme vektor y vektorem b;:

protoze baze (B) je ortonormélni. Mame tedy vysledek x - b; =y - b; Vi € {1,2,...,n}.

Vektor  — y je kolmy na vSechny prvky b;, protoze z predchoziho vypoctu plyne (x — y) - b; = 0.
Pokud by x # y, pak podle véty 8.35 jsou vektory by, bs,...,b,, x — y linedrné nezavislé, ale to je ve
sporu s tim, ze (B) je baze. Musi tedy byt = y.

8.37. Poznamka. Predchozi véta mé nazornou geometrickou interpretaci. Soutadnice @ - b; jsou vlastné
kolmé pruméty vektoru & na vektory baze b;. O téchto pojmech pohovorime podrobnéji v nasledujici
kapitole.

8.38. Vé&ta. Necht (B) = (by, bs, ..., b,) je ortonormalni baze linedrniho prostoru se skalarnim sou¢inem
ax=(xr1,22,... .,svn)(B) je jeho libovolny vektor. Pak tihel ¢; mezi vektorem @ a vektorem b; 1ze pocitat
podle vzorce

z;

cosp; = — .

||

Dukaz. Podle definice 8.20 je
CoS p; = = = —.
Sl el el ]

V Gpravéch jsme vyuzili toho, zZe ||b;|| = 1 (baze je ortonormélni) a déle véty 8.36, podle které je z; = x-b;.
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8.39. Poznamka. Protoze je ||z||?/|z|> = 1 a dile je ||z||> = 2% + 23 + - + 22, plyne z véty 8.38
zajimavy dusledek:
cos? 1 + cosZ @y + - - 4 cos? p, =1,

kde ¢; jsou uhly mezi vektorem x a vektory ortonormalni baze.

8.40. Poznamka. Je piirozené se ptat, zda kazdy linedrni prostor (aspon kone¢né dimenze) ma orto-
normalni bazi. Véta 2.51 ukazuje, ze kazdy linedrni prostor mé bazi. Nasledujici véta ukazuje, ze kazda
konecna baze se da v jistém smyslu pozménit tak, aby se z ni stala ortonormalni baze.

8.41. Véta (Schmidtuv ortogonalizaéni proces). Necht {b;, by, ..., b, } je baze linedrniho prostoru L
se skaldrnim soucinem. Pak existuje ortonormélni baze {ci, ca, ..., c,} takovd, ze

(by,ba,.... by = {(c1,¢a,...,CL), VE € {1,2,...,n}.

vvvvvv

Vektor ¢; volime stejny jako b; jen s tim rozdilem, ze jej ,normalizujeme”. To znamen4, zZe jej nasobime
vhodnou konstantou, aby |l¢;] = 1.

Piedstavme si dale, ze uZ jsme nasli ¢y, ¢s,. .., ¢ takové, ze (b1, ba,...,by) = (c1,¢a,...,¢p), a
pfitom vektory ¢, ca,...,ci jsou na sebe vzajemné kolmé a maji jednotkovou velikost. Vektor by,
nyni ,ortogonalizujeme*, tj. upravime tak, aby byl kolmy na vSechny vektory z {c1, o, . .., cx). UkdZeme
pozdéji, ze k tomu ucelu staci od vektoru byy; odecist urcitou linearni kombinaci vektort 1, co, .. ., ck.
Takto upraveny vektor dale ,normalizujeme, tj. vynasobime vhodnou konstantou, aby ||ci4+1| = 1.
Tim se jeho kolmost viiéi ostatnim vektortim z (¢, ¢, . . ., ¢x) nepokazi. Protoze vektor ¢ vznikl jako
linearni kombinace vektoru ¢y, co, ..., ck, biy1, je

<Cl,62, .. .,Ck,ck+1> = <017CQ, .. .,Ck,bk+1> = <b1,b2, .. .,bk+1>.

Zitim tohoto postupu dostavame hledanou ortonormadlni bazi {c1, ca, ..., ¢, }.
Nyni staci jen podrobnéji ukazat, jak se vektor ,normalizuje* a ,ortogonalizuje®. Normalizaci libo-
volného vektoru @ provedeme tak, ze polozime x' = (1/|x||) - . Skutecné je:

1 1 1 1
l'|P=2 2'= —a —x= STE = s [l]* =1
lzll ] ]| ||
Necht by11 & (c1,¢2,. .., cr) a necht vektory ¢y, ¢s,. .., ¢ jsou na sebe navzdjem kolmé a maji jednot-

kovou velikost. Vektor by11 ,ortogonalizujeme” tak, ze polozime

k
/
b1 = b1 — Z(bk+1 “¢i) ¢
i=1
Nové vytvoteny vektor b ; je kolmy na vSechny vektory ci,cs, ..., ¢k, protoze:

k k
biyi-¢j = (karl - Z(karl - ¢;) Ci) ¢j =bpi1-¢5— Z(karl ¢;)(ci-cj) =brr1-¢c;—bry1-¢; =0.

i=1 i=1

V uvedeném souctu jsou ostatni s¢itanci nulovi, protoze vektory ci,cs,...,c; jsou podle predpokladu
na sebe navzajem kolmé.
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9. Aplikace linearni algebry v geometrii

9.1. Poznamka. Budeme pracovat s bodovym euklidovskym prostorem. BohuZel nemédme zde misto
na podrobné definovani zakladnich pojmu tohoto prostoru. Vychazime tedy z toho, ze ¢tenar intuitivné
tusi, co to je bod, tsecku si predstavi jako nejkratsi spojnici mezi dvéma body, nebo jako mnozinu bodi,
kterd tuto spojnici vypliuje. Jiné mnoziny bodid vytvareji pfimky nebo roviny. VSechny tyto mnoziny
bodti jsou podmnozinami tiirozmérného bodového euklidovského prostoru, oznacovaného obvykle Es.
Jeho ,trirozmérnost* vyplyva z toho, Ze jsme schopni v tomto prostoru sestrojit maximalné t¥i na sebe
navzajem kolmé primky. Rovnéz to souvisi s tim, zZe linearni prostory orientovanych tsecek v E3 maji
dimenzi rovnu tfem. V bodovém prostoru E3 umime mérit vzdalenost mezi libovolnymi dvéma body a
thel mezi dvéma tseckami, které maji spoleény jeden krajni bod. Predpokladame tedy, ze jsme vybaveni
néjakym meéfitkem a thlomérem. Stupnice na nasem méfitku vychazi z néjaké jednotky vzdalenosti (metr,
stopa aj.) a nebudeme tuto jednotku pfi popisovani geometrickych vlastnosti dale zmitiovat.

9.2. Piiklad. V piikladech 1.24 a 2.24 jsme zavedli linedrni prostor vazanych vektoru Up tak, Ze jsme
zvolili jeden bod prostoru Es a oznacili jej O. Na mnoziné vSech orientovanych tsecek zacinajicich
v bodé O jsme definovali séitdni (doplnénim na rovnobéznik) a nasobeni konstantou (nidsobenim veli-
kosti usecky). V piikladé 1.24 jsme ukéazali, Ze mnozina takovych tsecek tvori linedrni prostor podle
obecné definice linearniho prostoru a v prikladé 2.24 jsme naznacili, jak souvisi pojmy linearni zavislost
a nezavislost vektora s geometrickymi vlastnostmi linearniho prostoru Up.

Zopakujeme nyni hlavni vysledky téchto prikladt a pfidame dalsi poznatky. Nulovy vektor o € Up je
usecka s nulovou velikosti, tj. koncovy bod splyva s pocate¢nim bodem. Jeden vektor u € Up je linearné
nezavisly pravé tehdy, kdyz je nenulovy. Dva vektory {u,v} C Up jsou linedrné nezavislé pravé tehdy,
kdyZ nelezi ve spoleéné piimce. TFi vektory {u,v,w} C Up jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz
nelezi ve spoleéné roviné. Ctyii vektory z Up jsou vizdy linedrné zévislé. Z toho plyne, Zze dimUp = 3 a
bazi Up tvori libovolné tii vektory, které nelezi ve spolecné roviné.

Je-li u € Up nenulovy, pak (u) je mnozina vektord, jejichz koncové body vypliuji pfimku prochéze-
jici bodem O. Jsou-li {u, v} C Up linedrné nezavislé, pak (u,v) je mnozina vektort, jejichz koncové body
vyplituji rovinu prochézejici bodem O. Jsou-li koneéné t¥i vektory {u, v, w} C Up linedrné nezavislé, pak
koncové body vektorti z (u, v, w) vypliuji cely prostor Es.

Je-li B = {by, b, b3} C Up linedrné nezavisla mnozina, pak tvoii bazi Up a pro kazdy vektor u € Up
existuje pravé jedna linearni kombinace vektoru bq, bs, b3, ktera je rovna vektoru u. Koeficienty této
linedrni kombinace jsou podle definice 6.10 soufadnicemi vektoru w vzhledem k uspofddané bazi (B).
Tyto soufadnice tvori uspoifadanou trojici redlnych cisel a zobrazeni, které kazdému vektoru u € Up
pfifadi uspofddanou trojici jeho soufadnic z R? je podle piikladu 7.25 izomorfismus. Toto zobrazeni
prendsi pojmy linearni zavislost, podprostor a linedrni obal z ,,geometrického® linedrniho prostoru Up
na ,numericky“ linedrni prostor R3. Jinymi slovy, misto abychom zjistovali tyto pojmy na linedrnim
prostoru Up, kde s¢itdni je definovidno dopliiovinim na rovnobéznik (potfebujeme dvé pravitka resp.
kruzitko na konstruovani rovnobéznikii), budeme je ovéfovat jen numericky v R? (vystacime si se sé¢itanim
a nasobenim redlnych ¢isel). To je zakladnim principem tzv. analyticke geometrie. Tuto teorii rozpracoval
v 17. stoleti francouzsky matematik René Descartes. Po ném se nazyva souradnicovy systém kartézsky.

9.3. Priklad. Na linedrnim prostoru Up nyni definujeme skaldrni soucin. Necht u a v jsou dvé oriento-
vané usecky zacinajici v bodé O. Pokud je aspon jedna z nich nulova, definujeme skalarni souc¢in w-v = 0.
Jsou-li obé tsecky nenulové, pak existuje rovina p, ve které lezi spole¢né obé usecky. Prilozime v této ro-
viné thlomeér k danym tseckam a zmétfime tthel ¢ mezi témito tseckami. Skalarni soucin pak definujeme
vzorcem

u-v = [l v cose, (9-1)

kde |lu|| a ||v|| jsou velikosti téchto tisecek zjisténé méritkem.
Ukéazeme, Ze uvedeny vzorec definuje skalarni soucin v souladu s obecnou definici 8.2, tj. ze plati
vlastnosti (1) az (4).
(1) w-v=ull|v] cosp = [lv]| [[ul| cosp = v - u,
(2) (u+v) w luwtvow (vysvétlime pozdéji),

alfull [[v]| cosp = a(u-v), proa >0,

)

3 au) v =|au|l||v| cosp =

@) (aw)-v=lauo] cose {—anunw cos(p + 1) = aflul [[v]) cosg = o (- v), proa <0,
)

(4) w-u=|ul?* cos0 = |lul®>0.
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Linedrni algebra 9. Aplikace linedrni algebry v geometrii

Piedpokladejme jesté u - u = ||u||? = 0. Z toho plyne, Ze velikost tsecky w je nulové, takZe nutné musi
byt u = o.

Zbyva ndm dokdzat vlastnost (2). Jsou-li nékteré z tisedek nulové, je tvrzeni (2) okamzité splnéno.
Necht jsou tedy vSechny tfi isecky nenulové. Necht dale ¢ je thel mezi u a w. Oznacme p; = ||u|| cos ¢,
velikost kolmého primétu tsecky w na tsetku w. Ze vzorce (9.1) vidime, ze p1 = u - w/||w||. Oznacme
jesté po velikost kolmého primeétu tsecky v na tsecku w a konecné pg velikost kolmého primétu souctu
u + v na tsecku w. Z geometrickych vlastnosti rovnobézniki a primétt plyne, ze pg = p1 + p2 (udélejte
si nadértek). Protoze plati

je po vyndsobeni rovnosti pg = p1 + p2 Cislem ||w]| pozadovana rovnost (2) dokazéna.

9.4. Poznamka. Pii ovéfovani vlastnosti (4) jsme mimochodem zjistili, Ze velikost Gsecky odvozend ze
skalarniho soucinu (definice 8.17) je rovna velikosti isecky zjisténé méfitkem. Uhel mezi tiseckami podle
definice 8.20 je také roven skuteénému tthlu mezi tise¢kami. To plyne piimo ze vzorce (9.1).

9.5. Poznamka. K definovani skaldrniho sou¢inu na linedrnim prostoru orientovanych tusecek jsme
v predchozim piikladu pouzili kromé méritka jesté tthlomér a néjaky stroj, ktery nam vyhodnoti funkci
kosinus. Ukazeme, Ze lze modifikovat definici tak, ze misto thloméru a stroje na kosinus si vysta¢ime jen
s pravitkem s ryskou (na sestrojovani kolmic).

Necht u a v jsou nenulové orientované tisecky zacinajici ve spoleéném bodé O. Nechf p je piimka,
kterda obsahuje tisecku v. Pomoci pravitka s ryskou sestrojime kolmici na pifimku p, kterd prochézi
koncovym bodem tsecky u. Prisecik piimky p a sestrojené kolmice ozna¢me P. Nyni definujeme

u - v = £||v|| - velikost tsecky OP,

kde misto znaku ,+“ pouzijeme znaménko ,+“, je-li tisecka OP shodné orientovana s tseckou v, a
pouzijeme znaménko ,,—“, jsou-li tyto tiseCky opacné orientované.

Uvédomime si, ze tsecka OP je kolmym primétem tsecky w na primku p, velikost tohoto primétu
je podle kosinové véty rovna (az na znaménko) &islu ||u|| cos p, kde ¢ je thel mezi Gseckami u a v. Vidime
tedy, Ze je definice skaldrniho sou¢inu shodnd s definici podle vzorce (9.1).

Kolmy primét vektoru uw na nenulovy vektor v je ndzorna geometricka aplikace skaldrniho soucinu a
méa obecnou platnost i v linedrnich prostorech s vétsi dimenzi. Stoji za to tento pojem formalné definovat
pro libovolny linearni prostor se skalarnim soucinem:

9.6. Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim souéinem, u € L,v € L, v # o. Pak vektor

u-v
v
o>

nazyvame kolmy prumeét vektoru u na vektor v.
Cislo (u - v) / ||v]|| je velikost kolmého priimétu vektoru u na vektor v ,aZ na znaménko“. Toto ¢&islo
je zaporné praveé tehdy, kdyz kolmy priumét na vektor v ma opacny smér nez vektor v.

9.7. Piiklad. Necht Up je linedrni prostor se skaldrnim soudinem z piikladu 9.3. Sestrojime dvé orien-
tované usecky zacinajici v bodé O s velikosti 1, které jsou na sebe kolmé (ovéfime tthlomérem). Tyto dveé
usecky lezi v jednoznacné urcené roviné o. Sestrojime tieti tsecku velikosti 1, ktera za¢ind v bodé O a
je kolma na rovinu p. Tyto t¥i tsecky ozna¢ime i, j, k. Je ziejmé, 7e B = {i,j, k} je ortonormalni bazi
linearniho prostoru Up.

9.8. Poznamka. Soutadnice vektoru u € Up vzhledem k ortonormalni bazi B = {i,7,k} jsou podle
véty 8.36 a definice 9.6 velikostmi (aZ na znaménko) kolmych primétta vektoru u na vektory 4, j, k. To
ndm umoziiuje velmi snadno najit souradnice geometrickymi prostfedky a dale se souradnicemi (uspo-
fadanymi trojicemi v R3) pracovat numericky.
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Linedrni algebra 9. Aplikace linedrni algebry v geometrii

9.9. Piiklad. Necht B = {i,j,k} je béaze z piikladu 9.7. Uspofadejme tuto bézi, tj. zdlezi ndm na
poradi prvku ¢, 7, k. Vidime, Ze jakdkoli jind usporddana ortonormalni baze vznika soucasnym otocenim
usecek ¢, 7, k kolem bodu O nebo soucasnym otocenim tusecek 2, 7, —k kolem bodu O. Pfechod mezi bazi
(B) = (i,j7 k) a (B = (i,j7 fk:) nelze realizovat soucasnym otocenim vsech tsedek.

D4 se ukézat, ze pokud baze C vzniké z baze B otocenim tsecek kolem bodu O, mé matice prechodu
A 5,c) kladny determinant. Déle matice piechodu od baze B k bazi B’ vypada takto

1 0 0
A(B,B’) - 0 1 0
0 0 -1
Je tedy det A(p p/y = —1. To nas vede k nasledujici definici kladné orientované baze.

9.10. Definice. Necht Uy je linearni prostor se skaldrnim souéinem podle piikladu 9.3. Ortonormélni
uspotadanou bazi (B) = (i, 7, k) nazyvame kladne orientovanou, pokud pfi vhodném umisténi a natoceni
pozorovatele vzhledem k této bazi sméfuje tisecka ¢ smérem k pozorovateli, 7 vpravo od pozorovatele a
k nahoru.

Mnemotechnickou pomuckou je tzv. pravidlo prave ruky. Ptfilozime-li pravou ruku k vektorum <, j
tak, aby prsty smérovaly od 2 k 7, potom palec naznacuje smér vektoru k.

Vsechny baze (C) (ne nutné ortonormélni), které maji matici pfechodu od (B) k (C) s kladnym
determinantem, nazyvame kladné orientované baze. Vsechny baze (D), které maji matici pfechodu od
(B) k (D) se zapornym determinantem, nazyvdme zaporné orientované bdze.

9.11. Poznamka. Na linedrnim prostoru Uy jsme rozdélili vSechny baze do dvou skupin: kladné ori-
entované baze a zaporné orientované baze. Matice prechodu je podle véty 6.19 vzdy regularni, takze je
jednoznacéné dano, zda je baze kladné nebo zaporné orientovana (determinant matice pfechodu je vzdy
nenulovy).

Podle vét 6.27 a 4.35 také okamzité vidime, ze matice pfechodu mezi kladné orientovanymi bazemi
ma vzdy kladny determinant, matice prechodu mezi zaporné orientovanymi bazemi ma také kladny
determinant a matice prechodu od kladné orientované baze k zaporné orientované bazi ma zaporny
determinant stejné jako matice prechodu od zaporné orientované baze ke kladné orientované bazi.

9.12. Poznamka. V libovolném linedrnim prostoru koneéné dimenze jsme schopni rozlisit dvé skupiny
usporadanych bazi tak, ze matice prechodu od baze z jedné skupiny k bazi v druhé skupiné ma zaporny
determinant a matice pfechodu od baze k bazi uvnitt skupiny ma kladny determinant. Nejedna se tedy
jen o geometrickou vlastnost linedrniho prostoru Up. Je proto vhodné uvést nasledujici obecnou definici:

9.13. Definice. Orientovat libovolny linearni prostor s kone¢nou dimenzi znamend prohlésit jednu jeho
uspofddanou bézi (B) za vychozi kladné orientovanou. Usporddand baze (C') se nazyva kladné oriento-
vand, pokud matice pfechodu od vychozi béze (B) k bazi (C') mé kladny determinant. Uspofadana baze
(D) se nazyva zaporné orientovand, pokud matice prechodu od vychozi baze (B) k bazi (D) mé zaporny
determinant.

9.14. Priklad. Orientaci linearniho prostoru Up jsme provedli v definici 9.10.

9.15. Poznamka. Jiz dfive jsme mluvili o ,orientovanych“ tiseckdch. Ackoli jsme pouzili stejné slovo,
s orientaci linearniho prostoru to pfilis nesouvisi. Orientace tsecky znamena urceni poradi jejich krajnich
bodi, nebo (jinak feceno) rozliseni mezi poc¢ateénim a koneénym bodem usecky.

9.16. Poznamka. V dalsi ¢4sti textu definujeme vektorovy soucin, coz je operace, kterd dvéma vektortim
prifadi jako vysledek vektor (na rozdil od skaldrniho souéinu, ktery dvéma vektorim pfifadi ¢islo, neboli
skalar). Vektorovy soucin definujeme prozatim na linedrnim prostoru Up orientovanych tsecek, ktery jiz
zname z priklada 9.2, 9.3, 9.7 a 9.14.
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Linedrni algebra 9. Aplikace linedrni algebry v geometrii

9.17. Definice. Necht Up je linedrni prostor orientovanych tisecek. Vektorovy soucin je zobrazeni (ozna-
¢ujeme jej kifzkem) x : Up x Up — Up, které splituje nésledujici vlastnosti.

(A) Jsou-li vektory {u,v} C Up linedrné zavislé, definujeme u x v = o (nulovy vektor).

(B) Jsou-li vektory {u,v} C Up linedrné nezavislé, pak je vektor u x v jednozna¢né urcen nésledu-
jicimi tremi vlastnostmi:

(1) (uw xv) Lu, (uxwv) Lo,

(2) [Ju x v|| = ||ul| ||v|| sinp, kde ¢ je Gthel mezi vektory u a v.

(3) Uspotrddand béaze (u,v,u x v) je kladné orientovana.

9.18. Poznamka. Vidime, ze skute¢né vlastnosti (1) az (3) urcuji vektorovy soucin jednozna¢né. Prvni
vlastnost udéava, ze vysledek bude kolmy na rovinu uréenou (u, v), druhé vlastnost urcuje velikost vysled-
ného vektoru a tfeti vlastnost orientaci (zda vysledny vektor bude orientovan vzhledem k roviné uréené
(u,v) ,nahoru® nebo ,dolu®.

9.19. Priklad. Necht (B) = (4,4, k) je ortonormalni kladné orientovand uspofadand béze linedrniho
prostoru Up. Pak podle definice je

1xt=7x3=kxk=o,
ixj=k, jxi=-k, ixk=-j, kxi=j, jxk=1, kxj=-—i

9.20. Véta (soutadnice vektorového soucinu). Necht (B) = (4,7, k) je ortonormélni kladné orien-
tovana uspotfadand béze linedrniho prostoru Uop, w = (u1,uz,u3)(g), v = (v1,v2,v3)(p). Pak plati:

o= ( )(B). (9.2)

Dukaz. Pokud jsou vektory u, v linedrné zavislé, pak vSechny determinanty ve vzorci (9.2) jsou nulové
a vysledny vektor w X v mé nulové souradnice, takze je v souladu s definici nulovy. Zbyva tedy ovérit
vlastnosti (1) az (3) z definice vektorového sou¢inu pro piipad, Ze vektory u, v jsou linedrné nezavislé.

Ad (1). Ovéfime (u x v) Lu. Dva vektory jsou kolmé, pokud jejich skaldrni soucin je nulovy. Skaldrni
soucin miuzeme pocitat ze souradnic podle véty 8.33:

Uz U3
Vo  Us

up Uz
U1 U3

up U2
U1 U2

)

Uy Uz ug
Us = | V1 Vo U3 =0.
Uy Uz U3

U2 Uz
U2 U3

up us
v U3

Uy U2
U1 U2

Uz +

Pri apravach jsme vyuzili rozvoje determinantu podle tretiho radku a dale toho, Ze determinant je roven
nule, pokud se v ném dva fadky opakuji. Podobné by to dopadlo pii ovéfovani (u x v) L v.

Ad (2).

2 _ |U2 U3 uyp us uy uz| . v L
|lw x v]* = v vs + v vs + S ponékud pracnéjsi vipocet je zde vynechdn =
= (uf +uj +u3) (0] + 03 +03) — (urvr + ugvy +uzvz)? = |uf? [ - (u-v)* =
= [lul® [w]]* = [l [lo]|* cos® o = [Ju]* [[0]* (1 - cos? ¢) = [|u® [v]|* sin® ¢.

Po odmocnéni vychazi pozadovana vlastnost.

Ad (3). Predevsim velikost vektoru u X v je pro linedrné nezavislé vektory w,v nenulovd a tento
vektor je kolmy na oba vektory w,v. Mnozina {u,v,u x v} tedy tvoifi bazi linedrniho prostoru Up.
Matice

u u,
uy vy 2 3
V2 U3
u U
A= U9 Vg — ! 3
U1 V3
u U
us Us ! 2
V1 V2

je matici pfechodu od kladné orientované baze (i, 7, k) k bazi (u,v,u x v). Jeji determinant spocitdme

rozvojem podle tretiho sloupce:

2
+

2
+

2

U2 U >0

U U3
U1 U3

Uy U2
U1 V2

det A =

V2 U3

Je tedy i baze (u,v,u x v) kladné orientované.
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9.21. Poznamka. Véta 9.20 ndm nejen dava moznost pocitat souradnice vektorového soudinu ze sou-
fadnic vstupnich vektori, ale inspiruje nés k definici vektorového sou¢inu na R3:

9.22. Definice. Necht u € R3, v € R?, w = (uy,u2,u3), v = (v1,v9,v3). Pak definujeme vektorovy
soucin na R® predpisem:
wxv= ( ) .

9.23. Poznamka. Definici vektorového soucinu lze rozsirit na libovolny linedrni prostor L dimenze 3
se skalarnim soucinem, ktery byl orientovan. Staci pouzit definici 9.17 a uvédomit si, Ze se tato definice
neopira o zadné specialni vlastnosti mnoziny Up. Vychazi pouze z téchto predpokladi:

(1) Dimenze linearniho prostoru L musi byt rovna tfem.

(2) Na linearnim prostoru L musi byt definovan skaldrni souéin.

(3) Linearni prostor L musi byt orientovan.

Rovnéz dikaz véty 9.20 se opiral jen o vyse uvedené vlastnosti linearniho prostoru a véta tedy plati
pro kazdy takovy linearni prostor.

Je tieba si uvédomit, ze definici vektorového soucinu nelze rozsitit na linearni prostory jinych dimenzi
nez 3.

U2 U3
V2 U3

uyp us
V1 U3

Uy U2
v U2

Y )

9.24. Véta (zakladni vlastnosti vektorového souéinu). Necht L je linedrni prostor s vektorovym
souinem au € L, v € L, w € L, a € R. Plati:

u X u=o,
uXxXv=—(vxu) (antikomutativni zakon),
(au) xv=a(uxv)=ux(av),
(utv)xw=uXxw+vXxXw (prvni distributivni zékon),

ux (V+w)=uxv+uxw (druhy distributivni zdkon).

Dukaz. Snadno se da ovérit, Ze tyto vzorce plati, pokud si zvolime néjakou usporadanou kladné orien-
tovanou ortonorméalni bazi a budeme pracovat podle véty 9.20 se soufadnicemi téchto vektori vzhledem
k takto zvolené bazi.

9.25. Poznamka. Asociativni zékon pro vektorovy soucin neplati, protoze je (i X i) X j = 0 X j = o,
zatimco © X (2 X ) = @ x k = —j, kde (4,7,k) je usporddana kladné orientovana ortonormélni baze.
Nema tedy smysl psat u X v X w bez pouziti zavorek. Pti opakovaném vektorovém soucinu vzdy musime
pomoci zévorek vyznacit, v jakém poradi budeme nasobit.

9.26. Priklad. Spocitdme (2u — 5v) x (u + 3v) s vyuzitim véty 9.24:

(2u — 5v) X (u+ 3v) = (2u — 5v) x u + (2u — 5v) x (3v) =
= (2u) X u + (=5v) x u+ (2u) x (3v) + (—5Hw) x (3v) =
=2(uxu)—5(vxu)+6(uxv)—15(vxv)=
=20—-5(—(uxv))+6(uxv)—150=11(u x v).

9.27. Véta (geometricky vyznam vektorového souéinu). Necht vektory u, v jsou linedrné nezavislé.
Velikost vektorového soucinu uw x v je rovna ploSe rovnobéznika urceného svymi stranami u a v.

Dukaz. Staéi si uvédomit, ze ¢islo ||v|| sing (kde ¢ je thel mezi vektory u, v) je rovno podle vlastnosti
funkce sinus vysce zminéného rovnobéznika a ||u|| je jeho zdkladna. Na zakladni $kole jsme se uéili, ze
plocha rovnobéznika se pocita jako zakladna krat vyska, tedy ||u||||v] sinp, coZ je podle vlastnosti (2)
definice 9.17 rovno velikosti vektorového soucinu.

9.28. Definice. Necht u, v, w jsou vektory z linedrniho prostoru se skalarnim a vektorovym soucdinem.
Pak ¢islo w - (v X w) nazyvame smisenym soucinem vektori w, v, w (v tomto poradi).
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9.29. Véta (smiSeny soucin ze soufadnic vektoru). Necht (B) = (4, j, k) je ortonormalni kladné ori-
entovana uspofadand baze linedrniho prostoru se skaldrnim a vektorovym soucinem, u = (u1, u2, u3)(g),
v = (v1,v2,v3)(B), W = (w1, w2, ws)(p). Pak je smiSeny soucin u - (v x w) roven determinantu:

Uy Uz U3
v1 V2 U3
wp w2 w3

Dukaz. Véta plyne pfimo z definice smiseného soucinu a vét 9.20, 8.33. Rozvojem determinantu podle
prvniho fadku dostavame pozadovany vysledek.

9.30. Véta (geometricky vyznam smiSeného souéinu). Absolutni hodnota smigeného soucinu li-
nearné nezavislych vektori w, v, w je rovna objemu rovnobéznosténu urceného svymi stranami w, v, w.

Dukaz. Velikost vektorového souc¢inu v X w je podle véty 9.27 roven plosSe zakladny rovnobéznosténu.
Rozepiseme skalarni soucin pomoci kosinu thlu ¢ mezi vektorem u a vektorem v x w:

|- (v x w)| = ||Jv x w]| - ||u||| cos | = zékladna - vyska = objem rovnobéznosténu.

Cislo ||ul| | cos ¢| je rovno pozadované vysce, protoze se jedné o velikost kolmého priimétu vektoru u na
vektor v X w a vektor v X w je kolmy na zakladnu.

9.31. Poznamka. Je-li baze (u, v, w) kladné orientovand, vychazi smiseny soucin kladné, protoze thel ¢
z diikazu predchozi véty je mensi nez 7/2. Je-1i ale tato baze zaporné orientovand, vychazi smiSeny soucin
jako zaporné ¢islo, nebot thel ¢ je vétsi nez /2.

9.32. Poznamka. D4 se ukézat, ze absolutni hodnota determinantu matice typu (n,n) uréuje objem
rovnobéznosténu, ktery je urcen svymi stranami, jejichz soufadnice jsou zapsany do fadku této matice.
Rovnobéznostén se ,,rozprostira® v n-dimenzionalnim prostoru. Pomoci determinantt tedy mizeme mérit
n-dimenzionalni objemy. Véty 9.29 a 9.30 ilustruji, ze determinanty méfi objemy rovnobéznosténu aspon
pro dimenzi 3.

9.33. Poznamka. Linearni prostor Up z piiklada 9.2, 9.3 a 9.7 ma jednu nevyhodu. Obsahuje jen
tsecky, které za¢inaji v pevné zvoleném bodé O. Casto ale pii modelovéani fyzikalnich situaci ztotozitujeme
orientovanou tusecku s jinou, ktera zacina v jiném bodé, ale je s ptivodni tiseckou rovnobézné, mé stejnou
velikost a stejnou orientaci.

Z tohoto duvodu je vyhodné zavést linearni prostor tzv. volniych vektoru Vs, ve kterém budeme
ztotoznovat dveé usecky, pokud jsou rovnobézné, maji stejnou velikost a jsou stejné orientované.

9.34. Definice. Necht Up je linearni prostor z piikladt 9.2 a 9.3. Volme up € Up. Mnozinu vSech
orientovanych usecek, které jsou s tseckou up rovnobézné a maji stejnou velikost a orientaci nazyvame
vektorem linedarniho prostoru V.

Necht u je vektor linedrniho prostoru V3 Jde tedy o mnozinu vzajemné rovnobéznych tsecek stejné
velkych a stejné orientovanych. Jakoukoli orientovanu tsecku z této mnoziny nazyvame reprezentantem
vektoru u.

Na linedrnim prostoru V3 definujeme séitani vektort a skalarni nasobek. Necht uw € V3, v € V3. Volme
néjaky bod O € Ej3. Existuje pravé jeden reprezentant vektoru u, ktery za¢ina v bodé O. Oznacme jej up.
Dale necht vo je reprezentant vektoru v zacinajici v bodé O. Pak je definovan soudet wo = up + vo
na linedrnim prostoru Up. Soucet u + v je takovy prvek z Vi, pro ktery je wo jeho reprezentantem
za¢inajicim v bodé O. Je to tedy mnozina vSech orientovanych tsecek rovnobéznych, stejné velkych a
stejné orientovanych, jako tsecka wg.

Skalarni nasobek definujeme podobné. Necht je u € V3, @ € R. Pro u existuje reprezentant ugp
zac¢inajici v bodé O. K nému existuje skalarni nasobek definovany v Up. Oznacme jej wo = aup.
Vysledny vektor avu je vektorem z V5 takovym, ze wp je jeho reprezentant.

Skaldrni soucin vektori uw € V3, v € V3 definujeme jako skalarni soucin jejich reprezentantii up a
vo Vv linedrnim prostoru Up.

Vektorovy soucin w x v definujeme tak, Ze reprezentanty up a vo vektori w a v vynasobime
v linearnim prostoru Ugp. Vysledny soucin u X v je takovy vektor, pro ktery je uo xvo jeho reprezentantem
zac¢inajicim v bodé O.
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9.35. Poznamka. D4 se snadno ukdzat, Ze vySe definovany soucet, skaldrni nasobek, skaldrni soucin a
vektorovy soucin vektora z V3 nejsou zavislé na volbé bodu O € Ej3.

9.36. Poznamka. Volme pevné bod O € Ej. Uvazujme zobrazeni, které kazdému vektoru up € Up
pritadi w € V3 tak, ze up je reprezentantem vektoru w zacinajicim v bodé O. Toto zobrazeni je prosté
a na. Navic je linedrni. Jedna se tedy o izomorfismus. VSechny pojmy, které jsme definovali na Uy lze
prostiednictvim tohoto izomorfismu definovat i na linedrnim prostoru V3. Napiiklad:

9.37. Definice. Ortonormdlni baze na V5 je takova baze, jejiz reprezentanti zacinajici v néjakém
bodé O € E3 tvori ortonormalni bazi v Up. Viz priklad 9.7.

Kladné orientovana bdze na Vs ja takova baze, jejiz reprezentanti zac¢inajici v néjakém bodé O € Eg
tvori kladné orientovanou béazi v Up. Viz definici 9.10.

9.38. Poznamka. Pro potieby popisi geometrickych objektt se kromé sou¢tu volnych vektortt mezi
sebou hodi definovat soucet bodu s volnym vektorem a rozdil bod.

9.39. Definice. Pro kazdy bod A € E3 a volny vektor v € V3 existuje pravé jeden reprezentant vek-
toru v, ktery za¢ind v bodé A. Koncovy bod B € Ej tohoto reprezentanta nazyvame souctem bodu A
s vektorem v a znaCime B = A + v.

Pro kazdé dva body A € Es, B € E3 existuje v € V3 takovy, ze orientovana tsecka s pocatkem
v bodé A a koncem v bodé B je reprezentantem tohoto vektoru. Vektor v nazyvame rozdilem B — A,
piseme v = B — A. Vektor B — A se ¢asto znac¢i symbolem AB.

9.40. Poznamka. Shrneme si, co s ¢im muZeme sc¢itat a s jakym vysledkem:

volny vektor + volny vektor = volny vektor,
bod + volny vektor = bod,

bod + bod...nema smysl,

bod — bod = volny vektor.

Definice s¢itani bodu s vektorem a odéitani bodu se vzdjemné dopliuji, tj. plati A+ (B — A) = B.

9.41. Priklad. V névaznosti na piiklad 9.2 a definici 9.39 dostavame nésledujici popisy pfimek a rovin
v bodovém prostoru Eg.
Necht u € V3 je nenulovy vektor, A € E3. Pak

p=A+{u)={X€E;; X=A+tu,teR}

je primka v bodovém prostoru Ej, kterd prochézi bodem A a je rovnobéZna se vSemi reprezentanty
vektoru u. Vektor u se nazyva smerovym vektorem primky p.
Necht dale {u,v} C V3 jsou linedrné nezavislé vektory. Pak

0=A+(u,v)={X€eE;; X=A+ru+sv,re€R, seR}

je rovina v bodovém prostoru E3, ktera prochézi bodem A. Navic reprezentanti vektoru u a v s po¢atkem
v bodé A lezi uvnitf této roviny. Vektorim w, v fikdme smérove vektory roviny.

Existuje nekoneéné mnoho bodu a nekoneéné mnoho smérovych vektort, pomoci kterych je urcena
stejna primka resp. stejna rovina. S touto nejednoznacnosti jsme se uz setkali pri feseni soustav linearnich
rovnic v poznamkach 5.25 a 5.26.

9.42. Definice. Libovolny bod O € E3 spole¢né s uspotddanou bazi (B) = (b1, b, bs) vektori z Vs tvoii
souradnicovy systém bodového prostoru Es.

Souradnice vektoru w € Vi v tomto souradnicovém systému definujeme jako soufadnice vektoru u
vzhledem k uspotrddané bézi (B).

Souradnice bodu A € Eg v tomto souradnicovém systému definujeme jako soufadnice vektoru A —O.
Vektor A — O nazyvame v tomto kontextu radiusvektorem bodu A.

Primky O + (b1), O + (b2), O + (b3) jsou osy souradnicového systému.

Je-li baze (B) ortogonalni, nazyvame odpovidajici soufadnicovy systém pravoduhly. Je-li baze (B)
ortonormélni, nazyvame odpovidajici soutadnicovy systém kartézsky. Je-li baze (B) kladné orientovand,
mluvime téz o kladné orientovaném souradnicovém systému.
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9.43. Poznamka. Uvédomime si podrobné, co to znamend, ze bod A mé soufadnice (a1, ag, az) vzhledem
k néjakému soufadnicovému systému (O, (b1, b2, b3)). Podle vyse uvedené definice to znamen4, Ze vektor
A — O maé soufadnice (aq,ag,as), coz podle definice soufadnic vektoru vzhledem k bézi znamena, 7ze

(A - O) = a1b1 + G,ng + agbg.

9.44. Véta. Zvolme pevné soufadnicovy systém bodového prostoru Ejs, vzhledem ke kterému budeme
udavat souradnice bodi a vektorii. Tento soufadnicovy systém nemusi byt nutné kartézsky. Necht A € Eg
mé soutadnice (a1, az,a3), B € E3 ma soufadnice (b1, ba,b3), u € V3 mé soufadnice (uy,us,us), v € Vs
mé soufadnice (v1,vs,v3), @ € R, # € R. Potom plati:

(1) Vektor avu + v mé soufadnice « (uy, ug, us) + 0 (v1,ve, v3).

(2) Bod A 4 uw ma soutadnice (a1, as,as) + (ug, us, us).

(3) Vektor AB = B — A mé soufadnice (b1, ba,b3) — (a1, asz,as).

Dukaz. Ad (1). Zobrazeni, které pfitadi vektorim jejich soufadnice je podle p¥ikladu 7.25 linedrni.
Ad (2). (A — O) + u je radiusvektor bodu A + u. Déle se pouzije vlastnost (1).
Ad (3). Vyuzijeme napiiklad toho, ze A+ (B — A) = B.

9.45. Poznamka. Protoze podle predchozi véty se operace s¢itdni bodu s vektory daji prevést na
operace sc¢itani usporadanych trojic jejich soufadnic, byva casto zvykem ztotoznit body z E3 a vektory
z V3 s usporadanymi trojicemi jejich soufadnic. Piseme tedy napiiklad A = (1,2, —5) a éteme, ze bod A
mé soufadnice (1,2, —5).

V jiné literatute (napf. [7]) se skutecnost, ze bod A ma dany soufadnice, zapisuje bez rovnitka a
do hranatych zavorek. N&s piiklad se soufadnicemi (1,2, —5) by vypadal takto: A[1,2, —5]. Osobné toto
znafeni nemam v oblibé, protoZe mezi ozna¢enim bodu A a jeho soufadnicemi [1,2, —5] chybi symbol
pro sloveso.

9.46. Priklad. Vypocteme vzdalenost dvou bodu A € E3 a B € E3, pokud zname jejich souradnice
v kartézském soutradnicovém systému.

Vzdalenost bodt A a B je rovna velikosti vektoru B — A a tu spoc¢itame podle definice velikosti jako
V(B —A) - (B — A). Pfitom skaldrni soucin spoc¢itame podle véty 8.33.

Uvedeme konkrétni ptiklad. Necht A = (1,2, -5), B = (3,2,1). Vzdélenost téchto bodl je rovna
velikosti vektoru B — A, ktery mé podle véty 9.44 souradnice (2,0, 6). Pocitame velikost:

11(2,0,6)]| = /(2,0,6) - (2,0,6) = /22 + 02 4 62 = +/40.

Uvedeny postup s pouzitim véty 8.33 lze pouzit jen pro souradnice v kartézském soufadnicovém systému,
protoze tato véta predpokladé souradnice vektoru vzhledem k ortonormaéalni bazi.

9.47. Priklad. Vypoc¢teme obsah trojuhelnika v bodovém prostoru Es, pokud jsou dany kartézské
souradnice jeho vrcholu A, B, C.

Podle véty 9.27 je obsah rovnobéznika roven velikosti vektorového soucinu jeho stran. Trojihelnik
pak bude mit obsah polovi¢ni. Obsah trojuhelnika tedy mtzeme pocitat takto:

[(B—A) x(C—A)]|
5 :

P =

Jsou-li dany kartézské soufadnice vrcholl tieba takto: A = (1,2,2), B = (2,-3,3), C = (1,4,5),
pak staci dosadit do pravé odvozeného vzorce:

p_ 1(2,=3,3) = (1,2,2)) x ((1,4,5) = (1,2,2))[| _ [I(1,=5,1) x (0,2,3)]| _
2
_ (=17, -8.2) VI 32422 V302
- 2 - 2 2

P1i vypoctu jsme pouzili nejen véty 9.44, ale téz véty 9.20 pro vypocet vektorového soucinu ze soutadnic
a véty 8.33 pro vypocet skalarniho soucinu, ktery jsme potiebovali na vypocet velikosti vektoru. Posledné
zminéné véty predpokladaji souradnice vzhledem k ortonormaéalni bazi, a proto bylo nutné mit souradnice
bodt zadany v kartézském systému soufadnic.
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9.48. P¥iklad. Vypocteme objem ¢tyfsténu, uréeného vrcholy A, B, C, D. Tyto vrcholy jsou dany v kar-
tézskych souradnicich.

Podle vét 9.29 a 9.30 je objem rovnobéznosténu roven absolutni hodnoté z determinantu, ve kterém
jsou v fadcich napsany soutfadnice jeho stran. Ctyistén bude mit objem Sestinovy, protoze do rovnobéz-
nosténu se vejde pravé Sest ctyrstént se shodnym objemem. Kdo o tom pochybuje, rozkraji si za domaci
cviceni kostku tvrdého syra na Sest ¢tyrstént se stejnym objemem.

Necht A je matice, kterd ma v prvnim fadku souradnice vektoru B — A, ve druhém radku souradnice
C — A a ve tfetim Fadku soufadnice D — A. Pak objem ¢étyfsténu V' je roven |det A|/6.

Véta 9.29 predpoklada ortonormalni bazi, proto je potfeba pracovat se souradnicemi bodu v kartéz-
ském systému souradnic.

9.49. Priklad. Ukazeme si, jak popiSeme piimku v souradnicovém systému. Podle pfikladu 9.41 a
véty 9.44 je piimka p prochdzejici bodem A = (a1, a2,a3) se smérovym vektorem w = (uq,us,us)
mnozinou takovych bodia X = (x,y, z), pro které plati:

X = A+tua teR t.] (Jf,y,Z) = (a17a27a3) +t(u1au27u3)7t cR.
Po rozepsani této rovnosti do jednotlivych souradnic dostavame parametrickeé rovnice primky:

r=a;+1tuy,
Y = ag + tug,

z =asz +tus.

Pokud vypocitame z kazdé rovnice parametr ¢ a vysledky polozime sobé rovny, dostavame tzv. kanonickou
rovnici primky:
r—a1 Yy—az Z—ag

Uy (15} us

9.50. Pfiklad. Popiseme piimku, ktera prochézi body A = (1,2,3) a B = (2,2,0).
Smérovym vektorem piimky je naptiklad vektor B — A = (1,0, —3) a pfimka m4 tvar:

p=A+ <B7A> - (132a3) + <(1707 *3» - {(x,y,z); (l',’y,Z) = (172>3) +t(1707 *3)a te R}

Odtud dostavame parametrické rovnice primky:

r=1+t,
y=2,
z=3— 3t.

a kanonicky tvar:
r—1 y—2 2z-3

10 @ -3

Na zlomky v kanonickém tvaru pohlizime jako na forméalni zapisy a nepozastavujeme se nad tim, Ze se
tam muze vyskytnout déleni nulou. Kanonicky tvar ndm poskytuje informaci o soufadnicich smérového
vektoru ve jmenovatelich zlomku a soufadnice bodu A € p preCteme v citatelich zlomki.

9.51. Priklad. Ukazeme, jak spocitdme vzdalenost bodu @ € E5 od pfimky p = A + (u).
Tato vzdalenost je rovna vySce rovnobéznika urceného stranami Q — A a w. Zakladna tohoto rov-
nobéznika méa velikost ||u||. Plati tedy:

obsah rovnobéznika  [|(Q — A) x ul|

velikost zakladny [l

vzdalenost bodu @ od primky p = vyska rovnobéznika =
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Linedrni algebra 9. Aplikace linedrni algebry v geometrii

9.52. Priklad. VySetfime vzajemnou polohu dvou piimek p = A + (u) a ¢ = B + (v). Vzdjemna
Jsou-li vektory u, v, B—A linearné nezavislé, pak primky nelezi ve spolecné roviné a jsou tedy mi- poloha
mobezne. Nize ukazeme, jak vypocitame vzdalenost téchto primek. dvou primek

Jsou-li vektory u, v, B—A linearné zavislé, pak primky lezi ve spole¢né roviné a mohou byt rizno-
bézné, rovnobézné nebo totozné. Jsou-li v takovém pripadé vektory w, v linedrné nezavislé, jsou primky
ruznobézne. Nize ukdzeme, jak vypocitame prisecik a tthel mezi riznobézkami. Jsou-li koneéné vektory
u, v linedrné zavislé, jedna se o rovnobezky a v ptipadé, ze bod B € p, pak tyto rovnobézky splyvaji
v pfimku jedinou. Nize ukdzeme, jak vypocitame vzdalenost rovnobézek.

Vzdalenost dvou mimobézek pocitdme z objemu rovnobéznosténu, uré¢eného svymi stranami
u,v, B—A, ktery z jedné strany lze pocitat jako absolutni hodnotu smiSeného soucinu a z druhé strany
je tento objem roven obsahu rovnobéznika zakladny krat vyska. Tato vyska je pfitom hledana vzdalenost.
Plati tedy:

' Simosts B A)- A
vedélenost mimobdsek — objem rovnobéznosténu I( ) (uxwv)|  [det Al

= 9.3
obsah zakladny [l x v |l x v’ (9:3)

kde matice A obsahuje postupné fadky se souradnicemi vektora B — A, u, v.
Vzdalenost rovnobézek vypocitdme jako vzdalenost bodu na jedné rovnobézce od rovnobézky
druhé. To jsme délali v prikladu 9.51. Mame tedy uz odvozeny vzorec:

B—-A)xu
vzdéalenost rovnobézek = ”(H|)|”
u
Uhel mezi riiznobé&zkami je roven thlu ¢ mezi vektory u, v, ktery spoéitame podle definice 8.20.
MiZe se ale stat, ze tento tthel vychazi vétsi nez w /2. V takovém piipadé je thel mezi pfimkami roven m—p.
Tento vzorec vyplyva z toho, Zze mezi riznobézkami mtzeme mérit dva thly a za ,oficidlni“ {thel mezi
nimi povazujeme ten mensi z nich. Protoze plati | cos ¢| = cosp pro 0 < ¢ < 7/2 a |cos¢| = cos(m — ¢)
pro /2 < ¢ < m, mizeme oba piipady zahrnout do jediného vzorce, ve kterém piseme absolutni hodnotu
skalarniho soucinu: | |
u-v
COS = — . (9.4)
[l ]l
Soufadnice pruseéiku ruznobézek spocitdme jako spoleéné fesSeni parametrickych rovnic jednak
pro primku p a jednak pro pfimku q.

9.53. Priklad. VySetfime vzdjemnou polohu pfimek p a ¢, které jsou dény svymi parametrickymi
rovnicemi v kartézském souradnicovém systému:

=1+t r=3+t
p: y= 2t q: y=2
z=2 z=1—-1

Z rovnic okamzité vidime souradnice bodu, kterym pfimka prochéazi a souradnice smérového vektoru:

Pii oznaceni A = (1,0,2), B = (3,2,1) je B— A = (2,2, —1). Zjistime linedrni zévislost vektoru B — A
a smérovych vektoru tak, ze zapiSeme souradnice téchto vektort do matice a pocitame determinant:

2 2
12 o0|=o0. (9.5)
10

Zkoumané vektory jsou linearné zavislé, primky tedy lezi ve spole¢né roviné. Protoze smérové vektory
(1,2,0), (1,0, —1) jsou linedrné nezavislé, p, ¢ jsou riznobézky.
Uhel mezi riznobézkami poéitame podle vzorce (9.4):

CoS ¥ = ‘(1>270)'(170,—1)| _ |1+0+0| = 1 tj —arccosL
P00 )] VETE VIt E vio O ¢ Vo
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Priisecik vychazi z rovnic x = z, y = y, 2 = 2z, kde za souradnice x,y, 2 dosadime pravé strany odpovi-
dajicich parametrickych rovnic a u pfimky ¢ zvolime pro parametr jiné oznaceni:

1+t=3+s
2t=2
2=1-—s

Soustava je sice ,preurcena® (je zde vice rovnic nez neznadmych), ale protoze nam vySel determinant (9.5)
nulovy, ma tato soustava urcité reseni. Resenim je v tomto pfipadé ¢ = 1, s = —1. Dosazenim tfeba t = 1
do parametrickych rovnic pfimky p dostdvame soufadnice pruseciku: P = (1,0,2)+1-(1,2,0) = (2,2,2).

9.54. Priklad. VySetfime vzajemnou polohu piimky p prochazejici body A, B s ptimkou ¢ prochéazejici
body C, D. Body jsou dany v kartézskych soufadnicich takto: A = (1,2,3), B = (3,2,1), C = (1,0,2),
D = (4,2,3).

Smérovy vektor piimky p je tfeba B — A = (2,0, —2) ~ (1,0, —1). Za vinkou jsme napsali sice jiny
smérovy vektor, ale je to rovnéz smérovy vektor primky p a navic ma soufadnice, se kterymi se nam
bude pohodlnéji pracovat. Smérovy vektor piimky ¢ je tfeba D — C = (3,2,1). Mame tedy:

p=1(1,2,3)+((1,0,-1)),  ¢=(1,0,2)+((3,2,1)).
Snadno ovéfime, ze vektory A — C,(1,0,—1),(3,2,1) jsou linedrné nezavislé, takze primky jsou mi-
mobezne. Determinant matice, obsahujici soutadnice téchto vektort, je roven —6. Vzdalenost mimobézek

poc¢itdme podle vzorce (9.3):

|det A | — 6| 6 6

1(1,0,-1) x (3,2, )| ~ [I(2,—4,2)|  v2Z+42+22 V24’
9.55. Priklad. Ukazeme si, jak muZzeme popsat rovinu ¢ v soufadnicovém systému.

Necht je rovina p uréena bodem A = (a1, as,as), kterym prochéazi, a dvéma linedrné nezavislymi
smérovymi vektory w = (uy,usg,u3), v = (v1, va,v3). Podle prikladu 9.41 je rovina ¢ mnoZzinou takovych
bodt X = (z,y, z), pro které plati:

X=A+tu+sv,teR,seR, tj (z,u,2)=(a1,a2,a3)+1t(u1,us,uz)+ s(vi,ve,v3),t € R,s €R.

Rozepsanim do jednotlivych soufadnic nam vychazeji parametricke rovnice roviny:

r=ay+tu +sv1

as + tus + Ssvs

z=ua3+tug+ svg
Na rozdil od parametrickych rovnic pfimky se s parametrickymi rovnicemi roviny moc ¢asto nesetkame.
Misto toho se pracuje s normalovym vektorem roviny, coz je libovolny nenulovy vektor n, ktery je kolmy
na rovinu ¢. Rovina je uréena jednim bodem A = (a1, as, a3), kterym prochézi, a normalovym vektorem
n = (a, b, c¢). Rovina je pak mnozinou takovych bodt X = (x,y, 2), pro které plati:

(X—-A4A)1ln, tj. (X—-A4) -n=0, tj. (x—ay,y—az,z—as)- (ab,c)=0.

V kartézském soufadnicovém systému mutzeme pro vypocet skalarniho soucinu pouzit vétu 8.33 a dosta-
vame normdlovou rovnici roviny, nebo prosté jen rovnici roviny:

axr+by+cz+d=0, kde d= —aa; —bay — cas.

Uvédomime si, Ze v rovnici roviny jsou pfimo ¢itelné souradnice normélového vektoru roviny n = (a, b, ¢),
coz je velmi uzite¢na informace.
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Linedrni algebra 9. Aplikace linedrni algebry v geometrii

9.56. Priklad. Ukazeme si, jak je mozné piejit od smérovych vektorti u, v roviny g k normélové rovnici
roviny.

Protoze smérové vektory u a v jsou linedrné nezavislé, je n = u X v normalovym vektorem roviny. Je
totiz podle definice vektorového soucinu kolmy na oba vektory u a v a tedy je kolmy na celou rovinu p.
Abychom nasli konstanty a, b, ¢ pouzité v normalové rovnici roviny, sta¢i tedy vypocitat vektorovy soucin
u X v. Konstantu d dopoéitdme bud ze skutec¢nosti, Ze je dén bod A € Eg, ktery v roviné lezi, nebo
vyhodnocenim skaldrniho soucinu jako v pfedchozim piikladu.

Existuje jesté jeden zptisob sestaveni normalové rovnice ze smérovych vektorti u, v. Rovina o, ktera
prochézi bodem A € Eg, je totiz také mnoZinou bodt X € Es, pro které je trojice vektort (X — A), u, v
linedrné zavisla. Jinymi slovy pro matici, kterd obsahuje v fadcich soufadnice téchto vektord, musi
platit, Ze ma nulovy determinant. P¥i A = (a1, az2,a3), u = (u1,us,uz), v = (v1,v9,v3), X = (x,y, 2)
nam vychazi:

r—ay Yy—azx <2 —as
(5% u9 us = 0.
V1 (%] (R}

Vypoctem tohoto determinantu dostdvame normaéalovou rovnici roviny.
9.57. Priklad. Najdeme rovnici roviny, ktera prochazi body A = (1,2,3), B=(1,1,1), C = (2,0,2).

Jednd se o rovinu, kterd prochézi napiiklad bodem A a je uréena smérovymi Vektory B-—A, C—-A.

Jinymi slovy
0=A+(B—-AC—-A)=(1,2,3)+((0,-1,-2),(1,—-2,-1)).

Je tedy ¢ mnozina takovych bodid X = (z,y, z), pro které plati
(x,y,2) =(1,2,3) +t(0,-1,-2) +s(1,—-2,-1),t € R, s € R.

Odtud dostavame parametrické rovnice roviny p:

r=1+s
y=2—-1t—2s
z2=3—-2t—s

Normalovy vektor roviny g spocitame jako vektorovy soucin smérovych vektor:
n=(0,-1,-2) x (1,-2,-1) = (-3,-2,1).

Rovnice roviny ma tedy tvar —3x — 2y + z + d = 0. Konstantu d € R najdeme napiiklad na zakladé
skutecnosti, ze A € p, takze musi platit

—-3-1-2-243+d=0, tj. d=4 arovniceroviny jee —3z—2y+z+4=0.
Druhy zptisob sestaveni rovnice roviny vypoctem determinantu vypada takto:

r—1 y—2 z-3
0 -1 -2 =0, tj. —-3z-2y+2z+4=0.
1 -2 -1

9.58. Priklad. Najdeme vzdalenost bodu @ € E3 od roviny o.

Necht A je libovolny bod roviny . Vzdalenost bodu @ od roviny ¢ je rovna absolutni hodnoté
kolmého primétu vektoru Q — A do normdlového vektoru m roviny o. Na vypocet velikosti kolmého
prumeétu vektoru pouzijeme skalarni soucin podle definice 9.6. Dostavame:

(@—4)n|

vzdalenost bodu od roviny = (9.6)

Necht napiiklad @ = (1,4, 3) a rovina ¢ mé rovnici 3z — 2y + 4z + 6 = 0 v kartézskych soufadnicich.
Z rovnice roviny okamzité vidime soufadnice normalového vektoru n = (3,—2,4). Musime je$té najit
aspon jedno FeSeni rovnice roviny, abychom ziskali soutfadnice bodu A € p. Pfi 2 = 0 a z = 0 vychazi
y = 3, takze pouzijeme bod A = (0,3,0), @ — A = (1,1, 3). Hledan4 vzdalenost je:
C(1,1,3)-(3,-2,4)] _ |1-3+1-(—2)+3-4 13
(3, —2,4)] V32 +22 + 42 V29
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9.59. Priklad. VySetfime vzdjemnou polohu pfimky p = A + (u) a roviny p, kterd prochézi danym
bodem B a ma normalovy vektor n.

Je-li u L n, neboli u-n = 0, pak je pfimka rovnobézna s rovinou. V takovém pripadé jesté muze
nastat situace, kdy celd pfimka lezi v roving, coz zjistime napiiklad podle toho, ze (B — A) L n, neboli
(B —A)-n =0. Pokud je pfimka rovnobézna s rovinou, uré¢ime vzdalenost pfimky p od roviny o stejné
jako vzdalenost bodu A € p od roviny p. To jsme se naudili v pfedchozim prikladé 9.58.

Je-li u - n # 0, pak pfimka p protina rovinu ¢ v jediném bodé. Prusecik najdeme tak, ze dosadime
hodnoty x,y, z z parametrickych rovnic pfimky do rovnice roviny. Tim dostaneme hodnotu parametru,
ktery nam da po dosazeni do parametrickych rovnic soufadnice hledaného priseciku. Tento postup
ilustrujeme v nasledujicim prikladé.

Uhel mezi pf¥imkou p protinajici rovinu ¢ a touto rovinou je roven a = 7/2 — ¢, kde ¢ je thel
mezi smérovym vektorem pfimky w a normalovym vektorem roviny n. Pokud ¢ vychézi vétsi nez w/2,
vezmeme misto néj tthel © — ¢ stejnd, jako jsme to délali pti zjistovani tthlu mezi pfimkami. Plati:

|u - n u - n

sina = cos(m/2 — ) = cos p = tj. «a = arcsin (9.7)

ull [In]” lul [In]
9.60. Priklad. Vysetiime vzdjemnou polohu pfimky p = (1,2,3) + ((1,0,2)) a roviny p, kterd pro-
chézi bodem B = (3,3,1) a ma normdlovy vektor n = (2,1,0). Soufadnice jsou dény v kartézském
soutadnicovém systému.

Na zéakladé skuteénosti, ze B € p, mtizeme doplnit konstantu d do rovnice roviny, kterou zatim
mame ve tvaru 2z + y + 0z + d = 0. Dosazenim soutfadnic bodu B mame 2 -3+ 3+ d = 0, takze d = —9
a rovnice roviny o je ve tvaru 2x +y — 9 = 0.

Smérovy vektor piimky (1,0,2) neni kolmy na normdlovy vektor roviny (2,1,0), protoze skaldrni
soucin (1,0,2) - (2,1,0) = 2. Pfimka tedy protiné rovinu. Spocitdme thel mezi pfimkou a rovinou podle
vzorce (9.7):

1,0,2)- (21,0 _ rcsini = aurcsing
[N Lol " V55 5

Nyni spocitame prisecik pfimky p s rovinou p. Do rovnice roviny dosadime parametrické rovnice

piimky t =14t¢,y =2, 2 =3+ 2t:

o = arcsin

5
2:(1+6)+2-9=0, t. 20-5=0, t. t=g.

Priise¢ik mé soufadnice P = (1,2,3) 4+ 5 (1,0,2) = (£,2,8).

9.61. Priklad. VysSetfime vzajemnou polohu dvou rovin. Nechf rovina o prochazi bodem A a méa nor-
malovy vektor m a rovina o prochazi bodem B a mé normélovy vektor n.

Pokud jsou vektory m a n linedrné nezavislé, roviny se protinaji v primce p. Tuto prisecnici najdeme
jako mnozinu vsSech Teseni soustavy dvou linearnich rovnic rovin ¢ a ¢ o tfech neznamych z,y, z. Nebo
miizeme vypocitat smérovy vektor prusecnice jako vektorovy soucin 4 = m x n, protoze prusecnice musi
byt kolmé k obéma normalovym vektoriim. I v tomto pripadé ale musime najit jesté aspon partikularni
feSeni zminéné soustavy dvou linedrnich rovnic, abychom mohli prise¢nici popsat ve tvaru p = P + (u).

Pokud jsou vektory m a m linearné zavislé, roviny jsou rovnobézné nebo splyvaji. Druhy ptipad
pozname tak, ze je B € p. Vzdalenost rovnobéznych rovin ¢ a ¢ vypocitame jako vzdalenost bodu B € o
od roviny p, viz piiklad 9.58.

Uhel mezi dvéma riiznobéznymi rovinami ¢ a o je shodny s tthlem ¢ mezi vektory m a n aZ na to,
7e pokud vychézi tento tihel vétsi nez /2, bereme misto néj hodnotu 7 — ¢ (podobné jako pfi méfeni
thlu mezi pfimkami). Dostavame tedy vzorec:

© = arccos . (9.8)
[ ] {7
9.62. Piiklad. Jsou dény roviny ¢ a ¢ svymi rovnicemi v kartézskych soutradnicich:
: r+y+2z—1=0,
¢ Y (9.9)
o: T—y +1=0.

Vysetiime jejich vzajemnou polohu.
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Linedrni algebra 9. Aplikace linedrni algebry v geometrii

Normélovy vektor roviny o je (1,1,2) a normdalovy vektor roviny o je (1,—1,0). Tyto dva vektory
jsou linedrné nezavislé, takze se roviny protinaji. Mnozina vsech feSeni soustavy (9.9) je

p=1(0,1,0)+ ((—-1,-1,1)),
coz je priisecnice rovin o a o. Uhel mezi rovinami je

1,1,2) - (1,—-1
112 (Lo
[(L T2 -1,0)] 2

@ = arccos

takze roviny jsou na sebe kolmé.
9.63. Piiklad. Jsou dény roviny ¢ a ¢ svymi rovnicemi v kartézskych soutradnicich:

o: r4+y—2z2—-1=0 (9.10)
—r—y+22+3=0
Vysettime jejich vzajemnou polohu.

Normalovy vektor roviny g je (1,1, —2) a normélovy vektor roviny o je (—1, —1,2). Tyto dva vektory
jsou linedrné zavislé, takze roviny o a o jsou rovnobézné. Protoze soustava (9.10) nemé zaddné FeSeni,
roviny nesplyvaji.

Najdeme si néjaké body A € o, B € 0. Pfi y = 0, z = 0 vychazi pro rovinu p souradnice x = 1 a
pro rovinu o vychézi x = 3. Mame tedy A = (1,0,0), B = (3,0,0). Vzdalenost dvou rovnobé&znych rovin
spocitdame jako vzdélenost bodu B od roviny ¢ podle vzorce (9.6):

(B-A)enm| _120,0-(1L1,-2 2 2
[l 1012 EES A

9.64. Priklad. Najdeme bod @', ktery je soumérny s bodem @ podle roviny p. Necht ma tato rovina Soumérné
v kartézskych soufadnicich rovnici x — 2y + 2 — 1 = 0 a necht je Q = (—1,5,0). body
Body Q a @’ lezi na spolecné kolmici k k roviné g, jsou stejné vzdaleny od roviny a leZ v opa¢nych
castech prostoru Eg, které rovina ¢ ohranicuje.
Smérovy vektor kolmice k je roven norméalovému vektoru roviny g, takze je

k=(-1,5,0) + ((1,-2,1)).
Dosadime hodnoty z,y, 2 z parametrickych rovnic kolmice do rovnice roviny:
x=-1+t, y=5-2t, z=t, (-14+t)—2(B-20)+t—-1=-124+6t=0, tj. t=2.

Pokud pro t = 2 ziskdme priisecik kolmice s rovinou, pak pro dvojnasobnou hodnotu parametru ¢t = 4
dostaneme hledany bod Q'. Je tedy @' = (—1,5,0) +4(1,-2,1) = (3,-3,4).

9.65. Priklad. Najdeme bod Q’, ktery je soumérné sdruzeny podle piimky p = A + (u) s bodem Q.

Body @ a Q' lezi na spolecné prfimce k, kterd je kolma na piimku p a protinad ji. Maji stejnou
vzdalenost od priiseéiku P a lezi na opac¢nych polopfimkach primky k, které maji pocatek v bodé P.
Primka £ lezi v roviné o, kterd je kolmé na vektor u, takze w je normalovym vektorem této roviny.
Pruse¢ik P spocitame jako priseéik roviny o s piimkou p a pro hledany bod Q' plati Q' = P+ (P — Q).

Necht jsou naptiklad dany kartézské souradnice ) = (—4,5,8), A = (—6,1,1), u = (5,1, 3). Rovnice
roviny o je bz +y + 3z + d = 0. Protoze @ € o, dostavame d = —9, takze rovina o je urCena rovnici
5z 4+ y + 3z — 9 = 0. Spocitame dale prusecik pfimky p s rovinou o:

5(—6+5t)+(1+1)+3(14+3t)—9=—35+35t=0, tj. t=1.

Prusec¢ik pfimky p s rovinou o tedy je P = (—6,1,1)+1(5,1,3) = (—1,2,4). Nyni spoc¢itdme soufadnice
hledaného bodu:

Q =(-1,2,4)+(P-Q)=(-1,2,4) + (3,-3,—4) = (2, —1,0).
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9.66. Priklad. Ukazeme geometrickou interpretaci mnoziny feSeni soustavy t¥i linedrnich rovnic o tifech
neznamych.

Ztotoznime-li uspotrddanou trojici (z,y,z) s bodem v Ej, pro ktery jsou (x,y,z) jeho soufadnice
vzhledem k néjakému pevné zvolenému souradnicovému systému, mizeme mluvit o mnozinich feseni
soustavy jako o bodech, pfimkéach a rovinach. Pak jsou jednotlivé rovnice soustavy téz rovnicemi rovin.
TTi rovnice v soustavé znamenaji, ze pracujeme se tfemi rovinami. Mnozina vSech feseni takové soustavy
je pak spoleénym prunikem vsech t¥i rovin.

Dveé rovnice jsou rovnicemi stejné roviny pravé tehdy, kdyz jedna rovnice je nasobkem druhé. Pro
dalsi rozbor tento pripad vylou¢ime a budeme tedy pracovat se tfemi rovinami, z nichz zadné dvé nejsou
totozné. Oznacime jesté symbolem M linearni prostor feseni pridruzené homogenni soustavy.

Piipad dim My = 3 muzeme vyloucit, protoze rovnice roviny nemohou mit vSechny koeficienty
nulové.

Ma-li soustava FesSeni, pak nemuze dim My = 2, protoze to by znamenalo, Ze vSechny tfi roviny jsou
totozné. Takovy pfipad jsme pred chvili rovnéz vyloudili.

M4-1i soustava FesSeni a je-li dim My = 1 (tj. hodnost matice soustavy je rovna 2), pak mnozina vSech
feSeni tvori primku, kterd je spole¢nou prusecnici vsech tii rovin.

Ma-li soustava jediné feSeni (tj. hodnost matice soustavy je rovna 3), pak toto FeSeni tvori bod P,
ktery je spole¢nym prusecikem vsech t¥i rovin. Kazdé dvé roviny maji spole¢nou prusecnici a tyto tii
prusecnice se rovnéz protinaji v bodé P.

Je-li mnozina feSen{ prazdna (tj. hodnost matice soustavy je 2 a rozsifené matice soustavy je 3), pak
roviny jsou bud vSechny t¥i vzdjemné rovnobézné, nebo jsou dvé roviny rovnobézné a tieti je protin
nebo se tyto t¥i roviny protinaji kazda s kazdou v néjaké priisecnici a tyto tii priisecnice jsou rovnobézné.
K rozliseni téchto pripadu muzeme pouzit testy na linearni zavislost a nezavislost normalovych vektoru
odpovidajicich rovin podobné, jako v ptikladé 9.61.
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10. Linearni algebra v teorii kédovani

10.1. Poznamka. Teorie kédovani Fesi otazku, jak prevést danou informaci do slov, kterd pouzivaji znaky
néjaké abecedy (obvykle abecedy jednifek a nul) pokud mozno efektivné, tj. bez zbytecného zatézovani
prenosovych linek a paméfovych médii nadbytecnymi informacemi. Typickym piikladem kdédovani je
ASCII kéd, ktery pismentim anglické abecedy a béznym znaktm ptifazuje sedmibitova slova. Navic se
pii kédovani ¢asto fesi otdzka, jakym zpusobem efektivné piidat k zakédované informaci dodateéné bity
tak, aby byla informace odolné vii¢i Sumu na pienosové lince nebo mensim chybam na pamétovém médiu.
Dekodér, tj. zatfizeni, které méa za kol restaurovat puvodni informaci, muze byt postaven za nekvalitni
linkou a mize tedy dostat informaci zkreslenou. Z vhodné navrzenych dodatecénych bitd mize dekodér
zjistit, zda informace pfi prichodu linkou byla poskozena a v lepsim pfipadé dokaze chybu také opravit.

P1i navrhu vhodného kédovani s moznosti detekce a opravy chyb se uz od padesatych let minulého
stoleti pouzivala linearni algebra. Tuto kapitolu zavrsime piikladem konstrukce tzv. linedrnich Hammin-
govych kéda. To samoziejmeé zdaleka nepokryva veskerou problematiku teorie kédovani, zajemce o dalsi
studium této problematiky muze pouzit tieba [1].

Nékteii laici mozna nerozliguji slovo kédovani od slova Sifrovani. Sifrovani je pievod informace do
takového stavu, aby ji bylo mozné zpétné zrestaurovat jen povérenymi osobami. Tuto problematiku, ackoli
matematicky rovnéz velmi zajimavou a ze strategického hlediska velmi dtilezitou, zde Fesit nebudeme.

10.2. Poznamka. Definice linedrniho prostoru 1.6 predpoklada, ze skalary (¢isla, kterymi nésobime
vektory) jsou redlné ¢isla. V této kapitole budeme pracovat s modifikovanou definici linearniho prostoru,
kde realna ¢isla nahradime télesem Zo.

Poznamenavam, Ze pojem télesa jsem presné zavedl v textu za pozndmkou 1.29. Pokud ctenar
tuto ¢ast textu preskocil, muze si pod pojmem téleso zhruba predstavit mnozinu s operacemi s¢itani a
nasobeni. Tyto operace maji podobné vlastnosti, jako s¢itdni a ndsobeni redlnych c¢isel (komutativita,
asociativita, distributivita, atd.).

10.3. Definice. T¢leso Zs je dvoubodova mnozina {0, 1}, na které je definovano séitani +: Zo X Zoy — Zo
a nasobeni -: Zy X Zo — Zo takto:

— o+

0 1
0 1
10
Tedy: 0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0, O

10.4. Poznamka. S¢itani na Z, je shodné s logickou operaci XOR, (vylucovaci nebo) a ndsobeni na Zs
je shodné s operaci AND (logickd konjunkce).

Nebo jinak: Nasobeni na Zs je stejné, jako jsme zvykli nasobit celd ¢isla, a séitani skoro taky, az na
jedinou vyjimku: 14+ 1 = 0.

Nebo jesté jinak: Prvek 0 v Zs si mtizeme predstavit jako jakékoli sudé ¢islo a prvek 1 jako jakékoli
¢islo liché. S¢itame a nasobime pak suda cisla se sudymi, s lichymi atd. Tyto operace pak davaji jako
vysledek ¢isla suda nebo licha presné podle pravidel pocitani v Zs.

Nebo jesté jinak: provedeme operaci s¢itani a nasobeni jako v pripadé celych ¢isel, ale pokud vysledek
padne mimo mnozinu {0, 1}, pouZijeme zbytek pti déleni vysledku ¢islem 2.

10.5. Priklad. Na mnoziné uspotrddanych n-tic prvku ze Zs, tj. na mnoziné Z%, zavedeme operaci séitani
+:Z5 x Z3 — Z3 analogicky, jako v pripadé sc¢itani usporadanych n-tic redlnych cisel, jen samoziejmé
pracujeme se s¢itanim podle definice 10.3. Pro (aq,...,a,) € Z% a (b1,...,b,) € ZE definujeme

(@1, an) + (b1, bn) Z @y +br, ... an + bn).

Naptiklad (1,0,0,1,1) +(1,1,0,0,1) = (0,1,0,1,0).
Dale definujeme nasobeni téchto usporadanych n-tic jednickou a nulou prirozenym zptisobem:
1-(ar,.. o a0) E(ar,. . an),  0-(ar,...,an) £(0,...,0).
Povsimnéte si analogie s priklady 1.11 a 1.69.

Pokud nahradime v definici linedrniho prostoru 1.6 mnozZinu redlnych cisel R néjakym télesem,
pak takovému linedrnimu prostoru fikdme, ze je definovédn ,nad télesem* (podrobnéji viz definici 1.67).
V tomto prikladé jsme zavedli na mnoziné Z3 operace tak, ze dostdvame linedrni prostor nad télesem Zs.

Nulovy vektor tohoto linearniho prostoru je vektor (0,...,0). Tento linedrni prostor ma celkem 2"
vektori, které mezi sebou umime séitat a samozrejmeé tyto vektory umime nasobit jednickou nebo nulou.
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10.6. Poznamka. Na rozdil od linedrnich prostori nad R nas nové zavedeny linearni prostor nad Zo mé  Pocitant
kone¢né mnoho prvki. To je jediny rozdil vzhledem k linedrnim prostortim, které jsme dosud studovali. v Zo
VsSechny ostatni vlastnosti zlistavaji stejné.

10.7. Poznamka. Kazdy vektor z Z7 je sdm sobé opaénym vektorem, tj. V& € ZJ: x = —x, neboli
x + x = o. Diky tomu v télese Z5 a v linedrnim prostoru nad timto télesem nemusime rozliSovat mezi
s¢itanim a odcitanim.

10.8. Piiklad. Najdeme dimenzi a bazi linedrniho obalu ¢tyt vektorti v Z3:

M ={(1,0,1,0,1),(1,1,0,0,1),(1,0,0,1,1), (0,1,1,0,0)).

Reseni: Protoze Gaussova eliminace neméni linearni obal, najdeme bazi eliminaci:

10101 10101 10101
11001 [(01100| 01100
10011 00110 00110
01100 01100 00000
Baze M je tedy napiiklad (1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0). Dimenze M je tii.

10.9. Poznamka. Protoze Z% obsahuje koneény pocet vektort, miizeme (na rozdil od linedrnich prostort
nad R) vypsat podprostor nebo linedrni obal vy¢tem prvki. Pro podprostor M z pfedchoziho ptikladu
plati:
M = {(0,0,0,0,0),(1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0),
(1,1,0,0,1),(1,0,0,1,1),(0,1,0,1,0),(1,1,1,1,1)}.

Jak se d& takovy vycet prvki najit? Predevsim pro x # o je (x) = {o,x}. Skutecns, vektor x mizeme
nasobit jen jednickou nebo nulou. To jsou vSechny linedrni kombinace, které mtzeme s vektorem x
vytvofit. Mnozina M mé tfiprvkovou bazi {a,b,c}. Takze pro sestaveni linedrniho obalu sta¢i najit
vSechny linedrni kombinace téchto t¥i vektort: o, a, b, ¢, a+b, a+c¢c, b+c, a+b—+c.

10.10. Pfiklad. Zjistéte pocet prvki linedrniho (pod)prostoru nad Z,, ktery ma dimenzi n.

Reseni: Ma-li (pod)prostor dimenzi n, pak ma n prvkovou bazi by, by, ...,b,. Abychom ziskali
vsechny linearni kombinace téchto vektorti, musime kazdy vektor nasobit jednickou nebo nulou. Mame
tedy 2" linedrnich kombinaci. Tyto kombinace vypliuji cely linedrni (pod)prostor a jsou navzajem rizné.
Kdyby se totiz dvé linearni kombinace s ruznymi koeficienty rovnaly, pak jejich odec¢tenim dostéavame
netrivialni linedrni kombinaci rovnu nulovému vektoru. To je spor se skutecnosti, ze by, bo, . .., b, je baze.

Zéveér: pocet prvkid linedrniho (pod)prostoru nad Zs dimenze n je 2". Napiiklad podprostor M
z piikladu 10.8 m4 dimenzi 3 a méa tedy 2% = 8 prvki.

10.11. P¥iklad. Najdéte viechna feseni & € Z$ homogenni soustavy rovnic A x = o, je-li

1101 01
1 01 100
A=]01 0 0 1 1
1 001 10
111 00 1

Reseni: Najdeme matici ekvivalentni soustavy s linedrné nezévislymi fadky:

110101 110101
Lo11o00) fo1100a) (110100
010011~010011~001010
100 110 01 0011 000110
1 11 00 1 001 10O

Hodnost matice soustavy je 4, dimenze prostoru je 6, takze dimenze mnoziny feSeni je 2. Hledame tedy
dvé linearné nezavisla feseni: (7,7,7,7,1,0) a (7,7,7,7,0,1). Dosazenim ,zespoda nahoru“ dostavame
nésledujici feseni: (0,1,1,1,1,0), (0,1,0,0,0,1).

Mnozina viech feSeni je lineArnim obalem téchto dvou feSeni a obsahuje 22 = 4 vektory:

<(07 17 ]'7 ]-7 170)7 (0’ 170707 07 ]‘)> = {(0707 07 0’ 070)7 (07 ]'7 17 17 17 0)’ (07 17 07 0’ 07 1)7 (07 07 17 17 17 ]')}’
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10.12. Poznamka. Pfi hledani baze prostoru feSeni muzeme také vyuzit vétu 5.34. V predchozim
prikladé bychom pak pokracovali v eliminaci zpétnym chodem:

1 1010 1 100000
011001 0100 1 1
001010 loo1010
000T1T10 0007110

Tvar matice (E|C) odpovida pfedpokladu véty 5.34, takze faddky béze TeSeni tvori matici:
01 1 1 10
01 0 0 o0 1)/

Poznamenejme, ze nemusime prechazet od matice C k matici —C, protoze v aritmetice Zs jsou obé
matice stejné.

10.13. Definice. Necht A je kone¢nd mnozina (tzv. abeceda). Pak slovo je libovolna koneénd posloupnost
prvku z A.
Kddovani v obecném smyslu zahrnuje (1) algoritmus, kterym informace previdime do posloupnosti
slov (tzv. kodér) a (2) algoritmus, kterym zpétné z téchto slov ziskdvame ptivodni informaci (dekodér).
Slova, ktera vytvaii kodér, se nazyvaji kodovd slova. Mnozina vSech kédovych slov se nazyva kod.
Je-li k6d mnozinou slov stejné délky (kazdé kédové slovo mé stejny pocet znakt abecedy), mluvime
o tzv. blokovém kodu. Blokovy kod delky n znaci, ze vSechna kdédova slova maji n znakt abecedy.

10.14. Poznamka. Typicky A = {0, 1}, tj. abeceda se sklad4 jen ze dvou znaku (tzv. bitl, anglicky
bits, coz je pivodné zkratka z BInary digiTS) a slova jsou posloupnosti téchto bitt.

10.15. Priklad. ASCII kéd je mnozina 7bitovych slov, kterd reprezentuji jednotlivd pismena anglické
abecedy a dalsi bé/né znaky (¢islice, tecku, vykficnik, otaznik, mezeru, # neboli vézeni atd.). Tato
mnozina obsahuje 91 slov, protoze v dobé vzniku tohoto kédu byl pozadavek na kédovani 91 znakt.
Kodér i dekodér pak pracuji s tabulkou téchto znakt, u kterych jsou uvedena odpovidajici kddova slova.
Tato tabulka miize byt na strané kodéru technicky realizovana treba ovladacem klavesnice a na strané
dekodéru fontem.

Jedna se o blokovy kéd. Od pocatku existence pocitaci byl tento blokovy kéd rozsiren o redundantni
nulovy bit na zacatku, takze casto je ASCII kéd prezentovan jako mnozina 8bitovych slov. Pozdéji zacal
byt tento bit vyuzivan pro rizna rozsireni ASCII kédu, kterd zahrnuji i reprezentaci nékterych pismen
s diakritickymi znaménky.

10.16. Poznamka. Je potieba si uvédomit, ze slova jsou do pamétového média nebo do pienosové linky
vkladana za sebou bez oddélovact. Blokovy kéd ma tu vyhodu, ze dekodér dokaze snadno rozdélit tento
»tok znaku abecedy* na slova a tém pak pridélit vyznam napiiklad pomoci néjaké tabulky. Nevyhoda
blokového kédu spoc¢iva v tom, Ze plytva mistem, nebot tusime, Ze pokud navrhneme pro ¢astéji se vysky-
tujici slova kratsi posloupnosti znaki, celkovy pocet znaki abecedy pro prendsené/ukladané informace
miize byt mensi. To ostatné je (alespoii zhruba) i vlastnost pfirozeného jazyka. Tam méme ovSem abe-
cedu rozsahlejsi (nebindrni) a za prvek abecedy mtizeme povazovat i mezeru: oddélova¢ mezi slovy, ktery
dekodéru pomuze. Nebo v Morseové abecedé mame také tii znaky: tecka, carka a mezera. Bez mezery
by bylo dekédovéni morseovky nemozné. Mame-li k dispozici jen bindrni abecedu A = {0,1}, pak je
potieba pfi nédvrhu kédu se slovy nestejné délky myslet na moznosti dekodéru. Je to technicky mozné,
ale neni to obsahem tohoto textu. Piikladem neblokového kédu je UTFS, ktery kéduje znaky abeced
vsech jazyku svéta. Pismena anglické abecedy a bézné znaky jsou reprezentovany 8bitovym slovem, ale
pismena dalsich jazykt jsou kédovana 16bitovym slovem nebo i del§im (24 bit a 32 biti).
Nadale budeme pracovat jen s blokovymi kédy nad binarni abecedou.

10.17. Poznamka. Necht K je blokovy kéd délky n nad bindrni abecedou A. Pak plati K C A".
Pokud K # A™, pak mezi usporadanymi n-ticemi z A existuji nekédova slova, tj. takové, ktera kodér
nikdy nevytvoii a kterd nemaji piidélen vyznam. Pfijme-1i dekodér (nap¥. za nekvalitni linkou) nekédové
slovo, je si jist, ze pri pfenosu linkou doslo k chybé. Muze napriklad v takovém pripadé pozadat pomoci
jinych technickych prostiedkt kodér, aby vyslal slovo znovu. Nebo se mtize pokusit chybu opravit.
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Tusime jisté problémy: Sum na lince mize zpusobit tak nestasnou chybu, Ze se z jednoho kédového
slova stane jiné kédové slovo a dekodér nic nepozna. Je tedy rozumné kédovani navrhnout tak, aby
napiiklad omezeny pocet chyb v jednom slové (tj. zdmén nuly za jednicku a naopak) zarudil, Ze se
z kédového slova stane slovo nekédové.

Znovu mtzeme hledat analogii v prirozeném jazyce. Pteklep ve slové jsme velmi ¢asto schopni dete-
kovat i opravit. Nékdy ale preklep miize zptisobit, ze vzniké jiné bézné slovo jazyka. Clovék jako dekodér
ani s timto druhem chyby nemé vétsinou problém, protoze pracuje s kontextem celé véty (vétsi skupiny
slov). Takto inteligentni dekodér ale nebude nasim cilem. Vystac¢ime si s detekovdnim a opravovanim
chyb jen na trovni jednotlivych slov.

10.18. Definice. Necht A = {0,1}. Hammingova velikost slova u € A™ je pocet jednic¢ek v tomto slové
a zna¢ime ji ||u|. Hammingova vzddlenost slov v € A™ a w € A™ je pocet bitid, ve kterych se tato dvé
slova lisi. Znac¢ime ji d(v, w).

10.19. Poznamka. Necht A = {0,1} a v,w € A". Pak v + w (v aritmetice Zs) je slovo, které ma
jednicky pravé v mistech, kde se v a w lisi. Takze plati: d(v, w) = ||lv + w]||.

10.20. Poznamka. Predpokladejme, Ze v je slovo vyslané kodérem a w slovo piijaté dekodérem. Pak
d(v, w) udava pocet chyb ve slové, které vznikly béhem pfenosu.

Poznadmka v poznamce: predpokladame, ze diky technickym parametriim zafizeni nikdy nedojde
k chybé, kdy se jednicka nebo nula ze slova zcela vytrati nebo vznikne nové, tj. nikdy nehrozi riziko, ze
by na strané dekodéru byl pfecten jiny pocet jednicek a nul nez byl vyslan kodérem.

10.21. Priklad. Je dén tento kéd: K = {0000,0011,0101,1001,0110,1010,1100,1111}. Jedna se o blo-
kovy binarni kéd délky 4. Pro potieby tohoto pfikladu nebudeme specifikovat druh informace, kterou
potiebujeme pfenaset. Protoze kod obsahuje jen 8 slov, miZe byt ptuvodni informace zapsana pomoci
néjaké 8 znakové abecedy.

Zajimavé na tomto kdédu je, ze kazdé kédové slovo obsahuje sudy pocet jednicek. Pokud dojde
k jediné chybé ve slovu, mame jistotu, ze dekodér ptijme nekédové slovo (s lichym poc¢tem jednicek) a
ohlasi chybu. Je-li pravdépodobnost vyskytu dvou nebo vice chyb v jednom slové zanedbatelnd a nam
postacuje jen detekovat chyby (neopravovat je), je toto rozumny ndvrh kédu.

PovsSimneme si, ze minimalni Hammingova vzdalenost mezi dvéma rtznymi kédovymi slovy tohoto
kédu je 2, takze jedna chyba zpusobi vytvoreni nekédového slova.

10.22. Priklad. Je dan blokovy kéd délky 8 biti: K = {00000000,00001111,11110000,11111111}.
Miniméalni Hammingova vzdalenost mezi kédovymi slovy je 4, takze ani tii chyby ve slové nezptisobi
ptrechod na jiné kédové slovo a dekodér spravné detekuje chybu prenosu. Dekodér dokonce dokaze v tomto
kédu opravit jednu chybu a detekovat vyskyt dvou chyb ve slové. Chybu opravi tak, Ze se od pfijatého
slova w vrati ke kédovému slovu v takovému, ze Hammingova vzdélenost d(v,w) = 1. Samoziejmé,
naucime-li dekodér opravovat jednu chybu ve slové, pak uz nemusi byt schopen vzdy spravné detekovat
tfi chyby. Mtze se totiz stat, ze misto toho opravi jeden bit a dostane jiné kédové slovo.

10.23. Piiklad. Necht minimalni Hammingova vzdélenost mezi kédovymi slovy je d > 2. Rozhodnéte
(A) kolik chyb ve slové muze dekodér detekovat, pokud po ném nechceme, aby chyby opravoval, a
(B) kolik chyb ve slové miize opravit a kolik jich miZze aspon detekovat bez opravy.

Odpovéd: (A) Dekodér muze spolehlivé detekovat nejvyse d — 1 chyb. (B) Je-li d sudé, muze dekodér
opravit jednu az d/2 — 1 chyb a detekovat d/2 chyb bez opravy. Je-li d liché, mize opravit jednu az
(d — 1)/2 chyb a zadné mnozstvi chyb nedetekuje bez opravy. Je samoziejmé mozné i jiné rozvrzeni.
Napf. pro d liché nechdme dekodér opravit nejvyse (d —3)/2 chyb a pi¥i vyskytu (d —1)/2 nebo (d+1)/2
chyb ve slové jen chyby detekujeme bez opravy.

10.24. Poznamka. P#i navrhu dekodéru s detekci nebo opravou chyb se s vyhodou vyuZiji nastroje
linearni algebry, jako je nasobeni matic, vymezeni podprostori a béazi, feseni homogennich soustav atd.
Binarni slova délky n budeme v tomto pfipadé povazovat za vektory z linedrniho prostoru Z3, takze
je muzeme séitat. Ostatné, uz v poznamce 10.19 jsem zminil séitani slov v a w. V teorii kédovani se
binarni slova zapisuji jednickami a nulami bez mezer (viz pfiklady 10.21 a 10.22), zatimco v linedrni
algebre jsme dosud zapisovali vektory do zavorek a jejich slozky oddélovali ¢arkami. Véfim, ze nedojde
k nedorozumeéni, pokud dale v textu o kédovani budu zapisovat vektory zptsobem, jako v prikladu 10.21.
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10.25. Definice. Binarni blokovy kéd K délky n je linedrni, pokud K tvori linedrni podprostor linearniho
prostoru Z7. Jestlize dimenzi tohoto podprostoru oznacime k, pak mluvime o linedrnim (n, k) kddu.

10.26. Véta. Nejmensi Hammingova vzdalenost mezi slovy linearniho kédu K je rovna nejmensi Ham-
mingové velikosti nenulového kédového slova.

Dukaz. Stadi si uvédomit, ze pro vy, v2 € K je ||v; + va|| = d(v1, v2), a pfitom vy + vy € K, protoze K
je linedrni kéd. Navic ||v|| = d(v, o).

10.27. P¥iklad. Kéd z piikladu 10.21 je linearni, protoze K tvoii podprostor linearniho prostoru Zj.
Skutecéné, secteme-li dva vektory se sudym poctem jednic¢ek, dostameme vektor se sudym pocétem jed-
nicek. Vysledek nasobeni vektoru z K konstantou a ztistane v K, protoze v Zy ¢islo a mtize byt jen 0
nebo 1.

Béaze kédu z piikladu 10.21 je napiiklad {0011,0101, 1100}, takze dimenze kédu je 3 a jedna se tedy
o linedrni (4, 3) kdd.

10.28. Poznamka. Piiklad 10.21 ilustruje tzv. kédovéani s kontrolnim bitem parity. Puvodni informaci
s osmi znaky je mozné kédovat blokovym bindrnim kédem {000,001,010,011,100,101,110,111}, tedy
staci nam tii bity. Pokud chceme detekovat jednu chybu ve slove, ptidame ctvrty tzv. kontrolni bit, ktery
nastavime na 0, pokud je v ptivodnim tribitovém slové sudy pocet jednicek a nastavime ho na 1, pokud
je v puvodnim slové lichy pocet jednicek. Dostavame tak kéd z prikladu 10.21.

Tento postup miizeme pouzit na jakykoli ,vychozi“ binarni blokovy kéd délky k se viemi 2F kédovymi
slovy. Pfidanim kontrolniho bitu parity dostdvame linearni (k+ 1, k) kdd, kterym jsme schopni detekovat
jednu chybu ve slové. Dekodér pak odstrani kontrolni bit z kazdého prijatého slova a ziska tim pavodni
kédovanou informaci.

10.29. Poznamka. Vstupni informace je ¢asto ptipravena uz jako posloupnost slov binérniho blokového
kédu délky k, ve kterém vsechna slova jsou kdédova. Nasim tkolem je pak rozsitit tento kéd o dalSich
n — k tzv. kontrolnich biti, abychom dostali linedrni (n, k) kéd. Kodér tedy ocekéva na vstupu libovolné
slovo délky k a jeho ukolem je zkopirovat bity vstupu do vystupu (tzv. informacni bity) a p¥idat n — k
kontrolnich bitt. Dekodér pak pouzije tyto kontrolni bity pro detekci a pripadnou opravu chyb a poté je
odstrani a ponecha jen informac¢ni bity. Cilem je navrhnout kédovani, které ma co nejmensi redundanci
(tj. pomér poctu kontrolnich bitt ku poétu vSech prendsenych bitt ve slové), protoZe ta zatézuje linku
nebo pamétové médium rezijnimi informacemi, které uzivatel ze svého pohledu nevyuzije. P¥itom ale
chceme co nejschopnéjsi dekodér, ktery by detekoval a opravoval chyby a navic by mél pracovat efektivné.

Z pohledu linearni algebry je vyse popsany prechod od kédu délky k na linearni kéd délky n > k
line4rni zobrazeni A: Z5 — Z2, které je prosté (jinak by dochézelo ke ztraté informace). Podle véty 7.20
mnozina obrazl tohoto zobrazeni (neboli kéd) tvofi linedrni podporostor v Z%. Bazi tohoto podprostoru
miizeme hledat tak, Ze sepiSeme bazi ve vichozim prostoru Z§ a najdeme jeji obraz za pouziti zobrazeni A.
Tento obraz podle véty 7.27 jednoznac¢né uréuje zobrazeni A na celém Z5.

Kodérem je p¥imo zobrazeni .A a moznym dekodérem je zobrazeni inverzni k A definované na A(Z5).
Ovsem dekodér se musi umét vyrovnat i se slovy, ktera jsou nekédova, tj. nelezi v mnoziné A(Z5). To
inverzni zobrazeni k A neumi.

10.30. P¥iklad. Necht je vstupni informace kédovana binarnim blokovym kédem délky k se viemi 2F
slovy. Kodér této informace navrhneme tak, ze kazdé vstupni slovo zopakuje a vytvori vystupni slovo
délky 2k. Tim vznika linearni (2k, k) kéd. Minimédlni Hammingova vzdélenost mezi dvéma kédovymi
slovy je 2, takze dekodér spolehlivé detekuje jednu chybu ve slové. Za jistych okolnosti mize detekovat
i vice chyb ve slové, pokud chyba v prvni poloviné slova se nezopakuje na stejném bitu druhé poloviny
slova. V zadném pripadé ale dekodér nemiize odhalenou chybu spolehlivé opravit. Redundance je prili§
vysoké, a pfitom neumime ani opravit chyby. Asi to nebude nejlepsi mozny navrh kédovani.

10.31. Priklad. Kéd z piikladu 10.22 je linearni. Nevyhoda tohoto kddu ale spociva v tom, ze kédova
slova mohou reprezentovat jen ¢tyfi rozdilné stavy ptuvodni informace, ale maji ptilis mnoho bita, které
zbytedné zatézuji pamétové médium nebo prenosové linky. Proto se Hamming zaméril na hledéni jingch
vhodnéjsich linearnich kdédi.
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10.32. Definice. Generujici matice linedrniho kodu K je po fadcich zapsand baze tohoto kédu.
Kontrolni matice linearniho kodu K je takova matice H s linearné nezavislymi fadky, pro kterou
plati: mnozina feseni homogenni soustavy Hx = o je rovna kédu K.

10.33. Véta. Necht G je generujici matice a H kontrolni matice linedrniho (n, k) kédu. Pak G ma
k tadkt a H ma n — k radkd. Obé matice maji n sloupcit. Jinymi slovy, generujici matice ma tolik fadk,
kolik je v k6du informacnich bitti, kontrolni matice ma tolik fadki, kolik ma kéd kontrolnich bitt a pocet
sloupcti obou matic je roven poctu prenasenych bitti v jednom slové.

Dukaz. Matice G ma k radku, protoze baze prostoru dimenze k obsahuje k& vektora. Pocet fadka matice
H plyne z véty 5.14. Konecné n sloupctt obou matic plyne pfimo z definice téchto matic.

10.34. Priklad. Kéd z prikladu 10.21 muze mit nésledujici generujici matici:
1 0 01
G=|0 10 1],
0 0 11

protoze {1001,0101,0011} je baze kédu K. Popisu, jak se obvykle tato béze sestavuje. Vyjde se ze
standardni béze vstupniho kédu: {100,010,001} a aplikuje se na ni zobrazeni kodéru. Vsechny tfi prvky
této baze maji lichy pocet jednicek, takze posledni kontrolni bit kodér nastavi na jednicku.

Kontrolni matice naseho kodu je

H=(1 1 1 1),

protoze mnozina feseni rovnice x1 + x2 + 3 + x4 = 0 je shodna s mnozinou slov, které maji sudy pocet
jednicek (séitdme jednicky modulo 2), a to jsou pravé vSechna kédova slova.

10.35. Priklad. Kédujme vstupni informaci v blokovém kédu délky 4 podle piikladu 10.30 (zdvojeni
slova). Dostavdme linearni (8,4) kéd. Jeho generujici matice je

100 01 0 0O
GZOIOOOIOO
001 0O0O0T10O0
00 010001

K vytvoreni této baze jsem pouzil stejny postup, jako v predchozim ptikladé. Na standardni bazi prostoru
Z3 jsem aplikoval zobrazeni kodéru. Kontrolni matice je vyjimeéné v tomto piikladé H = G, protoze
soustava rovnic

1+ x5 =0
o+ 26 =0
3 +ax7 =0
4 +a3 =0

ma za TeSeni pravé takova slova, pro kterd prvni bit je roven patému, druhy Sestému, treti sedmému a
¢tvrty osmému, tj. obé ¢asti slova se rovnaji a jedné se o kédové slovo.

10.36. Poznamka. Generujici matice sama o sobé jednozna¢né urcuje linedrni kéd. Kontrolni matice
sama o sobé také jednoznacné urcuje linearni kéd. Tyto dvé matice jsou v nasledujicim ,,dudlnim* vztahu:

10.37. Véta. Nechf G je generujici a H je kontrolni matice linearniho (n, k) kédu. Pak H- GT = O; a
také G - HY = O, kde O; je nulova matice s n — k fadky a k sloupci a Oy = OF.

Dtikaz. Kéd s uvedenymi maticemi ozna¢ime pismenem K. Rddky matice G alias sloupce matice GT
jsou podle definice generujici matice prvky kédu K. Podle definice kontrolni matice musi tyto sloupce
matice G” alias prvky kédu K byt fesenim soustavy Hx = o. Pfesné to ¥iké vztah H-G” = Oy, pokud
jej rozepiseme po jednotlivych sloupcich matice GT.

Vztah G - H = O, vznikd transponovanim matic na levé i pravé strané vztahu H- G” = O;.
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10.38. Poznamka. Pfedchozi véta ukazuje, Ze nejen Ffadky matice G Fesi soustavu Hx = o, ale také
rfadky matice H fesi soustavu G = 0. Zname-li jen jednu z téchto matic, pak druhou lze najit tak, ze
najdeme bazi mnoziny feseni odpovidajici homogenni soustavy rovnic a zapiSeme ji do radki.

Protoze velmi ¢asto je generujici matice vytvofena za pouziti standardni baze vstupniho prostoru
Z% a aplikaci algoritmu kodéru na tuto bazi, ktery kopiruje informacni bity a pfidavéa kontrolni bity na
konec slova, je matice G ¢asto ve tvaru G = (E|C), kde E je jednotkovad matice typu (k, k). Matici H
pak mfizeme snadno najit podle véty 5.34, pfitom misto matice —C7 sta¢i pouzit matici CT, protoze
v aritmetice Zy je C = —C. Dostavame H = (CT|E’), kde E’ je jednotkova matice typu (n — k,n — k).

10.39. Priklad. S vyuzitim véty 5.34 zkusime sestavit kontrolni matice z priklada 10.34 a 10.35, pokud
je dana jen generujici matice.
Piiklad 10.34. Matice C z rovnosti G = (E|C) obsahuje sloupec jedni¢ek. C” je tedy tadek jednicek,
ke kterému podle véty 5.34 vpravo pripiSeme jednotkovou matici typu (1, 1). Dostdavdme matici H.
Piiklad 10.35. Matice C z rovnosti G = (E|C) je jednotkova matice, takze CT = C. K této
jednotkové matici podle véty 5.34 pripiSeme jednotkovou matici typu (4,4). Dostdavdme tim matici H,
ktera je vyjimecné rovna matici G.

10.40. Definice. Pokud existuje generujici matice linedrnitho kédu ve tvaru G = (E|C), kde E je
jednotkova matice, nazyvame takovy kdd systematicky.

10.41. Poznamka. Piedchozi poznamka 10.38 ukazuje, Ze pro systematické kédy mizeme z generujici
matice snadno sestavit matici kontrolni ve tvaru H = (CT|E’). Také obricené, pokud je dana kontrolni
matice ve tvaru H = (CT|E’), je mozné snadno pfejit k matici generujici tvaru G = (E|C).

10.42. Poznamka. Necht je ddna generujici matice, kterd neni tvaru (E|C). Protoze generujici matice
obsahuje v fadcich bazi kédu, je mozné eliminaci této matice pfejit k jiné generujici matici téhoz kédu.
Staci si uvédomit, ze Gaussova eliminace neméni linearni obal fadka. Muze se tedy stat, Ze po eliminaci
dostaneme novou generujici matici ve tvaru G = (E|C) a shleddme, ze kdéd je systematicky.

Pokud ani po eliminaci generujici matice nelze doséhnout tvaru (E|C), jedna se o nesystematicky
kéd. I v tomto piipadé je ovSem eliminaci mozné dospét k matici, kterd se od matice (E|C) lisi jen
prohozenim nékterych sloupci. Nesystematicky kéd se tedy od systematického lisi jen poradim bita
v jednotlivych kédovych slovech. Pfechod od generujici matice ke kontrolni (nebo obracené) je u ne-
systematického kédu obtiznéjsi, protoze nelze primo pouzit vétu 5.34, ale pred jejim pouzitim musime
prohodit sloupce generujici matice, pak prejit ke kontrolni matici a u ni prohodit sloupce zpét. Podobné
bychom postupovali, pokud pfechazime od kontrolni matice nesystematického kédu k matici generujici.

Systematicky kod ziskdme zarucené v pripadé, kdy nechame kodér kopirovat informacni bity vstup-
niho slova do vystupu a pak pridat bity kontrolni. Pokud ale kodér informacni bity , promicha“ s bity
kontrolnimi, pak kéd nemusi byt systematicky.

10.43. Véta. Kod je systematicky pravé tehdy, kdyz existuje kontrolni matice tohoto kédu tvaru
(CT|E’), kde E’ je jednotkova matice.

Dukaz. Tvrzeni véty je dusledkem skutecnosti, ze kéd ma generujici matici tvaru G = (E|C) préavé
tehdy, kdyZ ma kontrolni matici tvaru H = (CT|E’).

10.44. Poznamka. Je-li ddna kontrolni matice v jiném tvaru nez (CT|E’), pak z toho je$té neplyne,
ze kod neni systematicky. Eliminaci kontrolni matice miizeme ziskat jinou kontrolni matici, kterd ovsem
prislusi stejnému kédu. Staci si uvédomit, ze eliminaci matice soustavy dostavame pifipadné matici jiné
soustavy, ale se stejnou mnozinou feseni. Pokud tedy po eliminaci kontrolni matice ziskame matici tvaru
(CT|E'), pak je kéd systematicky.

10.45. Véta. Necht G je generujici matice linearniho (n, k) kédu. Necht dale A: Z5 — Z7 je linearni
zobrazeni, které zobrazuje standardni bazi prostoru Z45 na fadky matice G. Pak matice GT je matici
linearniho zobrazeni A vzhledem ke standardnim bazim.

Dukaz. Matice linearniho zobrazeni obsahuje podle definice 7.43 ve sloupcich soufadnice obrazi baze
vstupniho prostoru vzhledem k bazi vystupniho prostoru. V nasem piipadé generujici matice G obsahuje
v fadcich soufadnice obrazii (pii zobrazeni A) standardni baze Z§ vzhledem ke standardni bazi v Z3.
Abychom z adkt matice dostali sloupce podle definice matice linedrniho zobrazeni, sta¢i matici G
transponovat.
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10.46. Poznamka. Zobrazeni A z pfedchozi véty matematicky popisuje kodér linedrniho kédu. Jeho
generujici matice je G. Véta iika, ze G” je matice zobrazeni tohoto kodéru vzhledem ke standardnim
bazim. Vstupuje-li vektor u € Z% do kodéru, pak jeho vystupem je vektor v € Z, ktery spoc¢itdme podle
véty 7.49 jako soucin matice zobrazeni a vstupniho vektoru:

v =GT . T, neboli: v=u-G.

10.47. Poznamka. Pokud kodér kopiruje k vstupnich bitd do vystupu a pak prida kontrolni bity,
nemusime prvnich k bitt vystupu pocitat maticovym nasobenim. Staci timto nasobenim poéitat kontrolni
bity. Generujici matice mé v tomto pfipadé tvar G = (E|C). Oznac¢ime-li u slovo, které vstupuje do
kodéru a v’ vektor, ktery obsahuje jen kontrolni bity vystupniho slova, pak plati:

v =u-C.

10.48. Poznamka. Dekodér pii kontrole, zda se jedna o kédové slovo, pouzije kontrolni matici. Necht
dekodér pfijme slovo w. Pak H - w” je nulovy vektor pravé tehdy, kdyz je slovo w kédové. V takovém
ptfipadé dekodér predpoklada, ze nedoslo pri prenosu slova k chybé, odstrani kontrolni bity a tim ziska
puvodni informaci.

Pokud H - w” neni nulovy vektor, dekodér mé jistotu, Ze doslo k chybé a ze w neni kédové slovo.
Ma-li chybu opravit, pak tidaj H-w” bude pfi opravé potiebovat. Napiseme-li visledek nasobeni H - w’
do radku, dostavame tzv. syndrom vektoru w.

10.49. Definice. Necht H je kontrolni matice linedrniho kédu. Syndrom slova w je vektor s, pro ktery
plati sT = H - w”.

Necht v je slovo vyslané kodérem a w je slovo pfijaté dekodérem. Pak e = w — v je chybové slovo.
Protoze v Z% je —v = v, chybové slovo lze pocitat jako w + v.

10.50. Poznamka. Jednickové bity chybového slova oznacuji mista, kde doslo k poskozeni slova wv.
Ukolem dekodéru je na zakladé znalosti w zjistit chybové slovo e. Pokud se mu to podaii, pak vypocte
ptvodni informaci jako v = w — e.

Nez se pustime do sestavovani tabulky, podle které bude dekodér opravovat chyby, je potfeba si
uvédomit platnost dvou tvrzeni. Prvni z nich plati dokonce obecné na libovolném linearnim prostoru.

10.51. Véta. Necht K je linedrni podprostor linedrniho prostoru L a necht e; € L, e € L. Pak mnoziny
M; ={e1 +v; ve K}, My ={es+ v; v € K} jsou bud disjunktni nebo totozné.

Duikaz. Sporem. Pfedpokladame, ze mnoziny M; a Ms maji spoleény bod a a pfitom nejsou totozné,
tj. existuje vektor b € M, ktery nelezi v Ms. Protoze a i b lezi v mnoziné My, je a = e; +u, b = e; +v,
kde w i v lezi v K. Pak w = b—a = v — u lezi v K, protoze K je podprostor. Je tedy b = a + w.
Protoze a lezi i v mnoziné My, je a = es + x, kde « € K. Dosadime-li tento poznatek do vztahu pro b,
dostaneme b = e; + x + w. Protoze K je podprostor, @ + w lezi v K. Je tedy b = e3 + z, kde z € K.
To ale znamené, ze b € My, coz je sporu s predpokladem.

10.52. Véta. Necht v je kédové slovo a e je libovolné slovo. Pak slova e i e + v maji stejny syndrom.
Jinymi slovy kédova slova modifikovana stejnou chybou vytvareji skupinu slov se spoleénym syndromem.

Dikaz. H- (e +v)' =H: el + H- v =H-el + o =H:e”.

10.53. Poznamka. Pokud pozadujeme nejen detekci, ale i opravu chyb linearniho kédu, muze dekodér
pracovat s nasledujici tabulkou pro opravovani chyb:

o o V2 U3 . Vaok

So €es €s + V2 €z + V3 - €eo + Vgk

S3 es es + v2 es + vs3 e e3 + Vgk
So(n—k) €o(n—k) €o(n—k) + V1 €o(n—k) + V3 e €o(n—k) + Vgk

Vlevo od svislé ¢ary jsou syndromy, k tém se vratim pozdéji. Nejprve vysvétlim obsah tabulky vpravo
od svislé ¢ary. Tam jsou rozmisténa vsechna slova linearniho prostoru Z#. V prvnim fadku jsou kédova
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slova (je jich 2%) a v ostatnich fadcich jsou slova nekédova. Pocet fadki je 2(n=k) protoze tak ziskdme
celkovy pocet slov 2" = 2% .2("=%) 'V prvnim sloupci (vpravo od ¢ry) je nahofe umisténo nulové slovo a
pod nim jsou postupné vSechna chybova slova, ktera chceme, aby dekodér umél odhalit a chybu opravit.
Na ostatnich pozicich tabulky jsou soucty chybového slova v fadku s kédovym slovem ve sloupci.

Tabulku vytvorime tak, Ze zapiSeme nejprve do prvniho fadku nulové kédové slovo a pak ostatni
kédové slova (na porfadi nezalez). Do druhého fddku napiSeme nejprve chybové slovo, které chceme
dekodérem opravovat, a dale prislusné soucty. Chybové slovo nesmi byt slovem kédovym. Na tretim
radku napiseme dalsi chybové slovo. Toto chybové slovo se nesmi vyskytovat nikde na predchozich rddcich.
K nému do ¥4dku doplnime pifslusné soucty. Tak postupujeme déle, az vytvorime tabulku s 2("~%) f4dky.

Prvni fadek tabulky obsahuje linearni prostor K, druhy fadek tabulky obsahuje mnozinu K + es,
ktera je podle véty 10.51 disjunktni s K. Plati totiz es ¢ K. Treti fadek obsahuje mnozinu K + es,
ktera je disjunktni s K i s K + eq, protoze e3 ¢ K a e3 ¢ K + es, takze miuzeme dvakrat pouzit
vétu 10.51. A tak dale. Slova v jednom fadku jsou samoziejmé ruzna. Mame tedy zaruCeno, ze zadné
slovo se v tabulce neopakuje a zZe jsou vycCerpana vsechna slova prostoru Zsy.

Pokud nyni dekodér ptijme slovo w, vyhleda ho v tabulce. Naptiklad slovo nasel na i-tém radku
tabulky. Dekodér na zakladé toho rozhodne, ze doslo k chybé e; a opravi ji tak, ze provede w — e;.
(Misto od¢itani muze vykonat w + e;, protoze v aritmetice Zs to dopadne stejné). Pokud w bylo na
j-tém sloupci tabulky, dekodér se timto postupem vraci ke kédovému slovu v;.

Aby dekodér nemusel prohledavat celou tabulku o 2" slovech, vypocte nejdiive syndrom piijatého
vektoru: 87 = H - w’. Vlevo od svislé ¢ary jsou syndromy vsech slov, které jsou napsédny vpravo na
stejném Fadku (viz véta 10.52). Prohleddnim tabulky syndromi a porovnanim se syndromem slova w
dekodér odhali spravné radek tabulky, ve kterém slovo w lezi. Dekodér tedy nemusi pracovat s celou
tabulkou, ale jen se sloupcem syndromu a sloupcem chybovych slov.

10.54. Priklad. Nez se pustime do formulace pozadavki na idealni kéd pro opravu chyb, zkusime
sestavit tabulku pro opravovani chyb pro piipad kédt, kde to nebude ptili§ uzitec¢né: kéd s kontrolnim
bitem parity a opakovaci kéd. Tim odhalime problémy, kterych bychom se méli pti navrhu kédi s opravou
chyb vyvarovat.

Lineérni (4,3) kéd s kontrolnim bitem parity ma napiiklad tuto tabulku pro opravovéani chyb:

0 0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111
1 1000 1011 1101 1110 0001 0010 0100 0111

V této tabulce jsme zvolili chybové slovo 1000. Proto dekodér pii obdrzeni nekédového slova opravi
prvni bit. Kdybychom zvolili jiné chybové slovo (napf. 0100), dostaneme jinou tabulku: druhy fadek bude
obsahovat slova v jiném potfadi. Dekodér podle takové pozménéné tabulky bude po pfijeti nekédového
slova opravovat jiny bit. Bohuzel, neméame zadnou zaruku, ze dekodér opravi spravny bit. Tabulka urcuje
pevné jeden bit, ktery bude dekodér opravovat. Lepsi by bylo, kdybychom v prvnim sloupci s chybovymi
slovy méli zapsana vSechna chybova slova tvaru 1000, 0100, 0010, 0001. To bychom ale potfebovali mit
v tabulce pét fadku a ne jen dva. Dva radky v tabulce jsou disledkem toho, Ze kéd pracuje jen s jednim
kontrolnim bitem a ze 2! = 2. MtZeme tedy Fici, Ze pro tspésnou opravu chyb je jeden kontrolni bit
malo. To ostatné ¢lovek intuitivné tusi i bez sestavovani tabulek pro opravovani chyb.

Linearni (6,3) opakovaci kéd s kontrolni i generujici matici

1
H=G=|0
0

o~ O
= o O
OO =
o = O

0
0
1

miize mit napiiklad nasledujici tabulku pro opravovani chyb:
000 000000 100100 010010 001001 110110 011011 101101 111111
100 100000 000100 110010 101001 010110 111011 001101 O11111
010 010000 110100 000010 011001 100110 001011 111101 101111
001 001000 101100 011010 000001 111110 010011 100101 110111
110 110000 010100 100010 111001 000110 101011 011101 001111
101 101000 001100 111010 100001 011110 110011 000101 010111
011 011000 111100 001010 010001 101110 000011 110101 100111
111 111000 011100 101010 110001 001110 100011 010101 000111
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Pokud dekodér pracuje podle této tabulky a pfijme napiiklad slovo 111110, vypocte nejdiive syndrom
H - (111110)T = (001)”, Dekodér zjistil, Ze slovo lezi ve ¢tvrtém fddku tabulky. Tam je zvoleno chybové
slovo 001000, takze dekodér opravi tieti bit a z prijatého slova 111110 dostava kédové slovo 110110.

Jestlize predpokladame, ze prijaté slovo obsahuje jednu chybu, pak vyse uvedena oprava nemusi byt
jedind mozna. Opravou posledniho bitu ve slové 111110 také dostavame kédové slovo 111111. Problém
tohoto kédu z pohledu tabulky pro opravovani chyb je, ze chybové slova s jednou jednic¢kou se objevi dvé
na spoleéném Faddku tabulky. Na dalsich fadcich (za ¢tvrtym Faddkem) uz nemizeme pouzit chybové slovo
000001, protoze toto slovo se na ¢tvrtém Fadku uz objevilo. Pokud bychom na ¢tvrtém fadku pouzili
chybové slovo 000001, pak by se na tomto fadku zase vyskytlo i 001000. Mnozina slov vedle konkrétniho
syndromu se totiz nemtize zménit, protoZe se jedna o mnozinu feseni soustavy Hx? = s”. TakZe bychom
dostali sice jinou tabulku pro opravovani chyb, ale chybova slova s jednou jednickou by se ani tak
nepodafilo oddélit do jednotlivych fadkt. Ackoli (na rozdil od kédu s kontrolnim bitem parity) mame
v tabulce dostateény pocet fadkt, nemame moznost dostat vSechna chybova slova s jednou jednickou
do prvniho sloupce tabulky. Dokonce jsme nuceni na poslednim radku tabulky pouzit chybové slovo se
tfemi jednickami.

10.55. Poznamka. Nezdary p¥i opravovani chyb v pfedchozim piikladé nés inspiruji k formulaci pod-
minek na kéd, ktery spolehlivé opravuje jednu chybu.

Piedpoklddame linedrni (n, k) kéd. Chybovych slov s jednou jednickou je n a potfebujeme je vSechna
rozmistit do prvnfho sloupce tabulky pro opravovani chyb. Zadna jina chybova slova se v tomto sloupci
nesméji objevit. Z toho vyplyva, Ze pocet Fadkt tabulky musi byt n + 1 (prvni fadek tabulky obsahuje
samotny kéd). Protoze pocet fadki tabulky je 2("=k) ‘mame podminku 2("~%) = n+1. Oznaéime-li pocet
kontrolnich bitt ¢ = n — k, pak je uvedena podminka asi 1épe ¢itelné ve tvaru n = 2¢ — 1. Celkovy pocet
bitd n tedy musi byt o jednic¢ku mensi nez mocnina dvojky a hodnota této mocniny udava pocet kon-
trolnich bitd. Postupné pro ¢ = 2,3,4,5,6, ... dostavame (3,1), (7,4), (15,11), (31,26), (63,57), ...kddy.

Abychom mohli rozmistit vS§echna chybova slova s jednou jednic¢kou do prvniho sloupce, potiebujeme
jesté zarucit, ze zaddné slovo s jednou jednickou neni kédové slovo a ze dvé slova s jednou jednickou
nebudou mit stejny syndrom. Tuto podminku nejlépe charakterizuje nasledujici véta.

10.56. Véta. Slovo s jednou jednickou je kédové pravé tehdy, kdyz kontrolni matice obsahuje nulovy
sloupec. Dvé rtizna slova s jednou jednickou maji spole¢ny syndrom pravé tehdy, kdyz kontrolni matice
obsahuje aspon dva stejné sloupce.

Dukaz. Staci si uvédomit, ze syndrom slova s jednou jednickou na i-tém misté je roven i-tému sloupci

kontrolni matice. To vyplyva z maticového nasobeni H - w” = s7.

10.57. Poznamka. Aby linearni (n,k) kéd opravoval vSechny jednoduché chyby ve slové, je podle
poznamky 10.55 nutné, aby n = 2° — 1, kde ¢ = n — k, a dale podle véty 10.56 je nutné, aby kontrolni
matice neméla zadny sloupec nulovy a vsechny sloupce od sebe vzajemné riazné. Téch sloupct musi byt
n = 2¢ — 1, a pritom vyska sloupce je ¢. Z toho ndm vyplyva jediny mozny tvar kontrolni matice (az na
pofadi sloupcit): v jednotlivych sloupcich kontrolni matice napiSeme ve dvojkové soustavé vSechna ¢isla
1,2,3,...,n. Linedrnimu kédu s takovou kontrolni matici fikdme Hamminguv kod.

10.58. Pfiklad. Ukézeme si Hammingiv (7,4) kéd. Podle predchozi pozndmky napiseme ve dvojkové
soustavé do sloupci kontrolni matice ¢isla 1,2,3,4,5,6,7:

0001111
H=10110011
1010101

Syndromy a prvni sloupec tabulky pro opravovéni chyb napiSseme (kvili Gspofe mista v tomto textu)
misto do sloupct do radku:

000 001 010 011 100 101 110 111
0000000 1000000 0100000 0010000 0001000 0000100 0000010 00000001

Vidime, zZe pfi této volbé pofadi sloupct kontrolni matice mé dekodér vyrazné usnadnénou praci:
nemusi prohledavat v tabulce syndromii, aby zjistil odpovidajici chybové slovo. Staci, aby interpretoval
syndrom jako ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé. Toto ¢islo udava pozici bitu chybového slova, kde se
naléza jednicka.
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Jak tedy bude dekodér postupovat pii obdrzeni slova w? Vypoéte syndrom pomoci s” = H-w” a
interpretuje jej jako ¢islo ¢ ve dvojkové soustavé. Je-li i = 0, je w kddové slovo a dekodér nic neopravuje.
Je-li ¢ > 0, pak dekodér opravi v obdrzeném slové i-ty bit.

Tim je kompletné navrzen dekodér Hammingova (7, 4) kédu a zbyva jesté navrhnout kodér. Eliminaci
kontrolni matice pfechézime ke kontrolni matici stejného kédu (poznadmka 10.44):

0001111 1011010 0111100 0111100
H=|0110011|~[1100110])]~]1100110|~([1011010]=H.
1010101 1010101 1010101 1101001

Podle véty 10.43 se tedy jedné o systematicky kéd, protoze H' = (CT|E’). Podle poznamky 10.41 nyni
prejdeme ke generujici matici G = (E|C):

[ i
(=Nl =]
o= O O
_ o o o
—_ == O
—_ =0 =
—_ O = =

Kodér nechdme nejprve kopirovat prvni ¢tyfi informacni bity do vystupu a dalsi t¥i kontrolni bity v’
pocitame ze vstupniho slova v podle poznamky 10.47:

\
=== O
== O =
= O = =

10.59. Poznamka. Analogicky se postupuje pii navrhu (15,11), (31,26), (63,57) atd. Hammingovych
kédt. Vsimnéte si, ze s rostoucim n se vyrazné zlepsuje pomér informacnich bitt ku celkovému poctu
prenasenych bitid. To je pro uzivatele, ktefi se zajimaji jen o informac¢ni bity, dobra zprava. Ovsem
prodluzovanim délky prenasenych slov se zase zvysuje pravdépodobnost vyskytu vice nez jedné chyby ve
slové. Dekodér Hammingova kédu v takovém piipadé selze.

10.60. Poznamka. Ve vypocetni technice se pracuje s prenosy 8 bitw, 16 biti, 32 bitt atd. Hamminguv
kéd predpoklada prenos slov délky o jeden bit kratsi. Co se zbylym bitem? Pouzijeme jej pro kontrolu pa-
rity. Tim dostavame rozsireny Hammingiv kod, ktery umozni spolehlivé opravit jednu chybu a detekovat
chyby dvé.

10.61. Priklad. K Hammingovu kédu (7,4) priddme kontrolni bit parity a dostavame linedrni (8,4)
kéd s néasledujici kontrolni matici:

== O O
— o = O
=== O
— o O
=
_= O = =
==
-0 o O

Tento kéd umi opravit jednu chybu ve slové a detekovat chyby dvé. Jak dekodér miize postupovat? Prijme
slovo w a vypoéte syndrom s” = H - w?. Je-li syndrom nulovy vektor, je slovo w kédové a dekodér nic
neopravuje. Jsou-li prvni tfi bity syndromu nulové a posledni nenulovy, doslo pfi pfenosu jen k chybé
posledniho kontrolniho bitu parity. Je-li na prvnich tfech pozicich syndromu aspon jeden bit nenulovy a
posledni bit syndromu je rovnéz nenulovy, doslo k lichému poc¢tu chyb ve slové. Dekodér predpoklada,
Ze doslo k jediné chybé a podle prvnich tfech biti syndromu zjisti, ktery bit ve slové mé opravit (stejné
jako v prikladu 10.58). Je-li kone¢né posledni bit syndromu nulovy, ale syndrom obsahuje aspoii jeden
nenulovy bit, pak doslo k sudému poc¢tu chyb. Tento pocet chyb neumi dekodér opravit, ale detekuje
tento stav jako dvojnasobnou chybu.

10.62. Poznamka. Vsimnéte si, Ze nejmensi Hammingova vzdalenost mezi dvéma slovy rozsifeného
Hammingova kdédu je 4. To je v souladu s vysledky prikladu 10.23.
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12. Rejstrik

12.1. Poznamka. Na rozdil od béZnych rejstiik tento neodkazuje na ¢isla stran, ale na ¢isla odstavci.
To by mélo ¢tenari umoznit rychleji najit slovo z rejstiiku v textu, protoze cil odkazu je presnéjsi: text
odstavce je typicky mensi nez text celé strany.

A7 na vyjimky nejsou v rejstfiku pojmy odkazovany na vsechna mista, kde se vyskytuji. Naptiklad
pojem ,linedrni prostor“ nebo ,matice* by asi musel obsahovat odkazy na skoro vSechny odstavce. To by
ztratilo smysl. Casto pouzivané pojmy jsou tedy v rejstiiku odkazovany jen na mista, kde jsou definovany
nebo kde jsou uvedeny jejich diilezité vlastnosti.

o 7.31 defekt zobrazeni 7.21, 7.53

1 8.29 definice 1.1

(.) 2.29 dekodér 10.13, 10.48

Vv 6.3 Descartes René 9.2

II.1 8.17 det A 4.15

~ (str. 1), 3.9, 3.10, 3.13 detekce chyb 10.23

x 1.3 determinant 4.15

— 1.3 determinant rozvoj 4.30, 4.33
A 7.2 — soufinu matic 4.35

A1 348 diag 7.81

AT 3.28 diagonala matice hlavni 4.19
abeceda 10.13 — — vedlejsi 4.19

Abel Niels Henrik 1.31, 1.32 diagonalni matice 7.81
Abelova grupa 1.31 dimenze 2.60, 2.62

analytickd geometrie 9.2 dimenze prostoru matic 3.5, 3.6
anitkomutativni zdkon 9.24 — — polynomu 2.62
aritmeticky vektor 1.11 — — R" 2.62

ASCII kéd 10.15 — —Up 2.62

asociativni zakon 1.6, 1.31, 3.38, 9.25 dim L 2.60

Avel Niels Henrik 1.58 distributivni zdkon 1.6, 1.51, 3.38, 9.24
axiomy 1.1 doplnék matice 4.32, 4.33
axiomy grupy 1.31 dualita fadkové-sloupcova 4.29
— linearniho prostoru 1.6, 1.42, 1.67 dikaz 1.1

— skalarniho soucinu 8.2 dvojice usporadand 1.3, 1.9

— télesa 1.51 E; 9.1

baze 2.42, 2.45, 2.46, 2.54, 2.59, 7.26 eigenvalue 7.72

baze kladné orientovana 9.10, 9.13, 9.37 eigenvector 7.72

— ortogonalni 8.31 ekvivalentni soustava 5.6

— ortonormélni 8.31, 9.7, 9.37 elimina¢ni metoda Gaussova (str. 1), 3.9
— polynomi 2.47 euklidovska geometrie 2.24, 9.1
— prostoru funkci 2.54 euklidovsky prostor 9.1

— — matic 3.5, 3.6 Frobeniova véta 5.4

— standardni 2.45, 2.46 Galois Evariste 1.58

— standardni v R3 2.45 Galoisovo téleso 1.58

— — v R"™ 2.46 Gaussova elimina¢ni metoda (str. 1), 3.9, 5.7
— usporadand 6.8 GEM (str. 1), 3.9, 5.7

— zaporné orientovana 9.10, 9.13 generujici matice 10.32

bit 10.14 geometrie analyticka 9.2
blokovy kod 10.13 — euklidovska 2.24, 9.1

bod 9.1 GF(2) 1.58

bod soumérny podle primky 9.65 GF(p) 1.60

— — podle roviny 9.64 GF(p™) 1.64

Cramerovo pravidlo 5.29 grupa 1.31, 1.46

¢islo charakteristické 7.72 grupa Abelova 1.31

— vlastni 7.66, 7.70 — funkci 1.37

¢tvercova matice 3.1 — jednoprvkova 1.33

def A 7.21 — komutativni 1.31, 1.40, 1.41
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— nekomutativni 1.31, 1.37-39

— permutaci 1.38

— R 1.34, 1.35

— regularnich matic 1.39

grupoid 1.46

Hammingova velikost slova 10.18
— vzdélenost slov 10.18
Hammingiv kéd 10.57

hlavni diagonala matice 4.19
hod A 7.21

hod A 3.15

hodnost 3.15, 7.21

hodnost matice 3.15, 3.24, 3.33, 3.50, 3.60, 7.48
— zobrazeni 7.21, 7.48, 7.53
hodnota zobrazeni 7.2

homogenni soustava rovnic 5.9
horni trojihelnikova matice 3.21, 5.8
charakteristické ¢islo 7.72
charakteristicky polynom 7.75

— vektor 7.72

charakteristika télesa 1.61, 1.63
identické zobrazeni 7.33

identita 7.33

indukce matematickd 4.3
informacni bit 10.29

injektivni zobrazeni 7.5

inverze permutace 4.5, 4.12
inverzni matice 3.48-50, 3.53, 4.37
— permutace 4.10, 4.12

— prvek 1.31, 1.35, 1.44

— zobrazeni 7.33

izomorfismus 7.37

izomorfni prostor 7.37

— zobrazeni 7.37

jadro zobrazeni 7.16

jednotkova matice 3.44
jednotkovy prvek 1.31, 1.44
Jordantv kanonicky tvar 7.90
kanonicka rovnice pfimky 9.49
kartézsky souradnicovy systém 9.42
Ker A 7.16

kladné orientovana baze 9.10, 9.13, 9.37
kladné orientovany soutadnicovy systém 9.42
kéd 10.13

kéd ASCIT 10.15

— blokovy 10.13

— Hammingtv 10.57

— Hammingtv rozsifeny 10.60

— linearni 10.25

— nesystematicky 10.42

— opakovaci 10.30

— s kontrolnim bitem parity 10.28
— systematicky 10.40, 10.42

— UTF8 10.16

kodér 10.13, 10.45

kédovani 10.1, 10.13

kédové slovo 10.13

118

koeficienty linearni kombinace 2.3
kolmé vektory 8.29

kolmy pramét 9.6

kombinace linearni 2.3, 2.4

— linearni netrivialni 2.5

— — trivialni 2.5, 2.6
komutativni téleso 1.52

— zakon 1.6, 1.31, 3.37
komutujici matice 3.40

konecné téleso 1.58, 10.3
kontrolni bit 10.28, 10.29

— matice 10.32

koren polynomu 1.32
kvaterniony 1.52

Laplaceova véta 4.35
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linearni kéd 10.25

— kombinace 2.3, 2.4

— nezavislost 2.9, 2.39, 2.40

— nezavislost funkei 2.14

— — mnoziny vektori 2.26

— — nekoneéné mnoziny vektort 2.26
— — 1radkd matice 3.22, 3.25
— — skupiny vektora 2.9

— — vektoru 7.29

— obal 2.29, 2.33-35, 2.37-40, 2.56
— obal tadkt matice 3.13

— podprostor 1.17, 2.37, 2.38
— prostor 1.6, 1.42, 1.67, 6.1, viz téz prostor
— prostor kone¢né dimenze 6.1
— — nad télesem 1.67

— soustava rovnic 5.1

— zavislost 2.7, 2.21, 2.22

— zévislost funkei 2.15

— — mnoziny vektord 2.26

— — nekonecné mnoziny vektort 2.26
— — skupiny vektord 2.7

— — vektord 7.29

— zobrazeni 7.6

matematickd indukce 4.3

matice (str. 1), 3.1

matice ctvercova 3.1

— diagonalni 7.81

— doplnék 4.32

— generujici 10.32

— horni trojthelnikova 3.21, 5.8
— identity 7.56

— inverzni 3.48-50, 3.53, 4.37
— jednotkova 3.44

— komutujici 3.40

— kontrolni 10.32

— nasobek 3.3

— nasobeni 3.34, 3.37, 3.38

— nulova 3.1

— numericky nestabilni 3.27

— podobna 7.63

— pozitivné definitni 8.12
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— ptechodu 6.18, 7.56

— regularni 3.51, 3.60, 4.37
— singularni 3.51

— slozeného zobrazeni 7.55
— soucet 3.3

— soucin 3.34, 3.37, 3.38
— soustavy 5.1

— soustavy rozsifena 5.1
— symetricka 8.11

— transponovana 3.28, 4.28
— vektortu 3.42

— zobrazeni 7.43, 7.60

metoda eliminaéni Gaussova (str. 1), 5.7

— pocitani determinantu 4.22
— — inverzni matice 3.53, 4.39
— — matice pfechodu 6.31

— — matice zobrazeni 7.51

— — vlastnich ¢isel 7.74
mimobézky 9.52

modelovy priklad (str. 2), 3.26, 3.41, 5.22, 5.25,

7.67
nasobek matic 3.3
— polynomu 1.4
nasobeni matic 3.34, 3.37, 3.38
—V Z2 10.4
nasobnost vlastniho ¢isla 7.75
nehomogenni soustava rovnic 5.9
— soustava rovnic 5.17
nekomutativni téleso 1.52
nerovnost Schwartzova 8.22
— trojuhelnikova 8.24
nesystematicky kéd 10.42
netrivialni linearni kombinace 2.5
neutralni prvek 1.31, 1.44
nezavislost vektoru linearni 7.29
norma 8.17
norma funkce 8.27
normalova rovnice roviny 9.55
normélovy vektor 9.55
nulova matice 3.1
nulovy prvek 1.6
— vektor 1.6, 1.42, 2.6
numericky nestabilni matice 3.27
obal linearni 2.29
objem ¢tytrsténu 9.48
— rovnobéznosténu 9.30
obsah rovnobéznika 9.27
— trojuhelnika 9.47
odecitani 1.34
okruh 1.55
opacny prvek 1.31, 1.34, 1.44
oprava chyb 10.23
orientace prostoru 9.13

ortogonaliza¢ni proces Schmidtiv 8.41

ortogonalni baze 8.31
ortonormalni baze 8.31, 9.7, 9.37
osa soutadnic 9.42

parametrické rovnice primky 9.49
— — roviny 9.55

partikularni feseni soustavy 5.17
permutace 1.38, 4.1

permutace inverzni 4.10, 4.12

— licha 4.7

— suda 4.7

podgrupa 1.47

podobnost matic 7.63
podprostor 2.63

podprostor linearni 1.17, 2.37, 2.38
— polynomu 1.19

— prostoru funkei 1.18

— R™ 1.20, 1.21

podtéleso 1.54

pologrupa 1.46

polynom 1.4, 1.14, 1.18, 1.19, 2.28, 2.47

polynom charakteristicky 7.75
pozitivné definitini matice 8.12
poznamka 1.1

pravidlo Cramerovo 5.29

— pravé ruky 9.10

— Sarrusovo 4.17

pravouhly soufadnicovy systém 9.42

princip superpozice 7.8
prosté zobrazeni 7.5

prostor euklidovsky 9.1

— funkei 1.13, 2.54

— izomorfni 7.37

— konec¢né dimenze 6.1

— linearni 1.6, 1.42, 1.67, 6.1
— matic 3.3, 3.4

— orientovany 9.13

— orientovanych tsecek 1.24; 1.25, 2.24, 2.49,

2.62, 9.2, 9.7, 9.10, 9.17
— polynomu 1.14, 1.18, 2.47, 2.62
— R 1.12
—R?% 19
— R" 1.11, 2.62
— se skaldrnim soucinem 8.2
— trividlni 1.26

— Up 1.24, 1.25, 2.24, 2.49, 2.62, 9.2, 9.7, 9.10,

9.17
— vektorovy 6.1
— volnych vektora 9.33, 9.34
— Z5 10.5
prumeét kolmy 9.6
prinik prostort 1.22
prisecik piimky s rovinou 9.59
— rtiznobézek 9.52
prusecnice rovin 9.61
prvek inverzni 1.31, 1.35, 1.44
— jednotkovy 1.31, 1.44
— matice 3.1
— nad diagonalou 4.19
— neutralni 1.31, 1.44
— nulovy 1.6
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— opacny 1.31, 1.34, 1.44
pretézovani operatoru 1.5
pridruzena homogenni soustava 5.17
priklad 1.1

priklad modelovy (str. 2), 3.26, 3.41, 5.22, 5.25,

7.67
primka 9.41
Pythagotova véta 8.30
R 1.12
R?2 1.9
R™ 1.11, 1.20, 2.62
r: A 3.12
(r: A) 3.12
radiusvektor 9.42
rank 3.15
redundance 10.29
reguldrni matice 3.51, 3.60, 4.37
relace ~ 3.9, 3.10
reprezentant vektoru 9.34
rovina 9.41
rovnice pfimky kanonickd 9.49
— — parametrické 9.49
— roviny 9.55
— roviny normalova 9.55
— — parametrické 9.55
rovnost matic 3.2
rozdil bod 9.39
rozsifend matice soustavy 5.1
rozsiteny Hammingtuv kéd 10.60
rozvoj determinantu 4.30, 4.33
riznobézky 9.52
rfadek matice 3.1
feSeni soustavy 5.2
— soustavy patrikuladrni 5.17
Sarrusovo pravidlo 4.17
s¢itani polynomu 1.4
Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces 8.41
Schwartzova nerovnost 8.22
singulédrni matice 3.51
sjednoceni prostoru 1.22
skalar 1.6, 10.2
skalarni soucin 8.2, 9.3
— soucin standardni 8.7
skladéni zobrazeni 7.31
sloupec matice 3.1
slovo 10.13
slovo kédové 10.13
slozené zobrazeni 7.31
smérovy vektor piimky 9.41
— — roviny 9.41
smiseny soucin 9.28
soucet bodu s vektorem 9.39
—vZy 104
— matic 3.3
soucin determinantt 4.35
— matic 3.34, 3.37, 3.38
— skalarni 8.2, 9.3

— smiSeny 9.28

— vektorovy 9.17, 9.22
soufadnice bodu 9.42

— vektorového soucinu 9.20

— vektoru 6.10, 7.25, 7.49, 9.8, 9.42
soufadnicovy systém kartézsky 9.42
— — kladné orientovany 9.42
— — pravouhly 9.42
soufadnicovy systém 9.42
soustava ekvivalentni 5.6

— homogenni pfidruzena 5.17
— linedrnich rovnic (str. 1), 5.1
— rovnic homogenni 5.9

— — nehomogenni 5.9, 5.17

— slunecni 4.34

— soustav linearnich rovnic 5.37
spektrum matice 7.72

— zobragzeni 7.72

spojeni podprostora 6.3
standardni skalarni souc¢in 8.7
Steinitzova véta o vyméné 2.56
stupen polynomu 1.15

Stvoritel 2.62

surjektivni zobrazeni 7.3
symetrickd matice 8.11
syndrom 10.49

systematicky kdd 10.40, 10.42
sifrovani 10.1

téleso 1.51, 10.2

téleso C 1.56

— Galoisovo 1.58

— GF(2) 1.58

— GF(p) 1.60

— GF(p™) 1.64

— komutativni 1.52

— konecéné 1.58, 10.3

— nekomutativni 1.52

— R 1.53

— Zo 1.58,10.3

— Z, 1.60

Tomas nevétici 6.15
transponovana matice 3.28, 4.28
triviadlni linedrni kombinace 2.5, 2.6
— prostor 1.26

trojuhelnikova nerovnost 8.24
thel pfimek 9.52

— primky a roviny 9.59

— rovin 9.61

— vektoru 8.20

uspofadand baze 6.8

— dvojice 1.3, 1.9

UTFS8 kéd 10.16

V3 9.33, 9.34

vedlejsi diagonala matice 4.19
vektor 1.6

vektor aritmeticky 1.11

— charakteristicky 7.72
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— kolmy 8.29

— normalovy 9.55

— nulovy 1.6, 1.42, 2.6

— pravych stran 5.1

— vlastni 7.66, 7.70

— volny 9.33

vektorovy prostor 6.1

— soucin 9.17, 9.22

velikost kolmého pramétu 9.6
— slova Hammingova 10.18
— vektoru 8.17

vesmir 4.34

véta 1.1

véta Frobeniova 5.4

— Laplaceova 4.35

— o rozvoji determinantu 4.30
— Pythagotova 8.30

— Steinitzova o vyméné 2.56
vlastni ¢islo 7.66, 7.70

— vektor 7.66, 7.70

— vektor zobecnény 7.90
volny vektor 9.33

vzdalenost bod 9.46

— bodu od ptfimky 9.51

— bodu od roviny 9.58

— Hammingova 10.18
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— mimobézek 9.52

— piimky od roviny 9.59

— rovin 9.61

— rovnobézek 9.52

— vektoru 8.23

Z, 1.58,10.3

Z, 1.60

zakon antikomutativni 9.24

— asociativni 1.6, 1.31, 3.38, 9.25
— distributivni 1.6, 1.51, 3.38, 9.24
— komutativni 1.6, 1.31, 3.37
zadporné orientovand baze 9.10, 9.13
zéavislost vektoru linearni 7.29
znaménko permutace 4.7
zobecnény vlastni vektor 7.90
zobrazeni 7.2

zobrazeni identické 7.33

— injektivni 7.5

— inverzni 7.33

— izomorfni 7.37

— linearni 7.6

—mna 7.3

— prosté 7.5

— surjektivni 7.3
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