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2 Úvodnı́ poznámky

Upozorněnı́ 1. Nedoporučuji tento text přı́mo tisknout. K tisku je
vhodné použı́t text Lineárnı́ algebra a nikoli jeho výcuc. Nebo si můžete
pořı́dit skripta Úvod do algebry, zejména lineárnı́. Pokud přesto chcete
tisknout výcuc, doporučuji použı́t následujı́cı́ verzi, kde jsou jednotlivé
obrazovky uspořádány po čtyřech na stránce, tj. redukujete spotřebu
kancelářských technologiı́ na čtvrtinu.

Upozorněnı́ 2. Tento výcuc nenı́ určen k samostatnému studiu. Je pouze
podporou přednášky. Jenom absolutnı́ mimoň je schopen pročı́tat zde uve-
dené věty a definice bez ilustracı́, bez vysvětlenı́ významu vět, bez jejich
použitı́ v důkazech dalšı́ch vět a bez podpůrných přı́kladů. Tyto definice
a věty jsou sice jádrem výuky předmětu Úvod do algebry, ale na přednáš-
kách a cvičenı́ch se budeme snažit, aby bylo toto jádro co nejpřı́stupnějšı́.
Proto na nich zaznı́ množstvı́ ilustračnı́ch přı́kladů, komentářů a vysvět-
lenı́, které ovšem nejsou jádrem výuky tohoto předmětu, ale pomohou
vám to jádro lépe pochopit.
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Doporučenı́ 1. Jak jste si asi všimli, zelený text je aktivnı́ a můžete
na něj kliknout k dosaženı́ dalšı́ch informacı́. Aby byly všechny odkazy
funkčnı́, je potřeba mı́t kromě tohoto výcucu ve stejném adresáři i plný
text Lineárnı́ algebra ve formátu PDF. Čı́sla po stranách definic a vět se
shodujı́ se stejnými čı́sly v plném textu a pokud na ně kliknete, objevı́ se
přı́slušná pasáž plného textu (tedy napřı́klad věta včetně důkazu).

Doporučenı́ 2. Pokud si vytisknete tento výcuc (předpokládám, že
v úsporné variantě), pak si napřı́klad můžete na svůj výtisk vpisovat
vysvětlujı́cı́ komentáře a důkazy vět, které uslyšı́te na přednášce. Ne-
musı́te se tam pak zdržovat přepisovánı́m definic a vět, ale můžete se
lépe soustředit na jejich pochopenı́.

4 Polynomy

Definice. Polynom je reálná funkce reálné proměnné (nebo komplexnı́
funkce komplexnı́ proměnné), která je dána vzorcem

p(x) = an xn + an−1 xn−1 + · · · + a1 x + a0,

kde a0, a1, . . . , an ∈ R (nebo ∈ C) jsou koeficienty polynomu a x je pro-
měnná.
Polynom značı́me malými pı́smeny p, q, p1, p2 atd. Připı́šeme-li závorku
za toto pı́smeno, např. p(x), máme na mysli hodnotu polynomu v bodě x.
Toto je obvyklé značenı́, jaké se použı́vá pro libovolné funkce (nejen pro
polynomy).
Stupeň polynomu je nejvyššı́ k takové, že koeficient ak 6= 0. Jsou-li všechny
koeficienty nulové, klademe stupeň roven −1. Takovému polynomu řı́-
káme nulový polynom.
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Věta. Polynom je jednoznačně určen svými koeficienty (ignorujeme nu-
lové koeficienty s indexem většı́m než stupeň).
To znamená, že dva různé polynomy (ve smyslu různé funkce) majı́ od-
lišné koeficienty a obráceně polynomy zadané různými koeficienty jsou
různé funkce.
Nulový polynom má všechny koeficienty nulové.

6 Polynomy

Věta. Součet a rozdı́l polynomů je polynom. Násobek polynomu konstan-
tou je polynom. Součin polynomů je polynom. Podı́l polynomů nemusı́ být
polynom.
Poznámka. Odvod’te si vzorce pro koeficienty polynomu, který je souč-
tem, rozdı́lem a součinem polynomů se zadanými koeficienty. Odvod’te
také vzorce pro stupeň součtu, rozdı́lu a součinu polynomů.

7 Polynomy

Věta. Polynomy p a q je možno „dělit se zbytkem“.
Pro polynomy p, q (q nenulový) existujı́ polynomy r a z s vlastnostmi:
(A) p/q = r + z/q, (B) stupeň z je menšı́ než stupeň q.
Polynomu r v tomto kontextu řı́káme částečný podı́l a polynomu z řı́káme
zbytek.

8 Polynomy

Definice. Kořen polynomu p je takové čı́slo α (reálné nebo komplexnı́),
pro které je p(α) = 0.
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Věta. Čı́slo α je kořenem polynomu p právě tehdy, když existuje polynom r
takový, že p(x) = (x − α) r(x) pro všechna x ∈ R (nebo x ∈ C).
Je-li α kořenem polynomu p, pak polynomu (x−α) řı́káme kořenový činitel
polynomu p.

10 Polynomy

Věta. (Základnı́ věta algebry). Každý polynom stupně aspoň prvnı́ho
má aspoň jeden komplexnı́ kořen.

Důsledek věty. Každý polynom p stupně n ≥ 1 lze rozepsat na součin
kořenových činitelů:

p(x) = a (x − α1) (x − α2) · · · (x − αn)

kde a je konstanta a αi ∈ C jsou všechny kořeny polynomu p.

V tomto zápise se stejné hodnoty kořenů mohou vyskytovat opakovaně.
Násobnost kořenu je počet výskytů hodnoty tohoto kořenu v součinu ko-
řenových činitelů.

11 Polynomy

Věta. Pro obecný polynom stupně pátého nebo vyššı́ho nelze najı́t vzo-
rec na výpočet kořenů polynomu z jeho koeficientů takový, který by se
opı́ral o konečné množstvı́ operacı́ sčı́tánı́, odečı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a
odmocňovánı́.

Poznámka 1. Tato věta nenı́ v rozporu se základnı́ větou algebry. Kořeny
vždy existujı́, ale často je neumı́me najı́t.

Poznámka 2. Pokud se v tomto kurzu setkáte s přı́klady, které majı́
ilustrovat rozklad polynomu na kořenové činitele, jsou voleny speciálně
tak, aby kořeny šlo nějakým trikem nalézt. Zde uvedená věta řı́ká, že
tyto triky nemohou být univerzálnı́mi postupy pro hledánı́ rozkladu ja-
kéhokoli polynomu.

12 Lineárnı́ prostor

1.6 Definice. Lineárnı́m prostorem nazýváme každou neprázdnou mno-
žinu L, na které je definováno sčı́tánı́ + : L × L → L a násobenı́
reálným čı́slem ⋅ : R × L → L a tyto operace splňujı́ pro každé
x ∈ L, y ∈ L, z ∈ L, α ∈ R, β ∈ R vlastnosti:

(1) x + y = y + x (komutativnı́ zákon sčı́tánı́)
(2) (x + y) + z = x + (y + z) (asociativnı́ zákon sčı́tánı́)
(3) α ⋅ (β ⋅ x) = (αβ ) ⋅ x (asociativnı́ zákon násobenı́)
(4) α ⋅ (x + y) = α ⋅ x + α ⋅ y (distributivnı́ zák. pro sčı́tánı́ vektorů)
(5) (α + β ) ⋅ x = α ⋅ x + β ⋅ x (distributivnı́ zákon pro sčı́tánı́ čı́sel)
(6) 1 ⋅ x = x (vlastnost reálného čı́sla 1)
(7) existuje o ∈ L, že pro každé x ∈ L je 0 ⋅ x = o

(existence nulového prvku).

Prvky lineárnı́ho prostoru nazýváme vektory. Reálnému čı́slu v kontextu
násobenı́ ⋅ : R × L → L řı́káme skalár. Prvku o ∈ L z vlastnosti (7) řı́káme
nulový prvek nebo nulový vektor.
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1.7 Věta. Pro nulový prvek o lineárnı́ho prostoru L platı́ vlastnosti:

(1) x + o = x ∀ x ∈ L
(2) α ⋅ o = o ∀ α ∈ R
(3) Necht’ x ∈ L. Je-li α ⋅ x = o a α ≠ 0, pak x = o.

14 Lineárnı́ prostor

1.17 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor s operacemi „+“ a „⋅“. Neprázdnou
množinu M ⊆ L nazýváme lineárnı́m podprostorem prostoru L, pokud
pro všechna x ∈ M, y ∈ M a α ∈ R platı́:

(1) x + y ∈ M,
(2) α ⋅ x ∈ M,

15 Lineárnı́ prostor

1.22 Věta. Necht’ M ⊆ L a N ⊆ L jsou lineárnı́ podprostory lineárnı́ho pro-
storu L. Pak platı́:

(1) M ∩ N je lineárnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru L
(2) M ∪ N nemusı́ být lineárnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru L

16 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.3 Definice. Necht’x1, x2, . . . , xn jsou vektory (tj. prvky nějakého lineárnı́ho
prostoru). Lineárnı́ kombinacı́ vektorů x1, x2, . . . , xn rozumı́me vektor

α1 ⋅ x1 + α2 ⋅ x2 + · · · + αn ⋅ xn,

kde α1, α2, . . . , αn jsou nějaká reálná čı́sla. Těmto čı́slům řı́káme koefici-
enty lineárnı́ kombinace.
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2.5 Definice. Triviálnı́ lineárnı́ kombinace vektorů x1, x2, . . . , xn je taková
lineárnı́ kombinace, která má všechny koeficienty nulové, tj.

0x1 + 0x2 + · · · + 0xn.

Netriviálnı́ lineárnı́ kombinace je taková lineárnı́ kombinace, která nenı́
triviálnı́, tj. aspoň jeden jejı́ koeficient je nenulový.
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2.7 Definice. Skupinu vektorů x1, x2, . . . , xn nazýváme lineárně závislou, po-
kud existuje netriviálnı́ lineárnı́ kombinace vektorů x1, x2, . . . , xn, která
je rovna nulovému vektoru. Stručně řı́káme, že vektory x1, x2, . . . , xn jsou
lineárně závislé.

Poznámka. Vektory x1, x2, . . . , xn jsou lineárně závislé, pokud existujı́
reálná čı́sla α1, α2, . . . , αn tak, že aspoň jedno z nich je nenulové, a přitom
platı́

α1 ⋅ x1 + α2 ⋅ x2 + · · · + αn ⋅ xn = o.
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2.9 Definice. Skupinu vektorů x1, x2, . . . , xn nazýváme lineárně nezávislou,
pokud nenı́ lineárně závislá. Stručně řı́káme, že vektory x1, x2, . . . , xn jsou
lineárně nezávislé.

Poznámka. Vektory jsou lineárně nezávislé, pokud neexistuje netriviálnı́
lineárnı́ kombinace těchto vektorů, která je rovna nulovému vektoru.

Jinak: Vektory jsou lineárně nezávislé, pokud jedině triviálnı́ lineárnı́
kombinace je rovna nulovému vektoru.

Jinak: Vektory x1, x2, . . . , xn jsou lineárně nezávislé, pokud z předpokladu

α1 ⋅ x1 + α2 ⋅ x2 + · · · + αn ⋅ xn = o.

nutně plyne, že α1 = α2 = · · · = αn = 0.
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2.17 Věta. Necht’x1, x2, . . . , xn jsou prvky nějakého lineárnı́ho prostoru L. Pak
platı́:
(1) Lineárnı́ závislost či nezávislost vektorů x1, x2, . . . , xn se nezměnı́ při
změně pořadı́ těchto vektorů.
(2) Jestliže se mezi x1, x2, . . . , xn vyskytuje nulový vektor, pak jsou tyto
vektory lineárně závislé.
(3) Jestliže se ve skupině vektorů x1, x2, . . . , xn některý vektor vyskytuje
aspoň dvakrát, je tato skupina vektorů lineárně závislá.
(4) Jestliže jsou vektory x1, x2, . . . , xn lineárně závislé a xn+1 ∈ L, pak jsou
i vektory x1, x2, . . . , xn, xn+1 lineárně závislé.
(5) Jestliže jsou vektory x1, x2, . . . , xn lineárně nezávislé, pak jsou i vek-
tory x1, x2, . . . , xn−1 lineárně nezávislé.
(6) Samotný vektor x1 je lineárně nezávislý právě tehdy, když je nenulový.
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2.21 Věta. Necht’n ≥ 2. Vektory x1, x2, . . . , xn jsou lineárně závislé právě tehdy,
když existuje index r ∈ {1, . . . , n} takový, že vektor xr je roven lineárnı́
kombinaci ostatnı́ch vektorů.

22 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.26 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor. Neprázdná konečná množina vek-
torů K ⊆ L, K = {x1, x2, . . . , xn} se nazývá lineárně závislá, pokud jsou
vektory x1, x2, . . . , xn lineárně závislé.

Nekonečná množina vektorů M ⊆ L se nazývá lineárně závislá, pokud
existuje konečná K ⊆ M, která je lineárně závislá.

Množina M ⊆ L se nazývá lineárně nezávislá, pokud nenı́ lineárně zá-
vislá.

Prázdnou množinu považujeme vždy za lineárně nezávislou.

Poznámka. Neprázdná konečná množina vektorů K = {x1, x2, . . . , xn}
se nazývá lineárně nezávislá, pokud jsou vektory x1, x2, . . . , xn lineárně
nezávislé.
Nekonečná množina vektorů M ⊆ L se nazývá lineárně nezávislá, pokud
všechny konečné podmnožiny K ⊆ M jsou lineárně nezávislé.
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2.29 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor. Lineárnı́ obal skupiny vek-
torů x1, x2, . . . , xn je množina všech lineárnı́ch kombinacı́ vektorů
x1, x2, . . . , xn.

Lineárnı́ obal konečné množiny K ⊆ L, K = {x1, x2, . . . , xn} ztotožňujeme
s lineárnı́m obalem skupiny vektorů x1, x2, . . . , xn.

Lineárnı́ obal nekonečné množiny M ⊆ L je sjednocenı́ lineárnı́ch obalů
všech konečných podmnožin množiny M.

Lineárnı́ obal skupiny vektorů x1, x2, . . . , xn značı́me 〈x1, x2, . . . , xn〉. Li-
neárnı́ obal množiny M značı́me symbolem 〈M〉.
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2.34 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor, M ⊆ L, N ⊆ L. Pokud je M ⊆ N, pak
platı́ 〈M〉 ⊆ 〈N〉.
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2.35 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor a M ⊆ L. Pak platı́:

(1) M ⊆ 〈M〉
(2) 〈M〉 = 〈〈M〉〉
(3) Je-li z ∈ 〈M〉, pak 〈M〉 = 〈M ∪ {z}〉

26 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.37 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor, M ⊆ L. Množina M je lineárnı́m pod-
prostorem lineárnı́ho prostoru L právě tehdy, když 〈M〉 = M.

27 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.38 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor a M ⊆ L je libovolná množina. Pak
P = 〈M〉 je nejmenšı́ lineárnı́ podprostor, pro který platı́ M ⊆ P.

28 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.39 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor, M ⊆ L je lineárně nezávislá množina a
z 6∈ 〈M〉. Pak též M ∪ {z} je lineárně nezávislá množina.
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2.40 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor. Množina N ⊆ L je lineárně nezávislá
právě tehdy, když pro všechny vlastnı́ podmnožiny M ⊂ N, M 6= N platı́
〈M〉 ⊂ 〈N〉, 〈M〉 6= 〈N〉.

30 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.42 Definice. Báze lineárnı́ho prostoru L je taková podmnožina B ⊆ L, pro
kterou platı́

(1) B je lineárně nezávislá
(2) 〈B〉 = L

31 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.51 Věta. Necht’ L je netriviálnı́ lineárnı́ prostor. Pro každou lineárně nezá-
vislou množinu N ⊆ L existuje báze B lineárnı́ho prostoru L taková, že
N ⊆ B. Pro každou množinu M ⊆ L takovou, že 〈M〉 = L, existuje báze B
lineárnı́ho prostoru L taková, že B ⊆ M.
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2.56 Věta. (Steinitzova o výměně). Necht’ L je lineárnı́ prostor, M ⊆ L je li-
bovolná množina a N ⊆ 〈M〉 je lineárně nezávislá množina, obsahujı́cı́
k vektorů. Pak lze odebrat z množiny M jejı́ch k vektorů a vytvořit tak
množinu M1, pro kterou platı́:

〈M〉 = 〈M1 ∪ N〉.

Jinými slovy, odebránı́m vhodných k vektorů z M a nahrazenı́m těchto
vektorů všemi lineárně nezávislými vektory z N se lineárnı́ obal 〈M〉
nezměnı́.
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2.58 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor, M ⊆ L je libovolná množina a N ⊆ 〈M〉
je lineárně nezávislá množina. Pak počet prvků množiny N je menšı́ nebo
roven počtu prvků množiny M.

34 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.59 Věta. Necht’ B1 a B2 jsou dvě báze stejného lineárnı́ho prostoru L. Pak
jsou bud’ obě nekonečné, nebo majı́ obě stejný počet prvků.

35 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.60 Definice. Dimenze lineárnı́ho prostoru L je počet prvků báze. Tuto hod-
notu označujeme symbolem dim L. Dimenzi jednobodového lineárnı́ho
prostoru L = {o} pokládáme rovnu nule.

36 Lineárnı́ závislost a nezávislost, lineárnı́ obal, báze, dimenze

2.63 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor a M ⊆ L je lineárnı́ podprostor lineár-
nı́ho prostoru L. Pak dim M ≤ dim L.
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2.64 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor, dim L = n a M = {x1, x2, . . . , xm}. Pak
platı́:

(1) Je-li M lineárně nezávislá, pak m ≤ n.

(2) Je-li m > n, pak M je lineárně závislá.

(3) Necht’ m = n. Pak M je lineárně nezávislá právě tehdy, když 〈M〉 = L.

38 Matice

3.1 Definice. Matice typu (m, n) je uspořádaná m-tice prvků z Rn. Jednotlivé
složky této m-tice nazýváme řádky matice. Necht’ ar = (ar,1, ar,2, . . . , ar,n)
je r-tý řádek matice typu (m, n). s-tá složka tohoto řádku ar,s ∈ R se
nazývá (r, s)-tý prvek matice. Řádky matice A zapisujeme jako skutečné
řádky pod sebe takto:

A =







a1,1, a1,2, . . . , a1,n
a2,1, a2,2, . . . , a2,n

...
am,1, am,2, . . . , am,n







nebo zapı́šeme jen stručně prvky matice A takto:

A = (ar,s), r ∈ {1, 2, . . . , m}, s ∈ {1, 2, . . . , n}.

Necht’ A = (ar,s), r ∈ {1, . . . , m}, s ∈ {1, . . . , n}. Uspořádanou m-tici reál-
ných čı́sel (a1,s, a2,s, . . . , am,s) nazýváme s-tým sloupcem matice A.
Matici typu (m, n), která má všechny prvky nulové, nazýváme nulovou
maticı́.
Matici typu (m, n) nazýváme čtvercovou maticı́, pokud m = n.

39 Matice

3.3 Definice. Necht’A = (ar,s), B = (br,s) jsou matice typu (m, n). Matici C typu
(m, n) nazýváme součtem matic A, B (značı́me C = A+B), pokud pro prvky
matice C = (cr,s) platı́ cr,s = ar,s + br,s, r ∈ {1, 2, . . . , m}, s ∈ {1, 2, . . . , n}.
Necht’ α ∈ R. α-násobek matice A je matice α ⋅ A = (α ar,s). Názorně:

A + B =







a1,1 + b1,1, a1,2 + b1,2, . . . , a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1, a2,2 + b2,2, . . . , a2,n + b2,n

...
am,1 + bm,1, am,2 + bm,2, . . . , am,n + bm,n






,

α ⋅ A =







α a1,1, α a1,2, . . . , α a1,n
α a2,1, α a2,2, . . . , α a2,n

...
α am,1, α am,2, . . . , α am,n






.

40 Matice

3.4 Věta. Množina všech matic stejného typu (m, n) tvořı́ se sčı́tánı́m matic a
násobenı́m matice reálným čı́slem lineárnı́ prostor. Nulový vektor tohoto
lineárnı́ho prostoru je nulová matice.



41 Matice

3.9 Definice. Symbolem A ∼ B označujeme skutečnost, že matice B vznikla
z matice A konečným počtem kroků podle Gaussovy eliminačnı́ metody.

42 Matice

3.10 Věta. Relace „∼“ je symetrická, tj. A ∼ B právě tehdy, když B ∼ A.

43 Matice

3.12 Definice. Lineárnı́ obal množiny všech řádků matice A značı́me 〈r: A〉.

44 Matice

3.13 Věta. Je-li A ∼ B, pak 〈r: A〉 = 〈r: B〉.



45 Matice

3.15 Definice. Hodnost matice A značı́me hod(A) a definujeme hod(A) =
dim〈r: A〉.

46 Matice

3.17 Věta. Je-li A ∼ B, pak hod(A) = hod(B). Jinými slovy, Gaussova elimi-
načnı́ metoda neměnı́ hodnost matice.

47 Matice

3.18 Věta. Hodnost matice je maximálnı́ počet lineárně nezávislých řádků
matice. Přesněji řečeno, jedná se o počet prvků takové množiny řádků,
která je nejpočetnějšı́, a přitom lineárně nezávislá.

48 Matice

3.21 Definice. Necht’ matice A má řádky a1, a2, . . . , an, žádný z nich nenı́
nulový. Necht’ pro každé dva po sobě jdoucı́ řádky ai, ai+1 platı́: má-li
řádek ai prvnı́ch k složek nulových, musı́ mı́t řádek ai+1 aspoň prvnı́ch
k + 1 složek nulových. Pak matici A nazýváme hornı́ trojúhelnı́kovou
maticı́.



49 Matice

3.22 Věta. Hornı́ trojúhelnı́ková matice má vždy lineárně nezávislé řádky.

50 Matice

3.23 Věta. Každou matici lze převést konečným počtem kroků Gaussovy eli-
minačnı́ metody na hornı́ trojúhlenı́kovou matici.

51 Matice

3.28 Definice. Necht’ A = (ai,j) je matice typu (m, n). Matici AT = (aj,i), která
je typu (n, m), nazýváme transponovanou maticı́ k matici A. Matice AT

tedy vznikne z matice A přepsánı́m řádků matice A do sloupců matice
AT, respektive přepsánı́m sloupců matice A do řádků matice AT.

52 Matice

3.30 Věta. Pro každou matici A platı́: (AT)T = A



53 Matice

3.31 Věta. Pro každou matici A platı́: hod(AT) = hod(A).

54 Matice

3.33 Věta. Necht’ A je matice typu (m, n). Pak hod(A) ≤ min(m, n).

55 Matice

3.34 Definice. Necht’ A = (ai,j) je matice typu (m, n) a B = (bj,k) je matice typu
(n, p). Pak je definován součin matic A ⋅ B (v tomto pořadı́) jako matice
typu (m, p) takto: každý prvek ci,k matice A ⋅ B je dán vzorcem

ci,k = ai,1 b1,k + ai,2 b2,k + · · · + ai,n bn,k

=
n

∑
j=1

ai,j bj,k, i ∈ {1, . . . , m}, k ∈ {1, . . . , p}

56 Matice

3.38 Věta. Necht’ α ∈ R a matice A, B, C jsou odpovı́dajı́cı́ch typů tak, aby
nı́že uvedené součiny byly definovány. Pak platı́

(1) (A ⋅ B) ⋅ C = A ⋅ (B ⋅ C),
(2) (A + B) ⋅ C = A ⋅ C + B ⋅ C,
(3) C ⋅ (A + B) = C ⋅ A + C ⋅ B,
(4) α(A ⋅ B) = (α A) ⋅ B = A ⋅ (α B).
(5) (A ⋅ B)T = BT ⋅ AT



57 Matice

3.44 Definice. Čtvercovou matici E typu (n, n) nazýváme jednotkovou maticı́,
pokud pro jejı́ prvky ei,j platı́: ei,j = 0 pro i 6= j a ei,j = 1 pro i = j. Názorně:

E =







1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

· · ·
0 0 0 · · · 1







58 Matice

3.48 Definice. Necht’A je čtvercová matice typu (n, n) a E je jednotková matice
stejného typu. Matici B typu (n, n), která splňuje vlastnost

A ⋅ B = E = B ⋅ A

nazýváme inverznı́ maticı́ k matici A. Inverznı́ matici k matici A označu-
jeme symbolem A−1.

59 Matice

3.49 Věta. Pokud k matici A existuje inverznı́ matice, pak je tato inverznı́
matice jednoznačně určena.

60 Matice

3.50 Věta. Ke čtvercové matici typu (n, n) existuje inverznı́ matice právě tehdy,
když hod(A) = n.



61 Matice

3.51 Definice. Čtvercová matice A typu (n, n) se nazývá regulárnı́, pokud
hod(A) = n. Čtvercová matice se nazývá singulárnı́, pokud nenı́ regulárnı́,
tj. hod(A) < n.

62 Matice

3.52 Věta. Necht’A a B jsou regulárnı́ čtvercové matice typu (n, n). Pak matice
A ⋅ B je rovněž regulárnı́ matice typu (n, n).

63 Matice

3.55 Věta. Necht’ A ∼ B jsou dvě matice, přičemž v eliminaci označené zde
symbolem „∼“ nebyl použit krok vynechánı́ nebo přidánı́ nulového řádku.
Pak existuje regulárnı́ čtvercová matice P taková, že B = P ⋅ A.

64 Matice

3.56 Věta. Necht’ A je regulárnı́ a (A|E) ∼ (E|B), kde „∼“ označuje konečný
počet řádkových úprav podle eliminačnı́ metody a E jednotkovou matici.
Pak B = A−1.



65 Matice

3.60 Věta. Necht’ A je libovolná matice (ne nutně čtvercová) a P, Q jsou
regulárnı́ matice takové, že je definováno násobenı́ P ⋅ A a A ⋅ Q. Pak
hod A = hod(P ⋅ A) = hod(A ⋅ Q). Jinými slovy: násobenı́ regulárnı́ maticı́
neměnı́ hodnost.

66 Matice

3.61 Věta. Je-li A ⋅ B definováno, pak hod(A ⋅ B) ≤ min(hod A, hod B).

67 Determinant

4.1 Definice. Necht’ M je konečná množina o n prvcı́ch. Permutace prvků
množiny M je uspořádaná n-tice prvků množiny M taková, že žádný
prvek z množiny M se v nı́ neopakuje. Permutaci prvků množiny M =
{1, 2, . . . , n} nazýváme stručně permutacı́ n prvků.

68 Determinant

4.3 Věta. Počet různých permutacı́ n prvků je roven čı́slu n! .



69 Determinant

4.5 Definice. Necht’ (i1, i2, . . . , in) je permutace n prvků. Počet inverzı́ této
permutace je počet takových dvojic (ik, il), pro které platı́ ik > il, a přitom
k < l.

70 Determinant

4.7 Definice. Pro každou permutaci π = (i1, . . . , in) definujeme znaménko
permutace sgn π takto:

sgn π =
{

+1 má-li π sudý počet inverzı́
−1 má-li π lichý počet inverzı́

71 Determinant

4.9 Věta. Prohozenı́ jediné dvojice prvků v permutaci způsobı́ změnu jejı́ho
znaménka.

72 Determinant

4.10 Definice. Necht’ π = (i1, i2, . . . , in) je permutace n prvků. Inverznı́ permu-
tacı́ k permutaci π je permutace (j1, j2, . . . , jn), pro kterou platı́ jik = k pro
všechna k ∈ {1, 2, . . . , n}. Tuto permutaci označujeme znakem π −1.



73 Determinant

4.12 Věta. Necht’ π je permutace n prvků. Pak π−1 má stejný počet inverzı́,
jako π.

74 Determinant

4.13 Věta. Permutace π a π−1 majı́ vždy stejná znaménka.

75 Determinant

4.15 Definice. Necht’ A = (ai,j) je čtvercová matice typu (n, n). Čı́slo

∑
π=(i1,i2,...,in)

sgn π ⋅ a1,i1 a2,i2 · · · an,in

nazýváme determinantem matice A a značı́me je det A. V uvedeném
vzorci se sčı́tá přes všechny permutace n prvků, tj. jedná se podle věty 4.3
o n! sčı́tanců.

76 Determinant

4.19 Definice. Necht’ A = (ai,j) je matice typu (n, n). Hlavnı́ diagonála matice
A je skupina jejı́ch prvků a1,1, a2,2, . . . , an,n. Vedlejšı́ diagonála matice A
zahrnuje prvky a1,n, a2,n−1, . . . , an,1. Prvek pod hlavnı́ diagonálou je každý
prvek ai,j, pro který platı́ i > j. Prvek nad hlavnı́ diagonálou je každý
prvek ai,j, pro který platı́ i < j.



77 Determinant

4.21 Věta. Základnı́ vlastnosti determinantu.
(V1) Jestliže se matice B lišı́ od matice A jen prohozenı́m jedné dvojice
řádků, pak det B = − det A.
(V2) Jestliže matice A má dva stejné řádky, pak det A = 0.

V dalšı́ch vlastnostech (V3) až (V5) označujeme symbolem

( ...
ai...

)

matice,

které se lišı́ pouze v i-tém řádku, zde označeném ai. V řádcı́ch, které jsou
vyznačeny tečkami, se jednotlivé matice shodujı́.

(V3) det

( ...
α ai...

)

= α det

( ...
ai...

)

(V4) det

( ...
ai...

)

+ det

( ...
bi...

)

= det

( ...
ai + bi...

)

(V5) det





...
ai + α aj

...



 = det

( ...
ai...

)

, kde aj je jiný řádek téže matice.

78 Determinant

4.27 Věta. Čtvercová matice A je regulárnı́ právě tehdy, když det A 6= 0.

79 Determinant

4.28 Věta. Necht’ A je čtvercová matice. Pak det A = det AT.

80 Determinant

4.30 Věta. O rozvoji deterinantu podle r-tého řádku. Necht’ A = (ar,s) je čtver-
cová matice typu (n, n) a Ai,j jsou matice typu (n−1, n−1), které vzniknou
z matice A vynechánı́m i-tého řádku a j-tého sloupce. Pak pro každé
r ∈ {1, . . . , n} platı́

ar,1 (−1)r+1 det Ar,1 + ar,2 (−1)r+2 det Ar,2 + · · · + ar,n (−1)r+n det Ar,n = det A

Je-li dále t ∈ {1, . . . , n}, t 6= r, pak platı́

ar,1 (−1)t+1 det At,1 + ar,2 (−1)t+2 det At,2 + · · · + ar,n (−1)t+n det At,n = 0



81 Determinant

4.32 Definice. Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n). Doplněk matice A
v pozici (i, j) je čı́slo Di,j, definované vzorcem: Di,j = (−1)i+j det Ai,j, kde Ai,j

je matice typu (n − 1, n − 1), která vznikne z matice A vynechánı́m i-tého
řádku a j-tého sloupce.

82 Determinant

4.35 Věta. Necht’ A, B jsou čtvercové matice. Pak det A det B = det(A ⋅ B).

83 Determinant

4.37 Věta. Ke čtvercové matici A existuje inverznı́ matice právě tehdy, když
A je regulárnı́.

84 Determinant

4.38 Věta. Necht’ A je regulárnı́ matice. Pak det A−1 = 1/ det A.



85 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.1 Definice. Necht’ A je matice reálných čı́sel typu (m, n), necht’ dále x je

jednosloupcová matice symbolů

( x1...
xn

)

typu (n, 1) a b je matice reálných

čı́sel

( b1...
bm

)

typu (m, 1). Pak maticovou rovnost

A x = b

navýváme soustavou m lineárnı́ch rovnic o n neznámých. Matici A na-
zýváme maticı́ soutavy a vektor bT = (b1, . . . , bm) nazýváme vektorem
pravých stran. Připı́šeme-li k matici soustavy do dalšı́ho sloupce matici b
oddělenou (pouze pro přehlednost) svislou čarou, dostáváme matici (A|b)
typu (m, n + 1), kterou nazýváme rozšı́řenou maticı́ soustavy.

86 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.2 Definice. Řešenı́m soustavy A x = b je takový vektor

a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn,

pro který platı́: dosadı́me-li hodnoty αi za symboly xi, pak je splněna
požadovaná maticová rovnost, tj.

A ⋅







α1
α2...
αn






=







b1
b2...
bm






.

Řešit soustavu A x = b znamená nalézt všechna jejı́ řešenı́, tj. nalézt
podmnožinu Rn všech řešenı́ této soustavy.

87 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.4 Věta. (Frobeniova). Soustava A x = b má řešenı́ právě tehdy, když

hod A = hod(A|b),

tj. když hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozšı́řené matice sou-
stavy.

88 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.6 Definice. Necht’ A x = b je soustava m lineárnı́ch rovnic o n neznámých
a C x = d je soustava k lineárnı́ch rovnic o stejném počtu n neznámých.
Řı́káme, že tyto soustavy jsou ekvivalentnı́, pokud obě soustavy majı́
stejné množiny řešenı́.



89 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.8 Věta. Ke každé soustavě A x = b lze nalézt ekvivalentnı́ soustavu C x = d,
jejı́ž matice C je hornı́ trojúhelnı́ková.

90 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.9 Definice. Existuje-li v matici b aspoň jeden prvek nenulový, řı́káme, že
je soustava lineárnı́ch rovnic A x = b nehomogennı́. Jsou-li všechny prvky
v matici b nulové, nazýváme soustavu rovnic homogennı́ a zapisujeme ji
takto:

A x = o (symbolem o nynı́ značı́me jednosloupcovou nulovou matici).

91 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.10 Věta. Množina všech řešenı́ homogennı́ soustavy A x = o s n neznámými
tvořı́ lineárnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru Rn.

92 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.13 Věta. Necht’ A x = o je homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic o n ne-
známých, k = n − hod A. Pak existuje k lineárně nezávislých vektorů
u1, u2, . . . , uk z Rn takových, že pro množinu M0 všech řešenı́ soustavy
A x = o platı́

M0 = 〈u1, u2, . . . , uk〉.

Vektory u1, u2, . . . , uk tvořı́ jednu z možných bázı́ lineárnı́ho prostoru
všech řešenı́ M0.



93 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.14 Věta. Necht’ M0 je lineárnı́ prostor všech řešenı́ homogennı́ soustavy
lineárnı́ch rovnic A x = o s n neznámými. Pak dim M0 = n − hod A.

94 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.17 Definice. Necht’ A x = b je nehomogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic o n
neznámých a v ∈ Rn je nějaké jedno jejı́ řešenı́. Takovému řešenı́ v řı́káme
partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ soustavy.
Pokud zaměnı́me matici b za nulovou matici stejného typu, dostáváme
homogennı́ soustavu A x = o, kterou nazýváme přidruženou homogennı́
soustavou k soustavě A x = b.

95 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.18 Věta. (1) Necht’ v je partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ soustavy A x = b a
u je libovolné řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy A x = o. Pak v + u
je také řešenı́m soustavy A x = b.
(2) Necht’v a w jsou dvě partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ soustavy A x =
b. Pak v − w je řešenı́m přidružené homogennı́ soustavy A x = o.

96 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.19 Věta. Necht’ v je partikulárnı́ řešenı́ soustavy A x = b a M0 je lineárnı́
prostor všech řešenı́ přidružené homogennı́ soustavy A x = o. Pak pro
množinu M všech řešenı́ soustavy A x = b platı́

M = {v + u; u ∈ M0}.



97 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.29 Věta. (Cramerovo pravidlo). Necht’ A je regulárnı́ čtvercová matice. Pak
pro i-tou složku řešenı́ soustavy A x = b platı́

αi =
det Bi

det A ,

kde matice Bi je shodná s maticı́ A až na i-tý sloupec, který je zaměněn
za sloupec pravých stran.

98 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.34 Věta. Necht’ homogennı́ soustava lineárnı́ch rovnic Ax = o má matici
soustavy ve tvaru

A = (E|C),

kde E je jednotková matice typu (m, m) a C je libovolná matice typu (m, k).
Pak existuje báze řešenı́ této soustavy b1, b2, . . . , bk, která má tvar:







b1
b2...
bk






= (−CT|E′),

kde E′ je jednotková matice typu (k, k).

99 Soustavy lineárnı́ch rovnic

5.39 Věta. Necht’ A je reulárnı́ matice a B je libovolná matice se stejným
počtem řádků. Rovnost A ⋅ X = B je ekvivalentnı́ s (A|B) ∼ (E|X).

100 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.3 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor, M a N jsou jeho podprostory. Mno-
žinu 〈M ∪ N〉 nazýváme spojenı́m podprostorů M a N a značı́me M ∨ N.
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6.5 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor, M a N jsou jeho podprostory. Pro pod-
prostor M ∨ N platı́:

M ∨ N = {y + z; y ∈ M, z ∈ N}.

102 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.6 Věta. Necht’ L je lineárnı́ prostor konečné dimenze, M a N jsou jeho
podprostory. Pak

dim M + dim N = dim(M ∩ N) + dim(M ∨ N)

103 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.8 Definice. Necht’B = {b1, b2, . . . , bn} je báze lineárnı́ho prostoru L. Záležı́-
li nám na pořadı́ prvků báze b1, b2, . . . , bn (tj. požadujeme, aby b1 byl
prvnı́ prvek báze, b2 druhý prvek atd.), pak mluvı́me o uspořádané bázi.
Uspořádaná báze je tedy uspořádaná n-tice prvků báze, tj. (b1, b2, . . . , bn).
Skutečnost, že báze B je uspořádaná, budeme vyznačovat symbolem (B).

104 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.10 Definice. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) je uspořádaná báze lineárnı́ho pro-
storu L a x ∈ L je libovolný vektor. Uspořádanou n-tici reálných čı́sel
(α1, α2, . . . , αn) nazýváme souřadnicemi vektoru x vzhledem k uspořádané
bázi (B), pokud platı́

x = α1 b1 + α2 b2 + · · · + αn bn.

Skutečnost, že (α1, α2, . . . , αn) jsou souřadnice vektoru x vzhledem k uspo-
řádané bázi (B) budeme zapisovat takto:

x = (α1, α2, . . . , αn)(B)
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6.12 Věta. Necht’(B) je uspořádaná báze lineárnı́ho porostoru L. Pak pro každý
prvek x ∈ L jsou souřadnice x vzhledem k bázi (B) určeny jednoznačně.

106 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.13 Věta. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) je uspořádaná báze lineárnı́ho pro-
storu L. Pak pro každý prvek a ∈ Rn, a = (α1, α2, . . . , αn), existuje x ∈ L
takový, že x = (α1, α2, . . . , αn)(B).

107 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.18 Definice. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) a (C) = (c1, c2, . . . , cn) jsou dvě uspo-
řádané báze stejného lineárnı́ho prostoru L. Matici A, která splňuje ma-
ticovou rovnost

(b1, b2, . . . , bn) ⋅ A = (c1, c2, . . . , cn)

nazýváme maticı́ přechodu od uspořádané báze (B) k uspořádané bázi (C).
Na definičnı́ rovnost se dı́váme jako na součin jednořádkové matice vek-
torů (b1, b2, . . . , bn) s maticı́ A reálných čı́sel typu (n, n), který se má
rovnat jednořádkové matici vektorů (c1, c2, . . . , cn).
Matici přechodu od báze (B) k bázi (C) budeme často pro názornost ozna-
čovat A(B,C).

108 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.19 Věta. Pro každé dvě uspořádané báze stejného lineárnı́ho prostoru (B) a
(C) existuje právě jedna regulárnı́ matice přechodu A(B,C).
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6.21 Věta. Je-li A matice přechodu od báze (B) k bázi (C), pak A−1 je matice
přechodu od báze (C) k bázi (B).

110 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.23 Věta. Necht’ (B) a (C) jsou dvě uspořádané báze lineárnı́ho prostoru L,
A(B,C) je matice přechodu od (B) k (C). Pak pro souřadnice každého vektoru
x ∈ L, x = (x1, x2, . . . , xn)(B) = (y1, y2, . . . , yn)(C) platı́:

A(B,C) ⋅

( y1...
yn

)

=

( x1...
xn

)

111 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.27 Věta. Necht’ A(B,C) je matice přechodu od báze (B) k bázi (C) a A(C,D) je
matice přechodu od báze (C) k bázi (D). Pak pro matici přechodu A(B,D)

od báze (B) k bázi (D) platı́

A(B,D) = A(B,C) ⋅ A(C,D)

112 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.29 Věta. Necht’ a ∈ Rn, a = (α1, α2, . . . , αn). Složky (α1, α2, . . . , αn) jsou sou-
řadnicemi vektoru a vzhledem ke standardnı́ bázi (S):

(S) = ((1, 0, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1)).
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6.30 Věta. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) je uspořádaná báze lineárnı́ho pro-
storu Rn. Matice přechodu od standardnı́ báze (S) k bázi (B) má tvar

A(S,B) = (bT
1 , bT

2 , . . . , bT
n )

kde symbolem bT
i značı́me sloupec složek vektoru bi. Jinými slovy, uvede-

nou matici přechodu sestavı́me tak, že zapı́šeme jednotlivé vektory báze
vedle sebe, složky těchto vektorů zapı́šeme do sloupců.

114 Lineárnı́ prostory konečné dimenze

6.31 Věta. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) a (C) = (c1, c2, . . . , cn) jsou uspořádané
báze lineárnı́ho prostoru Rn. Pak pro matice přechodu A(B,C) a A(C,B) platı́

(A(C,B) | E) ∼ (bT
1 , bT

2 , . . . bT
n | cT

1 , cT
2 , . . . cT

n ) ∼ (E | A(B,C)),

kde „∼“ značı́ konečně mnoho kroků Gaussovy eliminačnı́ metody, E je
jednotková matice a bT

i resp. cT
j jsou vektory bi resp. cj, jejichž složky

jsou zapsány do sloupců.

115 Lineárnı́ zobrazenı́

7.2 Definice. Necht’L1 a L2 jsou libovolné množiny. Zobrazenı́m A z množiny
L1 do množiny L2 rozumı́me jakýkoli předpis, který každému prvku z
množiny L1 přiřadı́ jednoznačným způsobem nějaký prvek z množiny L2.
Skutečnost, že A je zobrazenı́ z množiny L1 do množiny L2 zapisujeme
A : L1 → L2.
Je-li x ∈ L1, pak zobrazenı́ A : L1 → L2 přiřadı́ prvku x jednoznačně
nějaký prvek z množiny L2. Tento prvek označujeme symbolem A(x) ∈ L2

a řı́káme mu hodnota zobrazenı́ A v bodě x. Je-li M ⊆ L1, pak definujeme

A(M) = {y ∈ L2; ∃x ∈ M, A(x) = y}.

116 Lineárnı́ zobrazenı́

7.3 Definice. Necht’ L1 a L2 jsou libovolné množiny a uvažujme A : L1 → L2.
Pokud platı́ A(L1) = L2, řı́káme, že A je zobrazenı́ z množiny L1 na
množinu L2.
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7.5 Definice. Necht’ L1 a L2 jsou libovolné množiny a uvažujme A : L1 → L2.
Zobrazenı́ A je prosté, pokud pro každé dva prvky x1 ∈ L1, x2 ∈ L1, x1 6= x2

platı́ A(x1) 6= A(x2).

118 Lineárnı́ zobrazenı́

7.6 Definice. Necht’ L1 a L2 jsou lineárnı́ prostory, A : L1 → L2 je zobrazenı́
z L1 do L2. Zobrazenı́ A nazýváme lineárnı́m zobrazenı́m, pokud pro
všechna x ∈ L1, y ∈ L1, α ∈ R platı́

(1) A(x + y) = A(x) + A(y)
(2) A(α ⋅ x) = α ⋅ A(x)

119 Lineárnı́ zobrazenı́

7.8 Věta. (Princip superpozice). Necht’ L1 a L2 jsou lineárnı́ prostory. Zobra-
zenı́ A : L1 → L2 je lineárnı́ právě tehdy, když pro všechna x ∈ L1, y ∈ L1,
α ∈ R, β ∈ R platı́

A(α x + β y) = α A(x) + β A(y)

120 Lineárnı́ zobrazenı́

7.10 Věta. Pro lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 platı́ A(o1) = o2, kde o1 je
nulový vektor lineárnı́ho prostoru L1 a o2 je nulový vektor lineárnı́ho
prostoru L2.
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7.14 Věta. Necht’ A : L1 → L2 je lineárnı́ zobrazenı́, M ⊆ L1. Pak A(〈M〉) =
〈A(M)〉.

122 Lineárnı́ zobrazenı́

7.16 Definice. Necht’ L1, L2 jsou lineárnı́ prostory, o2 je nulový vektor v line-
árnı́m prostoru L2 a A : L1 → L2 je lineárnı́ zobrazenı́. Množinu

KerA = {x ∈ L1; A(x) = o2}

nazýváme jádrem lineárnı́ho zobrazenı́ A.

123 Lineárnı́ zobrazenı́

7.19 Věta. Jádro lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 tvořı́ lineárnı́ podprostor
lineárnı́ho prostoru L1.

124 Lineárnı́ zobrazenı́

7.20 Věta. Množina A(L1) všech hodnot lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2

tvořı́ lineárnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru L2.
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7.21 Definice. Defekt lineárnı́ho zobrazenı́ A : L1 → L2 je definován, jako
dim KerA a hodnost lineárnı́ho zobrazenı́ A je definována jako dimA(L1).
Defekt A značı́me def A a hodnost A značı́me hodA. Je tedy

def A = dim KerA
hodA = dimA(L1)

126 Lineárnı́ zobrazenı́

7.27 Věta. Necht’ {b1, b2, . . . , bn} je báze lineárnı́ho prostoru L1 a necht’ jsou
dány libovolné vektory y1, y2, . . . , yn z lineárnı́ho prostoru L2. Pak existuje
právě jedno lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2, pro které platı́

A(bi) = yi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

127 Lineárnı́ zobrazenı́

7.29 Věta. Necht’A : L1 → L2 je lineárnı́ zobrazenı́. Pak platı́:
(1) Jsou-li x1, x2, . . . , xn lineárně závislé vektory v L1, pak jsou i vektory
A(x1),A(x2), . . . ,A(xn) lineárně závislé v L2.
(2) Jsou-li x1, x2, . . . , xn lineárně nezávislé vektory v L1, pak vektory
A(x1),A(x2), . . . ,A(xn) v L2 nemusı́ být lineárně nezávislé.

128 Lineárnı́ zobrazenı́

7.30 Věta. Necht’A : L1 → L2 je lineárnı́ zobrazenı́. Následujı́cı́ podmı́nky jsou
ekvivalentnı́:
(1) A je prosté.
(2) def A = 0.
(3) Jsou-li x1, x2, . . . , xn lineárně nezávislé, jsou lineárně nezávislé i vek-
tory A(x1),A(x2), . . . ,A(xn).
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7.31 Definice. Necht’A : L1 → L2 a B : L2 → L3 jsou zobrazenı́. Symbolem B ◦
A : L1 → L3 označujeme složené zobrazenı́, které je definováno předpisem
(B ◦ A)(x) = B(A(x)), ∀x ∈ L1.

130 Lineárnı́ zobrazenı́

7.32 Věta. Necht’ A : L1 → L2 a B : L2 → L3 jsou lineárnı́ zobrazenı́. Pak je
lineárnı́ též složené zobrazenı́ B ◦ A : L1 → L3.

131 Lineárnı́ zobrazenı́

7.33 Definice. Identické zobrazenı́ je zobrazenı́ I : L → L, které je definováno
předpisem I(x) = x. Stručně nazýváme zobrazenı́ I identitou.
Necht’A : L1 → L2 je prosté zobrazenı́. Pak definujeme inverznı́ zobrazenı́
A−1 : A(L1) → L1 jako takové zobrazenı́, které splňuje A−1 ◦ A = I, kde
I : L1 → L1 je identita.

132 Lineárnı́ zobrazenı́

7.34 Věta. Je-li A : L1 → L2 prosté, pak existuje právě jedno inverznı́ zobra-
zenı́ A−1 : A(L1) → L1.
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7.35 Věta. Je-li L lineárnı́ prostor, pak identita I : L → L je lineárnı́. Je-li
A : L1 → L2 lineárnı́ a prosté zobrazenı́, pak též A−1 : A(L1) → L1 je
lineárnı́.

134 Lineárnı́ zobrazenı́

7.36 Věta. Necht’ A : L1 → L2 je lineárnı́, prosté a „na“ L2. Pak je inverznı́
zobrazenı́ A−1 : L2 → L1 rovněž lineárnı́, prosté a „na“ L1.

135 Lineárnı́ zobrazenı́

7.37 Definice. Zobrazenı́ A : L1 → L2 nazýváme izomorfismus, pokud je line-
árnı́, prosté a „na“ L2.
Lineárnı́ prostor L1 nazýváme izomorfnı́ s L2, pokud existuje izomor-
fismus A : L1 → L2. Protože k prostému lineárnı́mu zobrazenı́, které je
„na“ L2, existuje inverznı́ zobrazenı́ A−1 : L2 → L1, které je podle věty 7.36
rovněž izomorfismem, platı́: je-li L1 izomorfnı́ s L2, je též L2 izomorfnı́ s L1.
Často proto řı́káme, že L1 a L2 jsou (vzájemně) izomorfnı́.

136 Lineárnı́ zobrazenı́

7.39 Věta. Každý lineárnı́ prostor L, pro který je dim L = n, je izomorfnı́
s lineárnı́m prostorem Rn.
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7.41 Věta. Necht’A : L1 → L2 a B : L2 → L3 jsou izomorfismy. Pak je izomor-
fismem i složené zobrazenı́ B ◦ A : L1 → L3.

138 Lineárnı́ zobrazenı́

7.42 Věta. Dva lineárnı́ prostory konečné dimenze jsou izomorfnı́ právě tehdy,
když se rovnajı́ jejich dimenze.

139 Lineárnı́ zobrazenı́

7.43 Definice. Necht’ L1 a L2 jsou lineárnı́ prostory konečné dimenze, A :
L1 → L2 je lineárnı́. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) je uspořádaná báze L1 a
(C) = (c1, c2, . . . , cm) je uspořádaná báze L2. Matici A typu (m, n), která
splňuje maticovou rovnost

(A(b1),A(b2), . . . ,A(bn)) = (c1, c2, . . . , cm) ⋅ A

nazýváme maticı́ zobrazenı́ A vzhledem k uspořádaným bázı́m (B) a (C).
Na definičnı́ rovnost se dı́váme jako na součin jednořádkové matice vek-
torů (c1, c2, . . . , cm) s maticı́ A reálných čı́sel typu (m, n), který se má
rovnat jednořádkové matici vektorů (A(b1),A(b2), . . . ,A(bm))

140 Lineárnı́ zobrazenı́

7.44 Věta. Necht’ platı́ předpoklady z definice 7.43. Pak matice A zobrazenı́ A
vzhledem k bázı́m (B) a (C) existuje a je určena jednoznačně.
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7.45 Věta. Necht’ L1, L2 jsou lineárnı́ prostory konečné dimenze, (B) =
(b1, b2, . . . , bn) je uspořádaná báze L1 a (C) = (c1, c2, . . . , cm) je uspořá-
daná báze L2. Pak ke každé matici A typu (m, n) existuje právě jedno
lineárnı́ zobrazenı́ A : L1 → L2 takové, že A je maticı́ zobrazenı́ A
vzhledem k bázı́m (B) a (C).

142 Lineárnı́ zobrazenı́

7.48 Věta. Necht’ (B) je báze v L1, (C) je báze v L2, A : L1 → L2 je lineárnı́ a A
je maticı́ zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C). Pak hod A = hodA.

143 Lineárnı́ zobrazenı́

7.49 Věta. Necht’ (B) = (b1, b2, . . . , bn) je báze v L1, (C) = (c1, c2, . . . , cm) je báze
v L2, A : L1 → L2 je lineárnı́ a A je maticı́ zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m
(B) a (C). Pak pro každý vektor x ∈ L1, x = (x1, x2, . . . , xn)(B), platı́ pro
souřadnice vektoru A(x) = (y1, y2, . . . , ym)(C) následujı́cı́ vzorec:

A ⋅







x1
x2...
xn






=







y1
y2...
ym







144 Lineárnı́ zobrazenı́

7.53 Věta. Necht’ L1, L2 jsou lineárnı́ prostory konečné dimenze, A : L1 → L2

je lineárnı́. Pak
def A + hodA = dim L1.
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7.55 Věta. Necht’ L1, L2, L3 jsou lineárnı́ prostory konečné dimenze, A : L1 →
L2, B : L2 → L3 jsou lineárnı́ zobrazenı́. Necht’ dále (B) je uspořádaná
báze L1, (C) je uspořádaná báze L2 a (D) je uspořádaná báze L3. Předpo-
kládejme ještě, že A je matice zobrazenı́ A vzhledem k bázı́m (B) a (C) a
konečně B je matice zobrazenı́ B vzhledem k bázı́m (C) a (D). Pak B ⋅ A
je matice složeného zobrazenı́ B ◦ A vzhledem k bázı́m (B) a (D).

146 Lineárnı́ zobrazenı́

7.56 Věta. Necht’ (B) a (C) jsou dvě báze lineárnı́ho prostoru L. Pak matice
identického zobrazenı́ I : L → L vzhledem k bázı́m (B) a (C) je rovna
matici přechodu A(C,B) od báze (C) k bázi (B).

147 Lineárnı́ zobrazenı́

7.59 Věta. Necht’ A : L1 → L2 je lineárnı́ zobrazenı́ a necht’ (B1), (C1) jsou
báze lineárnı́ho prostoru L1 a (B2), (C2) jsou báze lineárnı́ho prostoru L2.
Označme symbolem A(B1,C1) matici přechodu od báze (B1) k (C1) a A(C2,B2)

matici přechodu od báze (C2) k (B2). Je-li A matice zobrazenı́ A vzhledem
k bázı́m (B1), (B2), pak A(C2,B2) ⋅ A ⋅ A(B1,C1) je matice téhož lineárnı́ho
zobrazenı́ vzhledem k bázı́m (C1), (C2).

148 Lineárnı́ zobrazenı́

7.60 Definice. Necht’A : L → L je lineárnı́ zobrazenı́ (lineárnı́ prostor vzorů i
obrazů je stejný a má konečnou dimenzi). Mı́sto, abychom mluvili o matici
lineárnı́ho zobrazenı́ vzhledem ke stejným bázı́m (B) a (B) (to působı́, jako
bychom koktali), stručně se zmiňujeme o matici zobrazenı́ A vzhledem
k bázi (B).
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7.61 Věta. Necht’ A : L → L je lineárnı́ zobrazenı́, (B), (C) jsou dvě báze
lineárnı́ho prostoru L a A(B,C) je matice přechodu od báze (B) k bázi (C).
Je-li A matice zobrazenı́ A vzhledem k bázi (B), pak A−1

(B,C) ⋅ A ⋅ A(B,C) je
maticı́ téhož lineárnı́ho zobrazenı́ vzhledem k bázi (C).

150 Lineárnı́ zobrazenı́

7.63 Definice. Matice A je podobná matici B, pokud existuje regulárnı́ matice
P taková, že platı́ B = P−1 ⋅ A ⋅ P.

151 Lineárnı́ zobrazenı́

7.66 Definice. Necht’ A : L → L je lineárnı́ zobrazenı́. Čı́slo λ ∈ C se nazývá
vlastnı́m čı́slem zobrazenı́ A, pokud existuje vektor x ∈ L, x 6= o takový,
že A(x) = λ x. Vektor x, který splňuje uvedenou rovnost, se nazývá vlastnı́
vektor zobrazenı́ A přı́slušný vlastnı́mu čı́slu λ .

152 Lineárnı́ zobrazenı́

7.70 Definice. Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n) reálných nebo kom-
plexnı́ch čı́sel. Čı́slo λ ∈ C se nazývá vlastnı́m čı́slem matice A, pokud
existuje x ∈ Cn, x 6= o takový, že A ⋅ xT = λ xT. Vektor x, který splňuje
uvedenou rovnost, se nazývá vlastnı́ vektor matice A přı́slušný vlastnı́mu
čı́slu λ .



153 Lineárnı́ zobrazenı́

7.71 Věta. Necht’A : L → L je lineárnı́ zobrazenı́ a A je jeho matice vzhledem
k nějaké bázi (B). Pak λ je vlastnı́m čı́slem zobrazenı́ A právě tehdy,
když je vlastnı́m čı́slem matice A. Navı́c x je vlastnı́ vektor zobrazenı́ A
přı́slušný λ právě tehdy, když souřadnice vektoru x vzhledem k bázi (B)
tvořı́ vlastnı́ vektor matice A přı́slušný λ .

154 Lineárnı́ zobrazenı́

7.75 Definice. Necht’ A je čtvercová matice. Polynom det(A − λ E) nazýváme
charakteristický polynom matice A a rovnost det(A − λ E) = 0 charakte-
ristickou rovnicı́. Je-li λ k-násobným kořenem charakteristické rovnice,
řı́káme, že λ je k-násobným vlastnı́m čı́slem.

155 Lineárnı́ zobrazenı́

7.78 Věta. Podobné matice majı́ stejný charakteristický polynom.

156 Lineárnı́ zobrazenı́

7.82 Věta. Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n). Sestavme libovolná kom-
plexnı́ čı́sla λ1, . . . , λn do diagonálnı́ matice D = diag(λ1, . . . , λn) a libo-
volné nenulové vektory x1, . . . , xn z Cn zapišme do sloupců matice P, tj.
P = (xT

1 , . . . , xT
n ). Pak platı́: čı́sla λ1, . . . , λn jsou vlastnı́mi čı́sly matice A

a x1, . . . , xn jsou jejich odpovı́dajı́cı́ vlastnı́ vektory právě tehdy, když je
splněna rovnost PD = AP.



157 Lineárnı́ zobrazenı́

7.83 Věta. Necht’ má čtvercová matice A s n řádky n lineárně nezávislých
vlastnı́ch vektorů (každý z nich přı́slušı́ nějakému vlastnı́mu čı́slu ma-
tice). Pak je matice A podobná diagonálnı́ matici.

158 Lineárnı́ zobrazenı́

7.84 Věta. Necht’ je matice A podobná s diagonálnı́ maticı́, tj. existuje regu-
lárnı́ matice P a diagonálnı́ matice D takové, že A = PDP−1. Pak D
obsahuje vlastnı́ čı́sla matice A a ve sloupcı́ch matice P jsou vlastnı́ vek-
tory přı́slušné (podle pořadı́) odpovı́dajı́cı́m vlastnı́m čı́slům zapsaným
v D.

159 Lineárnı́ zobrazenı́

7.87 Věta. Vlastnı́ vektory, které přı́slušejı́ vzájmeně různým vlastnı́m čı́slům,
jsou lineárně nezávislé.

160 Lineárnı́ zobrazenı́

7.92 Věta. Necht’A : L → L je lineárnı́ zobrazenı́, dim L = n. Zobrazenı́ A má
n lineárně nezávislých vlastnı́ch vektorů právě tehdy, když existuje báze
(B) prostoru L taková, že A má vzhledem k této bázi diagonálnı́ matici D.
Přitom na diagonále matice D jsou vlastnı́ čı́sla zobrazenı́ A a báze (B)
obsahuje vlastnı́ vektory přı́slušné vlastnı́m čı́slům v matici D ve stejném
pořadı́.



161 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.2 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor. Operaci ⋅ : L × L → R nazveme
skalárnı́m součinem, pokud splňuje ∀x ∈ L, ∀y ∈ L, ∀z ∈ L, ∀α ∈ R
následujı́cı́ vlastnosti

(1) x ⋅ y = y ⋅ x
(2) (x + y) ⋅ z = x ⋅ z + y ⋅ z
(3) (α ⋅ x) ⋅ y = α ⋅ (x ⋅ y)
(4) x ⋅ x ≥ 0, x ⋅ x = 0 jen tehdy, když x = o

Ve vlastnosti (4) značı́ symbol o nulový vektor lineárnı́ho prostoru L.

162 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.6 Věta. Necht’L je lineárnı́ prostor se skalárnı́m součinem, o je jeho nulový
vektor. Pak pro všechna x ∈ L, y ∈ L a z ∈ L platı́: (1) x ⋅ o = o ⋅ x = 0, (2)
z ⋅ (x + y) = zx + zy.

163 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.11 Definice. Čtvercová matice A typu (n, n) je symetrická, pokud platı́
AT = A.

164 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.12 Definice. Necht’A je čtvercová matice typu (n, n). Označme Ai čtvercovou
matici typu (n − i, n − i), která vzniká z matice A vynechánı́m poslednı́ch
i řádků a poslednı́ch i sloupců. Matice A se nazývá pozitivně definitnı́,
pokud všechny determinanty det Ai, i ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1} jsou kladné.



165 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.14 Věta. Necht’ A je čtevrcová matice typu (n, n). Definujme součin na Rn

takto. Pro x ∈ Rn, y ∈ Rn je

x ⋅ y = x ⋅ A ⋅ yT,

kde na pravé straně rovnosti je maticový součin jednořádkové matice x,
která obsahuje složky vektoru x, s maticı́ A a s maticı́ yT, což je sloupec
složek vektoru y.
Pak x ⋅ y je skalárnı́m součinem právě tehdy, když A je symetrická a
pozitivně definitnı́ matice.

166 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.17 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor se skalárnı́m součinem. Pro x ∈ L
definujeme velikost vektoru x hodnotou

√
x ⋅ x. Velikost vektoru x značı́me

|x|, takže je
|x| =

√
x ⋅ x, tj. |x|2 = x ⋅ x

167 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.19 Věta. Necht’ x je prvkem lineárnı́ho prostoru se skalárnı́m součinem,
α ∈ R. Pak

|α x| = |α | ⋅ |x|.

Zápis |α | zde značı́ absolutnı́ hodnotu reálného čı́sla, ostatnı́ symboly „| |“
znamenajı́ velikosti vektorů.

168 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.20 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor se skalárnı́m součinem a x ∈ L,
y ∈ L, x 6= o, y 6= o. Pak úhel mezi vektory x a y je takové čı́slo φ , pro které
platı́

cos φ =
x ⋅ y

|x| ⋅ |y|



169 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.22 Věta. (Schwartzova nerovnost). Necht’ L je lineárnı́ prostor se skalárnı́m
součinem a x ∈ L, y ∈ L. Pak platı́:

|x ⋅ y| ≤ |x| ⋅ |y|.

Symbol „| |“ na levé straně nerovnice znamená absolutnı́ hodnotu reálného
čı́sla, zatı́mco stejné symboly na pravé straně nerovnice označujı́ velikost
vektoru.

170 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.23 Definice. Necht’L je lineárnı́ prostor se skalárnı́m součinem. Vzdálenost
vektoru x od vektoru y definujeme jako |y − x|. Podle věty 8.19 je |y − x| =
|x−y|, takže často mluvı́me o vzdálenosti dvou vektorů x a y (bez závislosti
na jejich pořadı́).

171 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.24 Věta. (Trojúhelnı́ková nerovnost). Pro velikosti vektorů platı́

|x + y| ≤ |x| + |y|.

172 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.29 Definice. Necht’ L je lineárnı́ prostor se skalárnı́m součinem. Dva nenu-
lové vektory x ∈ L a y ∈ L jsou na sebe kolmé, (značı́me x ⊥ y), pokud je
x ⋅ y = 0.



173 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.31 Definice. Necht’ B = {b1, b2, . . . , bn} je báze lineárnı́ho prostoru se ska-
lárnı́m součinem. Bázi B nazýváme ortogonálnı́, pokud bi ⊥ bj ∀i ∈
{1, 2, . . . , n}, ∀j ∈ {1, 2, . . . , n}, i 6= j.
Bázi B nazýváme ortonormálnı́, pokud je ortogonálnı́, a navı́c |bi| = 1,
∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

174 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.32 Věta. Báze B = {b1, b2, . . . , bn} je ortonormálnı́ právě tehdy, když

bi ⋅ bj =
{

0 pro i 6= j,
1 pro i = j.

175 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.33 Věta. Necht’(B) je ortonormálnı́ uspořádaná báze lineárnı́ho prostoru L se
skalárnı́m součinem. Pak pro všechna x ∈ L, y ∈ L, x = (x1, x2, . . . , xn)(B),
y = (y1, y2, . . . , yn)(B) lze skalárnı́ součin počı́tat ze souřadnic vektorů
takto:

x ⋅ y = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn.

176 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.35 Věta. Necht’ x1, x2, . . . , xn jsou nenulové vektory lineárnı́ho prostoru se
skalárnı́m součinem, které jsou na sebe navzájem kolmé, tj. xi ⋅ xj = 0 pro
i ≠ j a xi ⋅ xi > 0. Pak jsou tyto vektory lineárně nezávislé.



177 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.36 Věta. Necht’(B) = (b1, b2, . . . , bn) je ortonormálnı́ báze lineárnı́ho prostoru
se skalárnı́m součinem. Pak pro souřadnice libovolného vektoru x platı́

x = (x⋅b1, x⋅b2, . . . , x⋅bn)(B).

178 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.38 Věta. Necht’(B) = (b1, b2, . . . , bn) je ortonormálnı́ báze lineárnı́ho prostoru
se skalárnı́m součinem a x = (x1, x2, . . . , xn)(B) je jeho libovolný vektor. Pak
úhlel φi mezi vektorem x a vektorem bi lze počı́tat podle vzorce

cos φi =
xi

|x|
.

179 Lineárnı́ prostory se skalárnı́m součinem

8.41 Věta. (Schmidtův ortogonalizačnı́ proces). Necht’ {b1, b2, . . . , bn} je báze
lineárnı́ho prostoru L se skalárnı́m součinem. Pak existuje ortonormálnı́
báze {c1, c2, . . . , cn} taková, že

〈b1, b2, . . . , bk〉 = 〈c1, c2, . . . , ck〉, ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}

180 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.3 Definice. Těleso Z2 je dvoubodová množina {0, 1}, na které je definováno
sčı́tánı́ + : Z2 × Z2 → Z2 a násobenı́ ⋅ : Z2 × Z2 → Z2 takto:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

⋅ 0 1
0 0 0
1 0 1

Tedy: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0, 0 ⋅ 0 = 0 ⋅ 1 = 1 ⋅ 0 = 0,
1 ⋅ 1 = 1.



181 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.13 Definice. Necht’ A je konečná množina (tzv. abeceda). Pak slovo je libo-
volná konečná posloupnost prvků z A.
Kódovánı́ v obecném smyslu zahrnuje (1) algoritmus, kterým informace
převádı́me do posloupnosti slov (tzv. kodér) a (2) algoritmus, kterým
zpětně z těchto slov zı́skáváme původnı́ informaci (dekodér).
Slova, která vytvářı́ kodér, se nazývajı́ kódová slova. Množina všech kó-
dových slov se nazývá kód.
Je-li kód množinou slov stejné délky (každé kódové slovo má stejný počet
znaků abecedy), mluvı́me o tzv. blokovém kódu. Blokový kód délky n značı́,
že všechna kódová slova majı́ n znaků abecedy.

182 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.18 Definice. Necht’ A = {0, 1}. Hammingova velikost slova u ∈ An je počet
jedniček v tomto slově a značı́me ji ||u||. Hammingova vzdálenost slov
v ∈ An a w ∈ An je počet bitů, ve kterých se tato dvě slova lišı́. Značı́me
ji (.v, w).

183 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.25 Definice. Binárnı́ blokový kód K délky n je lineárnı́, pokud K tvořı́ line-
árnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru Zn

2. Jestliže dimenzi tohoto podpro-
storu označı́me k, pak mluvı́me o lineárnı́m (n, k) kódu.

184 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.26 Věta. Nejmenšı́ Hammingova vzdálenost mezi slovy lineárnı́ho kódu K
je rovna nejmenšı́ Hammingově velikosti nenulového kódového slova.
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10.32 Definice. Generujı́cı́ matice lineárnı́ho kódu K je po řádcı́ch zapsaná
báze tohoto kódu.
Kontrolnı́ matice lineárnı́ho kódu K je taková matice H s lineárně ne-
závislými řádky, pro kterou platı́: množina řešenı́ homogennı́ soustavy
H x = o je rovna kódu K.

186 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.33 Věta. Necht’ G je generujı́cı́ matice a H kontrolnı́ matice lineárnı́ho (n, k)
kódu. Pak G má k řádků a H má n − k řádků. Obě matice majı́ n sloupců.
Jinými slovy generujı́cı́ matice má tolik řádků, kolik je v kódu informač-
nı́ch bitů, kontrolnı́ matice má tolik řádků, kolik má kód kontrolnı́ch bitů
a počet sloupců obou matic je roven počtu přenášených bitů v jednom
slově.

187 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.37 Věta. Necht’G je generujı́cı́ a H je kontrolnı́ matice lineárnı́ho (n, k) kódu.
Pak H ⋅ GT = O1 a také G ⋅ HT = O2, kde O1 je nulová matice s n − k řádky
a k sloupci a O2 = OT

1 .

188 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.40 Definice. Pokud existuje generujı́cı́ matice lineárnı́ho kódu ve tvaru G =
(E|C), kde E je jednotková matice, nazýváme takový kód systematický.
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10.43 Věta. Kód je systematický právě tehdy když existuje kontrolnı́ matice
tohoto kódu tvaru (CT|E′), kde E′ je jednotková matice.

190 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.45 Věta. Necht’ G je generujı́cı́ matice lineárnı́ho (n, k) kódu. Necht’ dále A :
Zk

2 → Zn
2 je lineárnı́ zobrazenı́, které zobrazuje standardnı́ bázi prostoru

Zk
2 na řádky matice G. Pak matice GT je maticı́ lineárnı́ho zobrazenı́ A

vzhledem ke standardnı́m bázı́m.

191 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.49 Definice. Necht’ H je kontrolnı́ matice lineárnı́ho kódu. Syndrom slova
w je vektor s, pro který platı́ sT = H ⋅ wT.
Necht’ v je slovo vyslané kodérem a w je slovo přijaté dekodérem. Pak
e = w − v je chybové slovo. Protože v Zn

2 je −v = v, chybové slovo lze počı́tat
jako w + v.

192 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.51 Věta. Necht’K je lineárnı́ podprostor lineárnı́ho prostoru L a necht’e1 ∈ L,
e2 ∈ L. Pak množiny M1 = {e1 + v, v ∈ K}, M2 = {e2 + v, v ∈ K} jsou bud’
disjunktnı́ nebo totožné.
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10.52 Věta. Necht’v je kódové slovo a e je libovolné slovo. Pak slova e i e+v majı́
stejný syndrom. Jinými slovy kódová slova modifikovaná stejnou chybou
vytvářejı́ skupinu slov se společným syndromem.

194 Lineárnı́ algebra v teorii kódovánı́

10.56 Věta. Slovo s jednou jedničkou je kódové právě tehdy, když kontrolnı́
matice obsahuje nulový sloupec. Dvě různá slova s jednou jedničkou majı́
společný syndrom právě tehdy, když kontrolnı́ matice obsahuje aspoň dva
stejné sloupce.


