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Uvodnipozmimky

Doporuceni 1. Jak jste si asi v§imli, zeleny text je aktivni a muzete
na né&j kliknout k dosaZeni dal$ich informaci. Aby byly vSechny odkazy
funkéni, je potieba mit kromé tohoto vycucu ve stejném adresafi i plny
text Linedrni algebra ve formatu PDF. Cisla po strandch definic a vét se
shoduji se stejnymi ¢isly v plném textu a pokud na né kliknete, objevi se
prislusna pasaz plného textu (tedy napiiklad véta véetné dukazu).

Doporuéeni 2. Pokud si vytisknete tento vycuc (predpokldddm, ZzZe
v usporné varianté), pak si napiiklad muZete na svij vytisk vpisovat
vysvétlujici komentare a dukazy vét, které uslySite na prednasce. Ne-
musite se tam pak zdrzovat piepisovanim definic a vét, ale muZete se
1épe sousttedit na jejich pochopeni.

Uvodni pozndmky

Upozornéni 1. Nedoporuéuji tento text primo tisknout. K tisku je
vhodné pouzit text Linedrni algebra a nikoli jeho vycuc. Nebo si muzete
poiidit skripta Uvod do algebry, zejména linedrni. Pokud p¥esto chcete
tisknout vycuc, doporuéuji pouzit nasledujici verzi, kde jsou jednotlivé
obrazovky usporddany po étyfech na strance, tj. redukujete spotiebu
kancelarskych technologii na étvrtinu.

Upozornéni 2. Tento vycuc neni uréen k samostatnému studiu. Je pouze
podporou pirednasky. Jenom absolutni mimori je schopen procitat zde uve-
dené véty a definice bez ilustraci, bez vysvétleni vyznamu vét, bez jejich
pouziti v dukazech dalsich vét a bez podpurnych ptiklada. Tyto definice
a véty jsou sice jadrem vyuky pfedmétu Uvod do algebry, ale na prednas-
kach a cvicenich se budeme snazit, aby bylo toto jadro co nejpFistupnéjsi.
Proto na nich zazni mnozstvi ilustra¢nich piikladt, komentaia a vysvét-
leni, které ovSem nejsou jadrem vyuky tohoto pfedmétu, ale pomohou
vam to jadro lépe pochopit.

Polynomy

Definice. Polynom je realna funkce realné proménné (nebo komplexni
funkce komplexni proménné), ktera je ddna vzorcem

PO = apx” +ana1x”  + - +a1x +a,
kde ag,a1,...,a, O R (nebo O C) jsou koeficienty polynomu a x je pro-
ménna.
Polynom zna¢ime malymi pismeny p, q, p1, p2 atd. PfipiSeme-li zavorku
za toto pismeno, nap¥. p(x), mdme na mysli hodnotu polynomu v bodé x.
Toto je obvyklé znaceni, jaké se pouziva pro libovolné funkce (nejen pro
polynomy).
Stuperi polynomu je nejvyssi k takové, Ze koeficient a;, # 0. Jsou-li vSechny
koeficienty nulové, klademe stupen roven —1. Takovému polynomu ¥i-
kame nulovy polynom.



Polynomy

Véta. Polynom je jednozna¢né uréen svymi koeficienty (ignorujeme nu-
lové koeficienty s indexem vét§im nez stupen).

To znamen4, Ze dva razné polynomy (ve smyslu razné funkce) maji od-
lisné koeficienty a obracené polynomy zadané riznymi koeficienty jsou
ruzné funkce.

Nulovy polynom ma v§echny koeficienty nulové.

Polynomy

Véta. Polynomy p a q je mozno ,délit se zbytkem®.

Pro polynomy p, g (¢ nenulovy) existuji polynomy r a z s vlastnostmi:
(A) plq =r+2z/q, (B)stupeni z je mensi neZ stupen q.

Polynomu r v tomto kontextu ¥ikame ¢dsteény podil a polynomu z ¥ikdme
zbytek.

Polynomy

Véta. Soucet a rozdil polynomd je polynom. Nasobek polynomu konstan-
tou je polynom. Souéin polynom1i je polynom. Podil polynomt nemusi byt
polynom.

Poznamka. Odvodte si vzorce pro koeficienty polynomu, ktery je soué-
tem, rozdilem a souéinem polynomt se zadanymi koeficienty. Odvodte
také vzorce pro stupen souétu, rozdilu a souéinu polynomdi.

Polynomy

Definice. Koien polynomu p je takové ¢islo o (redlné nebo komplexni),
pro které je p(a) = 0.



11

Polynomy

Véta. Cislo a je kofenem polynomu p pravé tehdy, kdy? existuje polynom r
takovy, Ze p(x) = (x — a) r(x) pro véechna x [0 R (nebo x 00 C).

Je-li a kofenem polynomu p, pak polynomu (x—a) ¥ikdme kofenovy éinitel
polynomu p.

Polynomy

Véta. Pro obecny polynom stupné patého nebo vyssiho nelze najit vzo-
rec na vypocet kofent polynomu z jeho koeficientu takovy, ktery by se
opiral o kone¢né mnozstvi operaci s¢itani, odec¢itani, ndsobeni, déleni a
odmocriovani.

Poznamka 1. Tato véta neni v rozporu se zdkladni vétou algebry. Kofeny
vzdy existuji, ale ¢asto je neumime najit.

Poznamka 2. Pokud se v tomto kurzu setkate s ptiklady, které maji
ilustrovat rozklad polynomu na korenové ¢initele, jsou voleny specialné
tak, aby koreny $lo néjakym trikem nalézt. Zde uvedena véta ¥ik4, ze
tyto triky nemohou byt univerzalnimi postupy pro hledani rozkladu ja-
kéhokoli polynomu.
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Polynomy

Véta. (Zakladni véta algebry). Kazdy polynom stupné aspori prvniho
m4 aspon jeden komplexni koien.

Dusledek véty. Kazdy polynom p stupné n = 1 lze rozepsat na souéin
kotenovych &initelu:
p)=a@-a)x-az) - (x—ay)

kde a je konstanta a a; 0 C jsou vSechny kotfeny polynomu p.

V tomto zépise se stejné hodnoty kofent mohou vyskytovat opakované.
Ndsobnost kofenu je poéet vyskyta hodnoty tohoto kofenu v soucinu ko-
fenovych ¢initeld.

Linedrni prostor

1.6 Definice. Linedrnim prostorem nazyvame kazdou neprdzdnou mno-

zinu L, na které je definovano séitdni + : L x L - L a nésobeni
redlnym ¢islem O: R xL - L a tyto operace spliuji pro kazdé
x0OL,yOL,zOL,a OR, B OR vlastnosti:

1) x+y=y+x (komutativni zdkon s¢itani)

(2) (x+y)+z=x+(y+2) (asociativni zdkon s¢itani)
3) alBx)=(ap)x

4) allx+y)=alkx+aly
B) (@a+B)x=ax+pBlx
6) 1x=x

(7) existujeo UL, %e prokazdéx O LjeOx =0

(asociativni zdkon nasobeni)
(distributivni zak. pro s¢itani vektora)
(distributivni zakon pro s¢itani ¢isel)
(vlastnost realného ¢isla 1)

(existence nulového prvku).

Prvky linedarniho prostoru nazyvame vektory. Redlnému &islu v kontextu
nasobeni 0 RxL - L f#ikame skaldr. Prvku o O L z vlastnosti (7) ¥ikdme
nulovy prvek nebo nulovy vektor.
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Linedrni prostor 14

Linedrni prostor

1.7 Véta. Pro nulovy prvek o linearniho prostoru L plati vlastnosti: 1.17 Definice. Necht L je linedrni prostor s operacemi ,+“ a ,,[. Neprdazdnou

(1) x+o=x Ox 0L mnozinu M O L nazyvame linedrnim podprostorem prostoru L, pokud
@ ab=o OaOR pro vSechnax O M,y OM a a OR plati:
(8) NechtxOL. Jelli alx=0 a a#0, pak x=o. D x+yOM,
2) alxOM,
15 Linedrni prostor 16 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

1.22 Véta. Necht M 0 L a N O L jsou linearni podprostory linedrniho pro-

2.3 Definice. Nechtxy,xs,...,x, jsou vektory (tj. prvky néjakého linearniho
storu L. Pak plati:

prostoru). Linedrni kombinaci vektor x1,%s, .. .,X, rozumime vektor
(1) M n N je linearni podprostor linearniho prostoru L oy Ty + O g + - + Oy B,
(2) M O N nemusi byt linearni podprostor linearniho prostoru L ) ) )
kde ai, aq,...,a, jsou ngjaka redlna ¢isla. Témto ¢islim Fikame koefici-
enty linearni kombinace.
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2.5

19

2.9

Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

Definice. Trividlni linearni kombinace vektord x1,%q,...,%x, je takova
linedrni kombinace, ktera ma vSechny koeficienty nulové, tj.

Ox1 + O0xg + - - + Ox,,.

Netrividlni linearni kombinace je takova linearni kombinace, ktera neni
trividlni, tj. aspon jeden jeji koeficient je nenulovy.

Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

Definice. Skupinu vektoru x1,%q,...,x, nazyvame linedrné nezdvislou,
pokud neni linedrné zavisla. Struéné ¥ikame, ze vektory x1,xz2, . .
linedrné nezdvislé.

., Xp jsou

Poznamka. Vektory jsou linedrné nezdvislé, pokud neexistuje netrivialni
linedrni kombinace téchto vektort, ktera je rovna nulovému vektoru.

Jinak: Vektory jsou linedrné nezdvislé, pokud jediné trividlni linearni
kombinace je rovna nulovému vektoru.

Jinak: Vektory x1,x9, .. .,x, jsoulinedrné nezdvislé, pokud z ptredpokladu
a; X1+ a9 [xg +--- + 0y, [k, =o0.

nutné plyne, Ze 0y =g =---=qa, =0.
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2.7

Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

Definice. Skupinu vektori x1,x9, . .., X, nazyvame linedrné zdvislou, po-
kud existuje netrividlni linedarni kombinace vektora x1,x9,...,x,, kterda
je rovna nulovému vektoru. Stru¢né rikdme, Ze vektory x1,%s, . .., X, jsou
linedrné zdvislé.

Poznamka. Vektory x1,x9,...,%, jsou linedrné zdvislé, pokud existuji
realna éisla oy, as, . . ., a, tak, ze aspon jedno z nich je nenulové, a pFitom
plati
a; X +agxe+---+0a, [k, =o.
20 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze
2.17 Véta. Nechtxq,x9,...,%, jsou prvky ngjakého linedrniho prostoru L. Pak
plati:

(1) Linedarni zavislost ¢i nezavislost vektoru x1,x, ..
zméné poradi téchto vektort.

(2) Jestlize se mezi x1,x9,...,%, vyskytuje nulovy vektor, pak jsou tyto
vektory linedrné zavislé.

(3) Jestlize se ve skupiné vektoru x1,x9, . ..,x, néktery vektor vyskytuje
aspon dvakrat, je tato skupina vektoru linedarné zavisla.

(4) Jestlize jsou vektory x1,x9, . . ., x, linearné zavislé ax,,; 0 L, pak jsou
i vektory x1,%s, . ..,%,,X,41 linedrné zavislé.

(5) Jestlize jsou vektory x1,x9,...,x, linedrné nezavislé, pak jsou i vek-
tory x1,%9,...,%,-1 linedrné nezavislé.

(6) Samotny vektor x4 je linedrné nezavisly pravé tehdy, kdyz je nenulovy.

., %, se nezméni pri
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2.21

23

2.29

Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

Véta. Nechtn > 2. Vektory x1, %9, . .., X, jsou linedrné zavislé praveé tehdy,
kdyz existuje index r O {1,...,n} takovy, Ze vektor x, je roven linearni
kombinaci ostatnich vektoru.

Linedrni zdvislost a n.

dvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

Definice. Necht L je linedrni prostor. Linedrni obal skupiny vek-
tora x1,x9,..
X1,%2,...,%,.

.,X, je mnozina vSech linedrnich kombinaci vektoru

Linedrni obal koneéné mnoziny K 0 L, K = {x1,%s,...,%x,} ztotoZiujeme

s linedrnim obalem skupiny vektori x1,xs,...,%,.

Linedrni obal nekone¢né mnoziny M [ L je sjednoceni linearnich obala
v§ech koneénych podmnozin mnoZiny M.

Linearni obal skupiny vektora x1,x9,...,x, znaéime [&1,x9,...,x,0 Li-
nearni obal mnoziny M zna¢ime symbolem [ []
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2.26

24

Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

Definice. Necht L je linearni prostor. Neprdazdna koneénd mnoZina vek-
tort K O L, K = {x1,x2,...,X,} se nazyva linedrné zdvisld, pokud jsou
vektory x1,%s,...,%, linedrné zavislé.

Nekoneénd mnozina vektora M 0 L se nazyva linedrné zdvisld, pokud
existuje koneéna K 0 M, kter4 je linearné zavisla.

Mnozina M O L se nazyva linedrné nezdvisld, pokud neni linearné za-
visla.

Prazdnou mnozinu povazujeme vzdy za linearné nezavislou.

Poznamka. Neprdazdna koneéna mnozina vektora K = {x1,x9,..
se nazyva linedrné nezdvisld, pokud jsou vektory x1,xq,..
nezavislé.

Nekoneéna mnozina vektoru M 0 L se nazyva linedrné nezdvisld, pokud
vSechny koneéné podmnoziny K [0 M jsou linearné nezavislé.

<> %}
., %, linearné

Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.34 Véta. Necht L je linearni prostor, M 0 L, N [ L. Pokud je M (0 N, pak

plati M0 (INO



25 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.35 Véta. Necht L je linearni prostor a M [ L. Pak plati:
(1) MOmMO
(2) MC=0IMm
(3) Je-liz 0D pak M= M O{=z}0

27 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.38 Véta. Necht L je linedrni prostor a M [0 L je libovolnd mnozina. Pak
P = [M(jje nejmensi linearni podprostor, pro ktery plati M O P.

26 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.37 Véta. Necht L je linedrni prostor, M [ L. Mnozina M je linedrnim pod-
prostorem linearniho prostoru L pravé tehdy, kdyz (M= M.

28 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.39 Véta. Necht L je linearni prostor, M [J L je linedrné nezavisla mnozina a
2z [ IMUPak téz M [ {2} je linedrné nezdvisla mnoZina.



29 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.40 Véta. Necht L je linearni prostor. Mnozina N [ L je linearné nezavisla
praveé tehdy, kdyz pro vSechny vlastni podmnoziny M 0O N, M # N plati
MO0 INQ M INU

31 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.51 Véta. Necht L je netrividlni linedrni prostor. Pro kazdou linedrné neza-
vislou mnozZinu N 0 L existuje baze B linearniho prostoru L takova, ze
N O B. Pro kazdou mnozinu M 0 L takovou, zZe (MU= L, existuje baze B
linedrniho prostoru L takova, ze B O M.

30 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.42 Definice. Bdze linearniho prostoru L je takova podmnozina B 0 L, pro

kterou plati
(1) B je linearné nezavisla

(2) BO=L

32 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.56 Véta. (Steinitzova o vyméné). Necht L je linearni prostor, M O L je li-
bovolnd mnoZina a N O [MUje linedrné nezavisla mnozina, obsahujici
k vektord. Pak lze odebrat z mnozZiny M jejich & vektora a vytvorit tak
mnozZinu M1, pro kterou plati:

M= M, ONO

Jinymi slovy, odebranim vhodnych % vektord z M a nahrazenim téchto
vektori vSemi linedrné nezavislymi vektory z N se linedrni obal (MO
nezméni.



33 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze 34 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.58 Véta. Necht' L je linearni prostor, M 0 L je libovolna mnozina a N 0 M0 2.59 Véta. Necht B; a By jsou dvé béze stejného linedrniho prostoru L. Pak
je linedrné nezavislda mnozina. Pak poéet prvkti mnoziny N je mensi nebo jsou bud’ ob& nekoneéné, nebo maji obé stejny pocet prvki.
roven poctu prvkd mnoziny M.

35 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze 36 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.60 Definice. Dimenze linedrniho prostoru L je pocet prvka baze. Tuto hod-  2.63 Véta. Necht L je linedrni prostor a M [ L je linedrni podprostor lineér-
notu oznacéujeme symbolem dim L. Dimenzi jednobodového linedrniho niho prostoru L. Pak dimM < dim L.
prostoru L = {0} pokldddme rovnu nule.



37 Linedrni zdvislost a nezdvislost, linedrni obal, bdze, dimenze

2.64 Véta. Necht L je linearni prostor, dimL = n a M = {x1,%3,...,%,}. Pak

plati:
(1) Je-li M linearné nezavisla, pak m <n.
(2) Je-li m > n, pak M je linearné zavisla.

(3) Necht m = n. Pak M je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz (M= L.

39 Matice

3.3 Definice. NechtA = (a,,), B = (b,s) jsou matice typu (m, n). Matici C typu
(m, n) nazyvame soucétem matic A, B (zna¢ime C = A+B), pokud pro prvky
matice C = (c.s) plati ¢,s = ars + by, r 0 {1,2,...,m},s 0{1,2,...,n}.
Necht a O R. a-ndsobek matice A je matice a [A = (a a,,). Nazorné:

a11+b11, ai2+bia, ..., Qia+bin
as1+b asa+b ..., Qan+b
A+B-= 2,1+ 021, Q22+022, - 20020 |
Am,1 + bm,ly am,2 + bm,27 ey am,n + bm,n
aayl, Qaaye, ..., O0ai,
aA = aagzi, Qqagzgz, . " aagn
aam1, Aapz, ..., AAmp

38 Matice

3.1 Definice. Matice typu (m,n) je usporadana m-tice prvka z R”. Jednotlivé
slozky této m-tice nazgyvame Fddky matice. Necht @, = (a,1,0r2, ..., )
je r-ty fadek matice typu (m,n). s-td slozka tohoto radku a,; 0 R se
nazyva (r,s)-ty prvek matice. Radky matice A zapisujeme jako skuteéné
fadky pod sebe takto:

ail, a2, ..., Qi

as 1 as 9o e asg
A= ,1s 2 ) > n

Um,1, Am2, -+ QAmn

nebo zapiSeme jen struéné prvky matice A takto:

A=(a,s), r0{1,2,...,m},s0{1,2,...,n}.

Necht A = (a,5),r O {1,...,m},s O{1,...,n}. Uspoiddanou m-tici real-
nych ¢isel (@15, a2, . . . ,am,s) Nazyvame s-tym sloupcem matice A.

Matici typu (m,n), ktera ma vsechny prvky nulové, nazyvame nulovou
matici.

Matici typu (m, n) nazyvame étvercovou matici, pokud m = n.

40 Matice

3.4 Véta. Mnozina vSech matic stejného typu (m, n) tvori se sé¢itanim matic a
nasobenim matice redlnym ¢islem linedrni prostor. Nulovy vektor tohoto
linearniho prostoru je nulova matice.



41 Matice 42 Matice

3.9 Definice. Symbolem A B oznacujeme skute¢nost, Ze matice B vznikla  3.10 Véta. Relace ,[I' je symetricka, tj. A OB pravé tehdy, kdyz B OA.
z matice A koneénym po¢tem kroka podle Gaussovy eliminaéni metody.

43 Matice 44 Matice

3.12 Definice. Linearni obal mnoziny vSech fadka matice A zna¢ime [: ALl 3.13 Véta. Je-li A OB, pak : A= : Bl



45 Matice 46 Matice

3.15 Definice. Hodnost matice A znac¢ime hod(A) a definujeme hod(A) = 3.17 Véta. Je-li A 0B, pak hod(A) = hod(B). Jinymi slovy, Gaussova elimi-

dim[#: A na¢ni metoda neméni hodnost matice.
47 Matice 48 Matice
3.18 Véta. Hodnost matice je maximalni poéet linedrné nezavislych fadka  3.21 Definice. Necht matice A ma tadky ai,as,...,a,, zddny z nich neni
matice. Pfesnéji feéeno, jednd se o poéet prvki takové mnoziny Fadkda, nulovy. Necht pro kazdé dva po sobé& jdouci ¥adky a;, a;,; plati: ma-li
ktera je nejpocetnéjsi, a pritom linedrné nezavisla. fadek a; prvnich % slozek nulovych, musi mit ¥adek a;,; asponi prvnich

k + 1 slozek nulovych. Pak matici A nazyvame horni trojithelnikovou
matici.



49 Matice 50 Matice

3.22 Véta. Horni trojuhelnikovéd matice ma vzdy linedarné nezavislé radky. 3.23 Véta. Kazdou matici 1ze prevést koneénym poctem krokd Gaussovy eli-
minaéni metody na horni trojihlenikovou matici.

51 Matice 52 Matice

3.28 Definice. Necht A = (a;,) je matice typu (m,n). Matici AT = (a;;), kterd  3.30 Véta. Pro kazdou matici A plati: (AT)T = A
je typu (n, m), nazyvame transponovanou matici k matici A. Matice AT
tedy vznikne z matice A prepsdnim Fadkt matice A do sloupct matice
AT, respektive piepsanim sloupcti matice A do Fadkt matice AT.



53 Matice

3.31 Véta. Pro kazdou matici A plati: hod(A”) = hod(A).

55 Matice

3.34 Definice. Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) a B = (b; ) je matice typu
(n,p). Pak je definovan soudin matic A (B (v tomto poradi) jako matice
typu (m, p) takto: kazdy prvek c;; matice A [B je ddn vzorcem

Cip=i1bip+ai2bop+ - +0ainbpy

n

=Zai'ibj’k’ iD{l,...,m}, kD{l,...,p}
J=

54

Matice

3.33 Véta. Necht A je matice typu (m,n). Pak hod(A) < min(m, n).

56

Matice

3.38 Véta. Necht a 0 R a matice A, B, C jsou odpovidajicich typu tak, aby
nize uvedené souciny byly definovéany. Pak plati

1)
(2)
(6]
4)
(5)

(A[B)[C =ANBI[D),
(A+B)[C=A+BIC,
COA+B)=CA+CI[B,
a(AB)=(aA)B=AdaB).
(AmB)T =BT AT
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3.44 Definice. Ctvercovou matici E typu (n, n) nazgvame jednotkovou matict,
pokud pro jeji prvky e;; plati:e;; = 0 proi #jae;j =1 pro i = j. Nazorné:

100 ---0
E-[0 10 0
000 ---1
59 Matice

3.49 Véta. Pokud k matici A existuje inverzni matice, pak je tato inverzni
matice jednoznaéné urcena.

58 Matice

3.48 Definice. Necht'A je ¢tvercova matice typu (n,n) a E je jednotkova matice
stejného typu. Matici B typu (n,n), kterd spliiuje vlastnost

AMB=E=BMA

nazyvame inverzni matici k matici A. Inverzni matici k matici A oznacu-
jeme symbolem AL,

60 Matice

3.50 Véta.Ke ¢tvercové matici typu (n, n) existuje inverzni matice praveé tehdy,
kdyz hod(A) = n.
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3.51 Definice. Ctvercova matice A typu (n,n) se naz§vé reguldrni, pokud  3.52 Véta.Necht A a Bjsou regularni étvercové matice typu (n, n). Pak matice
hod(A) = n. Ctvercova matice se nazyva singuldrni, pokud neni reguldrni, A [B je rovnéz regularni matice typu (n,n).
tj. hod(A) < n.

63 Matice 64 Matice

3.55 Véta. Necht A [ B jsou dvé matice, pficemz v eliminaci oznafené zde 3.56 Véta. Necht A je regularni a (A[E) O (E[B), kde ,,( oznaéuje koneény
symbolem ,,[¥ nebyl pouZit krok vynechani nebo p¥idani nulového ¥adku. pocet fadkovych tprav podle elimina¢éni metody a E jednotkovou matici.
Pak existuje reguldrni ¢tvercova matice P takova, ze B = P [A. Pak B=A"l
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3.60 Véta. Necht A je libovolnd matice (ne nutné étvercovd) a P, Q jsou 3.61 Véta. Je-li A [B definovano, pak hod(A [B) < min(hod A, hod B).
regularni matice takové, Ze je definovano nasobeni P [A a A [Q. Pak
hod A = hod(P [A) = hod(A (). Jinymi slovy: nasobeni reguldrni matici
neméni hodnost.

67 Determinant 68 Determinant

4.1 Definice. Necht M je koneénd mnozina o n prvcich. Permutace proki 4.3 Véta. Pocet raznych permutaci n prvka je roven éislu n!.
mnoZiny M je uspoiadand n-tice prvkd mnoziny M takova, Ze zadny
prvek z mnoziny M se v ni neopakuje. Permutaci prvkd mnoziny M =
{1,2,...,n} nazyvame struéné permutaci n proku.
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4.5 Definice. Necht (i1,i2,...,i,) je permutace n prvki. Pocdet inverzi této 4.7 Definice. Pro kazdou permutaci m = (iy,...,i,) definujeme znaménko
permutace je poéet takovych dvojic (i, i;), pro které plati i;, >i;, a pfitom permutace sgn 11 takto:
k<l

son 7T = +1 ma-li 71 sudy pocet inverzi
gRIT=19 1 ma-li 1Tlichy pocet inverzi

71 Determinant 72 Determinant
4.9 Véta. Prohozeni jediné dvojice prvkl v permutaci zptisobi zménu jejiho  4.10 Definice. Necht 1= (i3, i, ... ,i,) je permutace n prvkt. Inverzni permu-
znaménka. taci k permutaci 1 je permutace (jq,J2, . ..,Jjn), pro kterou plati j;, = & pro

vSechna k£ [0 {1,2,...,n}. Tuto permutaci oznacujeme znakem 7!,
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4.12 Véta. Necht 17 je permutace n prvki. Pak ! ma stejny pocet inverzi, 4.13 Véta. Permutace 1ma ! maji vidy stejna znaménka.

jako 1.
75 Determinant 76 Determinant
4.15 Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice typu (n,n). Cislo 4.19 Definice. Necht A = (a;;) je matice typu (n,n). Hlavni diagondla matice
L A je skupina jejich prvka a1 1,a99,...,a,,. Vedlejsi diagondla matice A
- )sgn T, Gy iy zahrnuje prvky a1 ,,02,-1,. . ., @y1. Prvek pod hlavni diagondlou je kazdy

prvek a;j, pro ktery plati i > j. Prvek nad hlavni diagondlou je kazdy

nazyvame determinantem matice A a znacime je detA. V uvedeném prvek a;y, pro ktery plati i <.

vzorci se séitd pres vSechny permutace n prvkd, tj. jedné se podle véty 4.3
o n! séitancu.
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4.21 Véta. Zékladni vlastnosti determinantu. 4.27 Véta. Ctvercova matice A je reguldrni pravé tehdy, kdyz det A = 0.
(V1) Jestlize se matice B 1isi od matice A jen prohozenim jedné dvojice
radku, pak det B = —det A.
(V2) Jestlize matice A ma dva stejné 7adky, pak det A = 0.

V dalsich vlastnostech (V3) az (V5) oznaé¢ujeme symbolem di matice,

které se lisi pouze v i-tém ¥adku, zde oznaceném a;. V f‘édcich., které jsou
vyznaéeny tetkami, se jednotlivé matice shoduji.

(V3) det (a'al) = a det <¢i,->
(V4) det<di> +det<l;i) =det<a,~;bi>

(V5) det (ai +a aj) =det (di> , kde a; je jiny Fddek téze matice.

79 Determinant 80 Determinant

4.28 Véta. Necht A je étvercova matice. Pak det A = det A”. 4.30 Véta. O rozvoji deterinantu podle r-tého Fddku. Necht A = (a,) je ¢tver-
cova matice typu (n,n) a A;; jsou matice typu (n—1,n—1), které vzniknou
z matice A vynechanim i-tého ¥ddku a j-tého sloupce. Pak pro kazdé
r0{1,...,n} plati

ar1 (17" det A, +a,0 (-1 det Ayo + - + app (-1)*" det A, , = det A
Je-lidalet O{1,...,n}, ¢t #r, pak plati

a1 (1D det Ay g + a0 (1) 2 det Arg + - +a,, (1) det A, = 0
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4.32 Definice. Necht A je ¢tvercova matice typu (n,n). Doplnék matice A 4.35 Véta. Necht A, B jsou étvercové matice. Pak det A det B = det(A [B).
v pozici (i,]) je ¢islo D; j, definované vzorcem: D;; = (-1)'% det A, ;, kde A;;
je matice typu (n — 1,n — 1), ktera vznikne z matice A vynechdanim i-tého
fadku a j-tého sloupce.

83 Determinant 84 Determinant

4.37 Véta. Ke étvercové matici A existuje inverzni matice pravé tehdy, kdyz  4.38 Véta. Necht A je reguldrni matice. Pak det A™' = 1/det A.
A je regularni.
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5.1
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5.4

Soustavy linedrnich rovnic

Definice. Necht A je matice redlnych &isel typu (m,n), necht dale x je
X1
jednosloupcova matice symbola < :

> typu (n,1) a b je matice redlnych
xll

b1
cisel < : > typu (m, 1). Pak maticovou rovnost
b

Ax=b

navyvame soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmych. Matici A na-
zyvame matici soutavy a vektor bT = (by,...,b,) nazyvame vektorem
pravych stran. PiipiS§eme-li k matici soustavy do dalsiho sloupce matici b
oddélenou (pouze pro piehlednost) svislou ¢arou, dostavame matici (A|b)
typu (m,n + 1), kterou nazyvame rozsirenou matici soustavy.

Soustavy linedrnich rovnic
Véta. (Frobeniova). Soustava Ax = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz
hod A = hod(A|b),

tj. kdyz hodnost matice soustavy se rovna hodnosti rozsifené matice sou-
stavy.
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5.2
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5.6

y linedrnich rovnic

Definice. Resenim soustavy Ax = b je takovy vektor
a=(ay,09,...,0,) OR",

pro ktery plati: dosadime-li hodnoty a; za symboly x;, pak je splnéna
pozadovand maticova rovnost, tj.

ax b1
Aol 2 b2
tn b

Resit soustavu Ax = b znamend nalézt vSechna jeji feSeni, tj. nalézt
podmnozinu R" vSech feSeni této soustavy.

y linedrnich rovnic

Definice. Necht Ax = b je soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych
a Cx = d je soustava k linedarnich rovnic o stejném poétu n neznamych.
Rikame, Ze tyto soustavy jsou ekvivalentni, pokud obé soustavy maji
stejné mnoziny FeSeni.
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5.8 Véta. Ke kazdé soustavé Ax = b lze nalézt ekvivalentni soustavu Cx = d, 5.9 Definice. Existuje-li v matici b aspon jeden prvek nenulovy, fikame, ze
jejiz matice C je horni trojuhelnikova. je soustava linearnich rovnic Ax = b nehomogenni. Jsou-li véechny prvky
v matici b nulové, nazyvame soustavu rovnic homogenni a zapisujeme ji
takto:
Ax=o0 (symbolem o nyni znaéime jednosloupcovou nulovou matici).
91 Soustavy linedrnich rovnic 92 S y linedrnich rovnic

5.10 Véta. Mnozina v8ech feSeni homogenni soustavy Ax =0 snneznamymi  5.13 Véta. Necht Ax = o je homogenni soustava linearnich rovnic o n ne-

tvoii linearni podprostor linearniho prostoru R”. znamych, & = n —hod A. Pak existuje k2 linedrné nezavislych vektort
Ui,uUs,...,u;, z R" takovych, ze pro mnozinu M, vSech FeSeni soustavy
Ax = o plati

M0= I]tl,ug,...,ukD

Vektory wi,us,...,u;, tvori jednu z moZnych bézi linedrniho prostoru
vSech feseni M.
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5.14 Véta. Necht M, je linedrni prostor vSech feSeni homogenni soustavy 5.17 Definice. Necht Ax = b je nehomogenni soustava linedrnich rovnic o n
linedrnich rovnic Ax = 0 s n nezndmymi. Pak dim M, = n —hod A. neznamych a v [0 R” je néjaké jedno jeji fesSeni. Takovému ieSeni v fikame
partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy.
Pokud zaménime matici b za nulovou matici stejného typu, dostavame
homogenni soustavu Ax = o, kterou nazyvame pridruZenou homogenni
soustavou k soustavé Ax = b.

95 Soustavy linedrnich rovnic 96 y linedrnich rovnic

5.18 Véta. (1) Necht v je partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy Ax =ba 5.19 Véta. Necht v je partikuldarni feSeni soustavy Ax = b a M, je linearni
u je libovolné fe$eni piidruzené homogenni soustavy Ax = 0. Pak v+ u prostor vSech FeSeni piidruzené homogenni soustavy Ax = o. Pak pro
je také feSenim soustavy Ax = b. mnozinu M v§ech feSeni soustavy Ax = b plati
(2) Necht'v a w jsou dvé partikuldrni ¥eSeni nehomogenni soustavy Ax =

b. Pak v - w je feSenim p#idruzené homogenni soustavy Ax = o. M={v+u; ulMo}.
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5.29
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5.39

Soustavy linedrnich rovnic

Véta. (Cramerovo pravidlo). Necht A je reguldrni étvercova matice. Pak
pro i-tou slozku feSeni soustavy Ax = b plati
a: = det Bi
"7 detA’
kde matice B; je shodna s matici A az na i-ty sloupec, ktery je zaménén
za sloupec pravych stran.

Soustavy linedrnich rovnic

Véta. Necht A je reuldrni matice a B je libovolna matice se stejnym
poétem Fadku. Rovnost A [X = B je ekvivalentni s (AB) O(E[X).
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5.34
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6.3

y linedrnich rovnic

Véta. Necht homogenni soustava linedrnich rovnic Ax = 0 ma matici
soustavy ve tvaru
A = (E|O),
kde E je jednotkova matice typu (m, m) a C je libovolna matice typu (m, k).
Pak existuje baze feSeni této soustavy b1, bs, ..., by, kterd ma tvar:
b
b:2 = (—CTlE/),
by
kde E’ je jednotkova matice typu (%, k).

Linedrni prostory koneéné dimenze

Definice. Necht L je linedarni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Mno-
zinu [M O NOnazyvame spojenim podprostori M a N a zna¢ime M [OON.
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6.5 Véta. Necht L je linearni prostor, M a N jsou jeho podprostory. Pro pod- 6.6 Véta. Necht L je linedrni prostor koneéné dimenze, M a N jsou jeho
prostor M ON plati: podprostory. Pak

MON ={y+2z; y DM,z ON}. dimM + dimN = dim(M n N) + dim(M ON)

103 Linedrni prostory konec¢né dimenze 104 Linedrni prostory koneéné dimenze

6.8 Definice. NechtB = {b1, bs, ..., b,} je baze linearniho prostoru L. Zalezi- 6.10 Definice. Necht (B) = (b1, b, ...,b,) je usporddana baze linearniho pro-

li ndm na potadi prvka baze bq,bs,...,b, (tj. poZzadujeme, aby b; byl storu L a x O L je libovolny vektor. Uspotdadanou n-tici redlnych éisel
prvni prvek baze, by druhy prvek atd.), pak mluvime o usporddané bdzi. (ay, Qg, ..., a,) nazyvame souradnicemi vektoru x vzhledem k usporddané
Uspoiadana baze je tedy usporadana n-tice prvka baze, tj. (b1, bs, ..., b,). bdzi (B), pokud plati

Skuteénost, Ze baze B je uspordadand, budeme vyznacovat symbolem (B).
x = orlb1+0{2b2+~~~+anbn.

Skuteénost, Ze (a1, Qg, . . ., d,) jsou souiadnice vektoru x vzhledem k uspo-
fadané bazi (B) budeme zapisovat takto:

x=(01,0e,...,0,)®
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6.18

Linedrni prostory konec¢né dimenze

Véta. Necht'(B) je usporddand baze linearniho porostoru L. Pak pro kazdy
prvek x 0 L jsou souiadnice x vzhledem k bazi (B) uréeny jednoznaéné.

Linedrni prostory konec¢né dimenze

Definice. Necht (B) = (b1, b, ...,b,) a(C) = (cy,cs, .. .,¢,) jsou dvé uspo-
fadané béze stejného linedarniho prostoru L. Matici A, ktera splfiuje ma-
ticovou rovnost

(b1,bs,...,b,) A =(c1,c2,...,¢,)

nazyvame matici prechodu od uspoiddané bdze (B) k usporddané bdzi (C).
Na defini¢ni rovnost se divame jako na soucin jednofadkové matice vek-
tora (by,bs,...,b,) s matici A redlnych éisel typu (n,n), ktery se ma
rovnat jednotadkové matici vektora (e1, e, .. ., c,).

Matici ptechodu od baze (B) k bazi (C) budeme ¢asto pro nazornost ozna-
covat A c).
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6.19

Linedrni prostory koneéné dimenze

Véta. Necht (B) = (by,bq,...,b,) je usporadand baze linearniho pro-
storu L. Pak pro kazdy prvek a O R", @ = (01,09, ..., Q,), existujex O L
takovy, Ze x = (a1, g, . . ., 0p)B)-

Linedrni prostory koneéné dimenze

Véta. Pro kazdé dvé usporadané baze stejného linearniho prostoru (B) a
(C) existuje pravé jedna regularni matice pfechodu A ).
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6.21 Véta. Je-li A matice piechodu od baze (B) k bazi (C), pak A™! je matice
prechodu od baze (C) k bazi (B).

111 Linedrni prostory konec¢né dimenze

6.27 Véta. Necht A ) je matice prechodu od béze (B) k bazi (C) a Acp) je
matice pfechodu od baze (C) k bazi (D). Pak pro matici pfechodu A p)
od baze (B) k bazi (D) plati

Agp) =Agc Acp

110 Linedrni prostory koneéné dimenze

6.23 Véta. Necht (B) a (C) jsou dvé usporadané baze linearniho prostoru L,
Ag,0)je matice piechodu od (B) k (C). Pak pro souiadnice kazdého vektoru
x 0L, x=(x1,%2,...,%)®) = (1,52, - - - ,¥n)c) plati:

Y1 X1
A(B,C)D< : )=<z )
yn xn

112 Linedrni prostory koneéné dimenze

6.29 Véta. Nechta O R”, @ = (a1, 03,...,0y,). Slozky (a1, Qs, ..., d,) jsou sou-
fadnicemi vektoru a vzhledem ke standardni bazi (S):

8) =((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)).
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7.2

Linedrni prostory konec¢né dimenze

Véta. Necht (B) = (b1, bs,...,b,) je usporddana baze linearniho pro-
storu R”. Matice pfechodu od standardni baze (S) k bazi (B) ma tvar

Agp = ®b7,b3,...,b0)

kde symbolem b} znaéime sloupec slozek vektoru b;. Jingmi slovy, uvede-
nou matici pfechodu sestavime tak, ze zapiSeme jednotlivé vektory baze
vedle sebe, slozky téchto vektora zapiseme do sloupci.

Linedrni zobrazeni

Definice. Necht L a Ly jsou libovolné mnoziny. Zobrazenim Az mnoZiny
Ly do mnoZiny Ly rozumime jakykoli predpis, ktery kazdému prvku z
mnoziny L; pfitadi jednoznaénym zpisobem néjaky prvek z mnoziny Lo.
Skuteénost, Ze A je zobrazeni z mnoziny L; do mnoziny Ly zapisujeme
A : L1 — Lg.

Je-li x O Ly, pak zobrazeni A : L; - Ly pfitadi prvku x jednoznaéné
néjaky prvek z mnoziny Lg. Tento prvek ozna¢ujeme symbolem .A(x) O Ly
a fikdme mu hodnota zobrazeni Av bodé x. Je-1i M O L1, pak definujeme

AM) ={y OLy; Ix OM, Alx)=y}.
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7.3

Linedrni prostory koneéné dimenze

Véta. Necht (B) = (b1, bq,...,b,) a (C) = (e1,c¢s,...,c,) jsou usporadané
baze linedrniho prostoru R”. Pak pro matice piechodu A ¢) a Ac ) plati

(Acp|B)O®T,b],...b7 [e],c],...cD) OE|Ag o),

kde ,[ znaéi koneéné mnoho krokt Gaussovy eliminaéni metody, E je
jednotkova matice a b7 resp. ch jsou vektory b; resp. ¢, jejichz slozky
jsou zapséany do sloupci.

Linedrni zobrazeni

Definice. Necht L; a Ly jsou libovolné mnoziny a uvazujme A : L1 - Ls.
Pokud plati A(L;) = Lo, ¥ikdme, Ze A je zobrazeni z mnoziny L; na
mnoZinu L.
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7.5 Definice. Necht L1 a Ly jsou libovolné mnoziny a uvazujme A : L1 - Lg. 7.6 Definice. Necht L; a Lg jsou linedrni prostory, A : L; - Lo je zobrazeni
Zobrazeni A je prosté, pokud pro kazdé dva prvkyx; 0 Ly, xe 0 L1,x1 # X9 z L1 do Ls. Zobrazeni A nazyvame linedrnim zobrazenim, pokud pro
plati A(x;) # A(xg). vSechnax 0 Ly, y 0Ly, a OR plati

1) Ax+y) = Alx) + Aly)
(2) Ala ) = a UA(x)
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7.8 Véta. (Princip superpozice). Necht L; a Lg jsou linedrni prostory. Zobra-  7.10 Véta. Pro linearni zobrazeni A : L; — L plati A(e1) = o9, kde 01 je
zeni A : L; - Lg je linearni pravé tehdy, kdyz pro vSechnax 0O L,y UL, nulovy vektor linedarniho prostoru L; a oy je nulovy vektor linedarniho
a OR, B OR plati prostoru Ls.

Alax+By) = a Alx) + 3 Aly)
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7.14 Véta. Necht A : L; - L je linearni zobrazeni, M (0 Ly. Pak A(M) = 7.16 Definice. Necht L;, Ls jsou linedrni prostory, o je nulovy vektor v line-
LA arnim prostoru Lg a A : Ly — Lg je linearni zobrazeni. MnoZzinu

Ker A ={x 0L;; Alx) = 09}

nazyvame jddrem linedrniho zobrazeni A.
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7.19 Véta. Jadro linearniho zobrazeni A : L1 — Lg tvoii linedarni podprostor  7.20 Véta. Mnozina A(L;) vSech hodnot linearniho zobrazeni A : L; - Lg
linedrniho prostoru L;. tvori linedrni podprostor linearniho prostoru L.
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7.21 Definice. Defekt linedrniho zobrazeni A : L1 - Ly je definovan, jako
dim Ker A a hodnost linedrniho zobrazeni A je definovana jako dim A(L).
Defekt A zna¢ime def A a hodnost .4 znac¢ime hod A. Je tedy

def A = dim Ker A
hod A = dim A(L,)

127 Linedrni zobrazeni

7.29 Véta. Necht A : L; - Ly je linearni zobrazeni. Pak plati:

(1) Jsou-li x1,x9,...,x, linedrné zavislé vektory v L, pak jsou i vektory

Alxq), Alxs), ..., Alx,) linearné zavislé v Lo.
(2) Jsou-li x1,x9,...,x, linedrné nezavislé vektory v L;, pak vektory
Alx), Alxs), . .., Alx,) v Le nemusi byt linedrné nezavislé.

126 Linedrni zobrazeni

7.27 Véta. Necht {by,bo,...,b,} je baze linearniho prostoru L; a necht jsou
dény libovolné vektory y1,ys, . ..,¥, z linearniho prostoru L. Pak existuje
pravé jedno linearni zobrazeni A : L1 — Lg, pro které plati

A =y, 0i0{1,2,...,n}

128 Linedrni zobrazeni

7.30 Véta.Necht A:L; - Ly je linearni zobrazeni. Nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:
(1) A je prosté.
(2) def A=0.
(3) Jsou-li x¥1,x9, . ..,x, linedrné nezavislé, jsou linedrné nezavislé i vek-
tory A(x1), Alxg),. .., Alx,).
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7.31 Definice. Necht A :L; - Lya B: Ly - L3 jsou zobrazeni. Symbolem Bo  7.32 Véta. Necht A : Ly - Lg a B: Ly — L3 jsou linedrni zobrazeni. Pak je
A : L, - L3 oznaéujeme sloZené zobrazeni, které je definovano piedpisem linedrni téz sloZené zobrazeni Bo A : Ly — Ls.
(Bo A)x) = B(Ax)), Ox O L;.

131 Linedrni zobrazeni 132 Linedrni zobrazeni

7.33 Definice. Identické zobrazeni je zobrazeniZ : L — L, které je definovano  7.34 Véta. Je-li A: L; - Ly prosté, pak existuje pravé jedno inverzni zobra-
predpisem Z(x) = x. Struéné nazyvame zobrazeni 7 identitou. zeni A : A(Ly) - L.
Necht A : Ly - Ly je prosté zobrazeni. Pak definujeme inverzni zobrazeni
A7l A(Ly) - L jako takové zobrazeni, které splituje A o A = 7, kde
T :Ly - Lq je identita.
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7.35 Véta. Je-li L linearni prostor, pak identita Z : L — L je linearni. Je-li = 7.36 Véta. Necht A : L; — Lo je linedrni, prosté a ,na“ Lo. Pak je inverzni
A : Ly - Ly linearni a prosté zobrazeni, pak téz A™ : A(L;) - L, je zobrazeni Al : Ly — L rovnéz linedrni, prosté a ,na“ L.
linearni.

135 Linedrni zobrazeni 136 Linedrni zobrazeni

7.37 Definice. Zobrazeni A : L1 — Ly nazyvame izomorfismus, pokud je line- 7.39 Véta. Kazdy linearni prostor L, pro ktery je dimL = n, je izomorfni
arni, prosté a ,na“ Lo. s linedrnim prostorem R”.
Linearni prostor L; nazyvame izomorfni s Lo, pokud existuje izomor-
fismus A : L1 - Ls. ProtoZe k prostému linedrnimu zobrazeni, které je
,na“ Ly, existuje inverzni zobrazeni A™! : Ly — L1, které je podle véty 7.36
rovnéz izomorfismem, plati: je-li L izomorfni s Lo, je téZ Lo izomorfni s L.
Casto proto fikdme, Ze L; a Ly jsou (vzdjemné) izomorfni.
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7.41 Véta. Necht A:L; - Ly a B: Ly — L3 jsou izomorfismy. Pak je izomor-  7.42 Véta. Dva linedrni prostory kone¢né dimenze jsou izomorfni pravé tehdy,
fismem i slozené zobrazeni Bo A :L; - Ls. kdyz se rovnaji jejich dimenze.

139 Linedrni zobrazeni 140 Linedrni zobrazeni

7.43 Definice. Necht L; a Ly jsou linedrni prostory koneéné dimenze, A : 7.44 Véta. Necht plati predpoklady z definice 7.43. Pak matice A zobrazeni A
L; - Ly je linearni. Necht (B) = (b1, bs, ..., b,) je usporddana baze L, a vzhledem k bazim (B) a (C) existuje a je uréena jednoznaéné.
(C) = (ey,cs,...,¢,) je usporadana baze Lo. Matici A typu (m,n), ktera
spliiuje maticovou rovnost

(A(b1), Abs), ..., Ab,)) = (e1,c9,...,cn) [A

nazyvame matici zobrazeni A vzhledem k usporddanym bdzim (B) a (C).
Na defini¢ni rovnost se divame jako na souéin jednoiadkové matice vek-
tora (ci,co,...,6,) s matici A redlnych ¢isel typu (m,n), ktery se ma
rovnat jednotadkové matici vektora (A(b1), A(bs),. .., A(by))
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7.45 Véta. Necht L;, Ly jsou linedrni prostory konetné dimenze, (B) = 7.48 Véta. Necht (B)je baze v Ly, (C) je baze v Lg, A: L1 — Lo je linedrni a A
(by,bs,...,b,) je uspotfddana baze Li a (C) = (ey,e9,...,c,) je uspora- je matici zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C). Pak hod A = hod A.

dand baze Ly. Pak ke kazdé matici A typu (m,n) existuje pravé jedno
linedrni zobrazeni A : L; - Lo takové, Zze A je matici zobrazeni A
vzhledem k bazim (B) a (C).

143 Linedrni zobrazeni 144

Linedrni zobrazeni

7.49 Véta. Necht (B) = (b1, bs,...,b,)je baze v Ly, (C) = (c1,¢9,...,¢,)je bdaze  7.53 Véta. Necht Ly, Lg jsou linedrni prostory koneéné dimenze, A : L1 — Ly
v Ly, A: Ly - Lo je linearni a A je matici zobrazeni A vzhledem k bazim je linearni. Pak
(B) a (C). Pak pro kazdy vektor x 00 L1, x = (x1,%2,...,%,)®), plati pro def A+hod A =dimL;.
soufadnice vektoru A(x) = (y1,¥2, . . - ,¥m)(c) nasledujici vzorec:

X1 Y1
Aol *2 | =] Y2

Xn Ym
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7.55
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7.59

Linedrni zobrazeni

Véta. Necht L, Ly, L3 jsou linearni prostory koneéné dimenze, A : Ly —
Lo, B : Ly - L3 jsou linearni zobrazeni. Necht dale (B) je usporddana
béze L1, (C) je usporadana baze Lg a (D) je uspoidadand baze L. Predpo-
kladejme jesté, ze A je matice zobrazeni A vzhledem k bazim (B) a (C) a
koneéné B je matice zobrazeni B vzhledem k bazim (C) a (D). Pak B (A
je matice slozeného zobrazeni B o A vzhledem k bazim (B) a (D).

Linedrni zobrazeni

Véta. Necht A : Ly - Lg je linearni zobrazeni a necht (B1), (C;) jsou
béze linearniho prostoru L; a (Bs), (Cg) jsou baze linedrniho prostoru Ls.
Ozna¢me symbolem Az, ¢,) matici pfechodu od béze (B;) k (C1) a A, 5,)
matici piechodu od baze (Cg) k (Bg). Je-li A matice zobrazeni A vzhledem
k bazim (B1), (B2), pak A, z,) DA DA, ¢, je matice téhoz linedrniho
zobrazeni vzhledem k bazim (C,), (Cy).
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Linedrni zobrazeni

Véta. Necht (B) a (C) jsou dvé baze linearniho prostoru L. Pak matice
identického zobrazeni Z : L — L vzhledem k bazim (B) a (C) je rovna
matici pfechodu A ) od baze (C) k bazi (B).

Linedrni zobrazeni

7.60 Definice. Necht A : L - L je linedrni zobrazeni (linedrni prostor vzoru i

obrazt je stejny a ma koneénou dimenzi). Misto, abychom mluvili o matici
linedrniho zobrazeni vzhledem ke stejnym bazim (B) a (B) (to ptisobi, jako
bychom koktali), struéné se zmifiujeme o matici zobrazeni A vzhledem
k bdzi (B).
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7.61 Véta. Necht A : L - L je linearni zobrazeni, (B), (C) jsou dvé baze 7.63 Definice. Matice A je podobnd matici B, pokud existuje regularni matice
linedarniho prostoru L a Az c) je matice pfechodu od baze (B) k bézi (C). P takova, Ze plati B = P~1 [A [P.
Je-li A matice zobrazeni A vzhledem k bazi (B), pak A(_E%,C) A A o) je
matici téhoz linedrniho zobrazeni vzhledem k bazi (C).

151 Linedrni zobrazeni 152 Linedrni zobrazeni

7.66 Definice. Necht A : L — L je linedrni zobrazeni. Cislo A O C se nazgvd  7.70 Definice. Necht A je &tvercova matice typu (n,n) realnych nebo kom-

vlastnim é&islem zobrazeni A, pokud existuje vektor x O L, x # o takovy, plexnich ¢&isel. Cislo A O C se nazyva vlastnim ¢islem matice A, pokud
ze A(x) = A x. Vektor x, ktery spliiuje uvedenou rovnost, se nazyva vlastni existuje x 0 C", x # o takovy, ze A [xT = A x”. Vektor x, ktery spliiuje
vektor zobrazeni A pfislusny vlastnimu &islu A. uvedenou rovnost, se nazyva vlastni vektor matice A prislusny vliastnimu

Gislu A.
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7.71 Véta. Necht A : L - L je linedrni zobrazeni a A je jeho matice vzhledem 7.75 Definice. Necht A je ¢tvercova matice. Polynom det(A — A E) nazyvame

k néjaké bazi (B). Pak A je vlastnim éislem zobrazeni A pravé tehdy, charakteristicky polynom matice A a rovnost det(A — A E) = 0 charakte-
kdyz je vlastnim ¢islem matice A. Navic x je vlastni vektor zobrazeni A ristickou rovnici. Je-li A k-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice,
prislusny A pravé tehdy, kdyz soutadnice vektoru x vzhledem k bazi (B) fikame, Ze A je k-ndsobnym vlastnim dislem.

tvofi vlastni vektor matice A p¥islusny A.

155 Linedrni zobrazeni 156 Linedrni zobrazeni

7.78 Véta. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom. 7.82 Véta. Necht A je ¢tvercova matice typu (n,n). Sestavme libovolna kom-
plexni ¢&isla Aq,...,A, do diagondlni matice D = diag(A4,...,A,) a libo-
volné nenulové vektory x1,...,x, z C" zapiSme do sloupct matice P, tj.
P = (7, ...,x]). Pak plati: &sla Ay,..., A, jsou vlastnimi &sly matice A
a x1,...,%, jsou jejich odpovidajici vlastni vektory pravé tehdy, kdyz je
splnéna rovnost PD = AP.
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7.83 Véta. Necht ma étvercova matice A s n fadky n linedrné nezavislych  7.84 Véta. Necht je matice A podobnd s diagondlni matici, tj. existuje regu-

vlastnich vektort (kazdy z nich ptislusi néjakému vlastnimu éislu ma- larni matice P a diagonalni matice D takové, ze A = PDP™. Pak D
tice). Pak je matice A podobnd diagonalni matici. obsahuje vlastni ¢isla matice A a ve sloupcich matice P jsou vlastni vek-
tory piislusné (podle poiadi) odpovidajicim vlastnim éislim zapsanym

v D.
159 Linedrni zobrazeni 160 Linedrni zobrazeni

7.87 Véta. Vlastni vektory, které piisluseji vzdjmené riznym vlastnim éislam, 7.92 Véta. Necht A : L - L je linedrni zobrazeni, dim L = n. Zobrazeni A ma
jsou linearné nezavislé. n linedrné nezavislych vlastnich vektort pravé tehdy, kdyz existuje baze

(B) prostoru L takova, ze A ma vzhledem k této bazi diagonalni matici D.

Piitom na diagonale matice D jsou vlastni éisla zobrazeni A a baze (B)

obsahuje vlastni vektory pfislu$né vlastnim ¢islim v matici D ve stejném

poradi.
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8.11

Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

Definice. Necht L je linedrni prostor. Operaci [: L x L — R nazveme
skaldrnim soucinem, pokud spliiuje Ox O L, Oy O L, Oz O L, Do O R
nasledujici vlastnosti

1) =yl
(2 @+yz=xl+ylz
3) (axy=alxy)

(4) xx=20, x[x=0jentehdy, kdyzx =0

Ve vlastnosti (4) znaéi symbol o nulovy vektor linearniho prostoru L.

Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem

Definice. Ctvercova matice A typu (n,n) je symetrickd, pokud plati
AT=A.
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Linedrni prostory se skaldrnim souéinem

Véta. Necht L je linearni prostor se skalarnim souéinem, o je jeho nulovy
vektor. Pak pro viechnax 0L,y OLaz L plati: (1)x[b=0[kx =0, (2)
zUx+y)=2x+2y.

Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem

8.12 Definice. Necht A je étvercova matice typu (n,n). Oznaéme A; étvercovou

matici typu (n —i,n —i), ktera vznik4 z matice A vynechanim poslednich
i fadku a poslednich i sloupca. Matice A se nazyva pozitivné definitni,
pokud vSechny determinanty detA;, i 0{0,1,2,...,n -1} jsou kladné.
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8.14 Véta. Necht A je ¢tevrcova matice typu (n,n). Definujme soucin na R*  8.17 Definice. Necht L je linearni prostor se skaldarnim sou¢inem. Prox 0 L
takto. Prox O R,y OR" je definujeme velikost vektoru x hodnotou /x [x. Velikost vektoru x znaéime

T kx|, takze je

*y==AL, b= VaE, P -x

kde na pravé strané rovnosti je maticovy soufin jednoidadkové matice x,

ktera obsahuje slozky vektoru &, s matici A a s matici y7, coz je sloupec

slozek vektoru y.

Pak x [y je skalarnim souéinem pravé tehdy, kdyz A je symetrickd a

pozitivné definitni matice.

167 Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem 168 Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem

8.19 Véta. Necht x je prvkem linedrniho prostoru se skaldrnim souéinem, 8.20 Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldarnim soué¢inem a x 00 L,

a OR. Pak yOL,x # o0,y #o. Pak tihel mezi vektory x a y je takové &islo @, pro které
ax|=|a . lati
o) = | O plati e

Zapis |a| zde znaéi absolutni hodnotu realného ¢&isla, ostatni symboly ,,| | cos ¢ = be| Cy|

znamenaji velikosti vektort.
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8.22 Véta. (Schwartzova nerovnost). Necht L je linedrni prostor se skaldrnim  8.23 Definice. Necht L je linedrni prostor se skaldrnim sou¢inem. Vzddlenost
soudinem ax 0 L, y 0 L. Pak plati: vektoru x od vektoru y definujeme jako |y —x|. Podle véty 8.19 je |y —x| =
-y, takZe ¢asto mluvime o vzddlenosti dvou vektori x a y (bez zavislosti
be 31 < el Tyl :a J;'};ljich poradi). ?
Symbol ,| |“na levé strané nerovnice znamena absolutni hodnotu realného
éisla, zatimco stejné symboly na pravé strané nerovnice oznaéuji velikost
vektoru.
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8.24 Véta. (Trojihelnikova nerovnost). Pro velikosti vektora plati 8.29 Definice. Necht L je linearni prostor se skalarnim sou¢inem. Dva nenu-

lové vektory x O L ay O L jsou na sebe kolmé, (znaéime x Uy), pokud je
fe-+31< ol + bl a0



173 Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

8.31 Definice. Necht B = {b1,bq,...,b,} je baze linedarniho prostoru se ska-
larnim sou¢inem. Bézi B nazyvame ortogondini, pokud b; O b; 0i O
{1,2,...,n}, j O{1,2,...,n},i #J.

Bazi B nazyvame ortonormdlni, pokud je ortogondlni, a navic |b;| = 1,
0i 0{1,2,...,n}.

175 Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem

8.33 Véta. Necht'(B) je ortonormélni usporadana baze linearniho prostoru L se

skalarnim sou¢inem. Pak pro vSechnax O L,y O L, x = (x1,x2,...,%,)®),
y = OV1,¥2,--.,¥n)) lze skalarni soucin pocitat ze soufadnic vektort
takto:

x [y =x1y1 +Xoy2 + - - + XnYn-

174 Linedrni prostory se skaldrnim souéinem

8.32 Véta. Baze B = {b1, bs,...,b,} je ortonormalni pravé tehdy, kdyz

. = Oproi#J,
b‘u’f_{lproi=j.

176 Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem

8.35 Véta. Necht x1,x9,...,x, jsou nenulové vektory linedrniho prostoru se
skaldarnim souéinem, které jsou na sebe navzajem kolmé, tj. x; (&; = 0 pro
i #j ax; [x; > 0. Pak jsou tyto vektory linedrné nezavislé.
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Linedrni prostory se skaldrnim soucinem

8.36 Véta.Necht(B) = (by, b, ...,b,)jeortonormalni baze linedrniho prostoru
se skaldrnim souéinem. Pak pro souiadnice libovolného vektoru x plati

x = (xbq, xby, ..., xB,)g).
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Linedrni prostory se skaldrnim sou¢inem

8.41 Véta. (Schmidttv ortogonalizaéni proces). Necht {b1, b, ...,b,} je baze
linedrniho prostoru L se skaldarnim souéinem. Pak existuje ortonormalni
baze {e1,¢s,...,c,} takova, Ze

ml,bz,...,ka: @1,02,..

el ORO{1,2,...,n}
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Linedrni prostory se skaldrnim souéinem

8.38 Véta.Necht(B) = (b1, bo,...,b,)je ortonormalni baze linearniho prostoru
se skalarnim sou¢inem ax = (x1,x2, . . . ,X,)B) je jeho libovolny vektor. Pak
uhlel @ mezi vektorem x a vektorem b; 1ze poéitat podle vzorce

Xi
cos@ = —

kel
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Linedrni algebra v teorii kédovdni

10.3 Definice. T¢leso Zy je dvoubodova mnozina {0, 1}, na které je definovano
séitani + : Zs X Zy — Zy a nasobeni [t Zy X Zy — Zy takto:

+/ 0 1 01
0/ 0 1 00 0
110 110 1
Tedy: 0+0=0, 0+1=1+0=1, 1+1=0, 0@M=00=100=0,

10=1.
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10.13 Definice. Necht A je koneénd mnozina (tzv. abeceda). Pak slovo je libo- 10.18 Definice. Necht A = {0, 1}. Hammingova velikost slova u [ A" je pocet

volna koneénéa posloupnost prvki z A. jednicek v tomto slové a znacime ji |ju|. Hammingova vzddlenost slov
Koédovdni v obecném smyslu zahrnuje (1) algoritmus, kterym informace v 0A" a w OA" je pocet bith, ve kterych se tato dvé slova lisi. Znaéime
prevadime do posloupnosti slov (tzv. kodér) a (2) algoritmus, kterym ji(v,w).

zpétné z téchto slov ziskavame puvodni informaci (dekodér).

Slova, ktera vytvaii kodér, se nazyvaji kédovd slova. Mnozina vSech ké-
dovych slov se nazyva kéd.

Je-li k6d mnozinou slov stejné délky (kazdé kédové slovo ma stejny pocet
znaku abecedy), mluvime o tzv. blokovém kédu. Blokovy kod délky n znadi,
Ze v8echna kédova slova maji n znaku abecedy.

183 Linedrni algebra v teorii kédovdni 184 Linedrni algebra v teorii kédovdni

10.25 Definice. Binarni blokovy kéd K délky n je linedrni, pokud K tvofi line- 10.26 Véta. Nejmensi Hammingova vzdélenost mezi slovy linearniho kédu K
arni podprostor linedrniho prostoru Zj. Jestlize dimenzi tohoto podpro- je rovna nejmensi Hammingové velikosti nenulového kédového slova.
storu oznac¢ime &, pak mluvime o linedrnim (n,k) kédu.
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10.32 Definice. Generujici matice linedrniho kédu K je po tadcich zapsanda 10.33 Véta. Necht G je generujici matice a H kontrolni matice linearniho (n, k)

béze tohoto kédu. kédu. Pak G m4 k fadki a H mé n -k fadki. Obé matice maji n sloupct.

Kontrolni matice linedrntho kédu K je takova matice H s linedrné ne- Jinymi slovy generujici matice ma tolik ¥adkda, kolik je v kédu informad-

zavislymi Fadky, pro kterou plati: mnozina ¥eSeni homogenni soustavy nich biti, kontrolni matice mé tolik ¥adk, kolik ma kéd kontrolnich bita

Hx =0 je rovna kédu K. a pocet sloupcti obou matic je roven po¢tu piendsenych bitt v jednom
slové.

187 Linedrni algebra v teorii kédovdni 188 Linedrni algebra v teorii kédovdni

10.37 Véta. Necht G je generujici a H je kontrolni matice linedrniho (n, k) kédu. 10.40 Definice. Pokud existuje generujici matice linedrniho kédu ve tvaru G =
Pak HIGT = O; a také G [(H” = O, kde Oy je nulova matice s n —% fadky (E|C), kde E je jednotkova matice, nazyvame takovy kdd systematicky.
a k sloupci a Oy = OF.
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10.43 Véta. Kod je systematicky pravé tehdy kdyz existuje kontrolni matice 10.45 Véta. Necht G je generujici matice linearniho (n, k) kédu. Necht dale A :
tohoto kédu tvaru (CT[E’), kde E’ je jednotkova matice. Zk — Z% je linedrni zobrazeni, které zobrazuje standardni bézi prostoru
Z’; na Fadky matice G. Pak matice G” je matici linearniho zobrazeni A

vzhledem ke standardnim bazim.
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10.49 Definice. Necht H je kontrolni matice linearniho kédu. Syndrom slova 10.51 Véta.NechtK je linedrni podprostor linedrniho prostoru L a nechte; O L,
w je vektor s, pro ktery plati s” = H Gw?. e; 0 L. Pak mnoziny M; = {e; +v, v DK}, My = {es + v, v 0 K} jsou bud’
Necht v je slovo vyslané kodérem a w je slovo ptijaté dekodérem. Pak disjunktni nebo totozné.

e = w-v je chybové slovo. Protoze v Z} je —v = v, chybové slovo 1ze pocitat
jako w +v.
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10.52 Véta. Nechtv je kodové slovo a e je libovolné slovo. Pak slovaeie+v maji 10.56 Véta. Slovo s jednou jedni¢kou je kédové pravé tehdy, kdyz kontrolni
stejny syndrom. Jinymi slovy kédova slova modifikovana stejnou chybou matice obsahuje nulovy sloupec. Dvé rtizna slova s jednou jedniékou maji
vytvareji skupinu slov se spoleénym syndromem. spole¢ny syndrom pravé tehdy, kdyz kontrolni matice obsahuje aspon dva

stejné sloupce.



